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Chapitre 1

Processus stochastiques

1.1 Processus stochastiques équivalents. Mo-
dification. Processus indistinguables.

L’objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléatoires) est I’étude
des phénomenes aléatoires dépendant du temps. Soit (£, F,P) un espace
probabilisé, un ensemble T appelé ensemble des temps (exemples : T = R
ou [0, t]). Soit aussi (F, &) un espace mesurable appelé l’espace des états.

Un processus stochastique a valeurs dans (F, &) basé sur (2, F,P) est une
famille (X;);er de variables aléatoires (abréviation : v.a.) de (2, F,P) dans
(E,E).

A w € (), on associe 'application :

T — FE
tHXt<CU)

appelée la trajectoire de (Xi)ier associée a w.

Prenons E = R? | £ = B(RY), on dit que (X;)er est P—p.s. continu & droite
(resp. : P—p.s. continu & gauche, P—p.s. continu) si pour P—presque tout
w € Q, t — Xi(w) est continue a droite (resp. : continue a gauche, continue).

On dira que deux processus stochastiques décrivent le méme phénomene
aléatoire s’ils sont équivalents au sens suivant :

Soient (X;)ier et (X/)ier deux processus stochastiques a valeurs dans le
méme espace d’états (F,E), avec (X)ier basé sur (2, F,P) et (X])ier basé
sur (Y, F',P).

On dit qu’ils sont équivalents siVn > 1,V ty,...,t, € T,V By,...,B, € &,
on a:

]P)({th S Bl> o ,th € Bn}) = P/({thl S Bb o ,Xt/n € Bn})

On dira encore que chacun de ces processus est une version de [’autre ou
encore que (Xi)ier et (X/)ier sont des versions du méme processus. (C’est



une relation d’équivalence!).

La famille des lois des v.a. (Xy,,..., X, ) lorsque {t1,...,t,} parcourt l’en-
semble des parties finies non vides de T s’appelle la famille des lois de di-
mension finie ou famille des répartitions finies de (X)ier.

Deux processus stochastiques sont équivalents si et seulement si ils ont les
mémes répartitions finies.

A partir de maintenant, T = Rt et (E,&) = (R?, B(R?)). Un processus
stochastique (X;);cr+ basé sur (Q,F,P) & valeurs dans (R¢, B(R?)) est un
processus 4 accroissements indépendants (abréviation : P.A.L.) si on a :

(i) Xo=0 P—p.s.
et
(i) Vn>2,Vity,...,t, ER" tels que 0 < t; <ty < ...<ty, les v.a.

X, Xoy — Xy ooy Xy, — X4,

sont indépendantes.

Un processus stochastique (X;);cr+ est un processus a accroissements indépendants
stationnaires (abréviation : P.A.L.S.) si c’est un P.A.L et si

(ili) V s,t € RT, tels que 0 < s < ¢, la v.a. X; — X a la méme loi que X;_,.
Autrement dit, V h > 0,

L
Xt+h - Xs+h - Xt—87

Vs, t € RT, tels que 0 < s < . (Notation : X £V ssi X et Y ont méme loi).
Lorsque T = N, la notion correspondante a celle de P.A.I. (resp. : P.A.LS.)

est la suivante :

on se donne une suite (Zg)r>1 de v.a. d—dimensionnelles indépendantes et

on pose : Sy = 0 P-p.s.

et pour tout n > 1,

(Sn)n>o vérifie (i) et (ii) et si les v.a. Zg, k > 1, ont méme loi, (S,),>0 vérifie
(iii) et s’appelle une marche aléatoire.

Une famille (1) se 10,400[ de probabilités sur (RY, B(R?)) est un semi-groupe
de convolution si on a : V s € ]0,+00[,V t € |0, 4+00],

s+t = Hbs * [t
(u * v est la mesure image de p ® v par application (z,y) — = + y).

Proposition 1.1.1. a). Si (X;)ser+ est un P.A.LS. (d valeurs dans (R, B(R?)))
et si pour tout t € ]0,400[, iy désigne la loi de Xy, alors (fi)ie 10,400 €5t Un
semi-groupe de convolution. On [’appelle le semi-groupe de convolution du
P.ALS. (X})ier+-

b). Plus généralement, si (X;)ier+ est un P.A.L et si pour tout s,t € RT
tels que s < t, psy désigne la loi de X; — X, alors on a : ¥V s, t,u € R*, tels
que s <t <wu, ona:

Hsu = Hst * [t u-



Démonstration. a) On a :
Xert =X, + (Xs+t - Xs)
Or, X, et X514 — X sont des v.a. indépendantes et X, — X £ X;, donc

Mstt = fhs * [t
b) On écrit :
X, — Xs= (X, — Xy) + (X — Xy).

Xy — X apour loi ps,; (Xy — Xi) et (Xy — X;) sont des v.a. indépendantes
de lois respectives p,, et ps, d’ott I'égalité

Msu = Hsit * [t -
[

Proposition 1.1.2. a). Si (X})ier+ €t (X])ier+ sont deux P.A.LS. d—dimensionnels
(basés sur (Q, F,P) et sur (', F',P')) qui ont méme semi-groupe de convo-

lution, alors (Xy)ier+ €t (X})ier+ sont équivalents.

b). Plus généralement, si (X;)ier+ €t (X} )ier+ sont deux P.A.1 d—dimensionnels
tels que pour tout s,t € R* avec s < t, on ait :

X — X, £ X| - X,
alors (Xi)ier+ €t (X{)ier+ sont équivalents.

Remarque : Le a). peut se reformuler ainsi : deux P.A.L.S. qui ont les mémes
lois de dimension 1 ont les mémes lois de dimension finie. Ce résultat n’est
pas vrai pour des processus plus généraux.

Démonstration. b) : (Remarquons que b). = a).).

Pour tout t € R*, X, £ X]. De plus, pour tout n > 2, pour tout ¢y,...,t, €
R tels que 0 < t1 <ty < ... <1y,

(Xprs s Xo)) 2 (XL X)),

En effet, les v.a. (X, Xy, =Xy, .., Xy, — Xy, ) et (X[, X[, — X[, X] —
X{ ) ont laloi pos @ ftyy 0 @ ... @ fiy, 1, On en déduit en considérant
I’application :

¢ (ug,y .o un) — (U, ug +ugy e Uy o+ Uy

que (th, e ,th) = ¢(Xt1, th —th, Ce ,th _th—l) et (Xél’ Ca ,Xt/n) ont
la méme loi, c’est a dire la mesure image par ¢ de fig ¢, @ fig, 1, @ ... @ e, 1, -
O



Ezemples de semi-groupes de convolution sur (R, B(R)) :

1). Si py = 0ot avec a € R fixé, pour tout t € |0, +oo[, alors (fi¢)e)o,+oof
est un semi-groupe de convolution.

2). Si ; est la loi de Poisson de parametre At (avec A > 0 fixé) pour tout
t € 10, +o0[, alors (14)te]o,+00[ €St un semi-groupe de convolution (II suffit de
remarquer que la somme de deux v.a. indépendantes de lois de Poisson de
parametres « et ( suit une loi de Poisson de parametre o + [3).

3). Si pour tout ¢ € ]0, +00[, i est la loi normale NV'(0,t), alors (1) te]o,+o0f
est un semi-groupe de convolution (la somme de deux v.a. indépendantes de
lois normales N (0, 02) et N'(0,0") suit une loi normale N(0, 02 + ¢'2)).

On appelle processus de Poisson de parametre X\ > 0 tout P.A.L.S. réel
(X¢)ier+ qui a pour semi-groupe de convolution (fi4)scjo,+00] O fi¢ €st la loi
de Poisson de parametre A\t pour tout ¢ € |0, +00].

On appelle mouvement Brownien tout P.A.LS. réel (X;);cr+ qui a pour semi-
groupe de convolution (f1;)sejo,+o00[ OU ¢ €st la loi normale A/(0,t) pour tout
t €10, +o0l.

On verra par la suite qu’il existe effectivement des P.A.L.S. associés a ces

semi-groupes de convolution.

Revenons au cas ot T est un ensemble infini quelconque.

Un processus stochastique (X;)ier est un processus gaussien réel si :
i) il est a valeurs dans (R, B(R))
i)Vvn>1,Vit,... t, €T lava. (Xy,...,X;,) est gaussienne.

Rappels :

a). Une v.a.r. Y est dite gaussiennne s'il existe des réels a, b et une v.a.r. U de
loi N(0,1) telles que Y = aU + b P—p.s. En particulier, toute v.a.r. P—p.s.
constante est gaussienne (cas a = 0). Si a # 0, Y a la loi normale A (b, a?).
b). Une v.a. Y = (Y1,...,Y,) a valeurs dans R™ (n > 2) est dite gaussienne
siVueR" (u,Y)=>3"_, uY est une v.a.r. gaussienne.

La moyenne m d’un processus gaussien réel (X;);er est Iapplication

T — R
t — E(X;) =m()

Lorsque m(t) =0,V t € T, on dit que (X;)er est gaussien centré.
La covariance ¢ d'un processus gaussien réel (X;);er est 'application

> — R
(s,t) — Cov(Xs, X¢) = c(s,1).

6



Rappels :
Soit U,V deux v.a.r. de carré intégrables. Par définition,

Cov(U, V) = E[(U — E(U))(V — E(V))].

On a aussi
Cov(U,V)=EUV) -EU)E(V).

Proposition 1.1.3. L’application c est symétrique et semi-définie positive
(ou de type positif) c’est a dire :

i) c(s,t) =c(t,s),Vs, t €T.

i)Vn>1,Vt,... t, € T,V A\,..., N ER]

n

Z C<ti7tj>)\i)\j Z 0.

4,j=1

La forme quadratique en Ay,..., A, est de type positif ou encore la ma-
trice (c(ti,t;))ij=1,..n est de type positif.

Démonstration. La matrice (c(t;,1;))ij=1,..n est la matrice de covariance de
la v.a. de dimension n (Xj,,..., X}, ). C’est donc une matrice symétrique de
type positif car

n

0 S Var(z )\Zth) = Z C(tz,tj>/\l)\j
i=1

ij=1
O

Proposition 1.1.4. Si (X})ier et (X])ier sont deuz processus gaussiens réels
qui ont méme moyenne et meme covariance, alors ils sont équivalents.

Démonstration. Soit ty,...,t, € T. Les v.a. (Xy,,..., Xy,) et (X7,..., X} )

sont gaussiennes, de méme espérance et méme matrice de covariance. O

Théoreme 1.1.1. Un processus stochastique réel (X;)ier+ est un mouvement
Brownien réel si et seulement si c’est un processus gaussien réel centré, de
covariance ¢ définie par c(s,t) = s A t.

Démonstration. = : Soit (X;);er+ un mouvement Brownien réel.

- Xo=0, P-ps..

- Pour tout ¢ > 0, X suit une loi normale N(0, ).

- Pour tout n > 2 et tout t1,...,%, € T tels que 0 < t; < ty < ... < t,,
(X4, ..., Xs,) est gaussienne comme transformée linéaire de la v.a. gaus-
sienne (X, Xy, — X4y, ..., Xy, — Xi,_,) (par application ¢(zq,...,z,) =



(.Tl,l’l +X9,...,21 —|——|—;Un))
Done, (X})ier+ est un processus gaussien. Il est centré. Soit s,t € RT,

c(s,t) = B(X:Xy).
Supposons que s < t, on a X; = X; — X, + X, donc
c(s,t) = B(X,(X; — X)) +E(X?) =5
(car X et X; — X, sont indépendantes et centrées).

< : Soit (X;)ier+ un processus gaussien réel centré, de covariance ¢ définie
par c(s,t) = s At.
Soit n > 2 et ty,...,t, € Rt tels que 0 < t; < ty < ... < t,. La v.a.

(X4, Xoy — Xy, oo, Xy, — Xy, _,) est gaussienne comme transformée linéaire
de la v.a. gaussienne (Xy,, ..., X;, ) par application ¢ (x1, ..., 2,) = (x1, To—
Tlyeeoy Ty — Tpo1).

Soit 4,5 € {1,...,n} tels que i < j. On a

COV(XtZ. — Xt

i—17

th - th—l) = E[(th - Xti—l)(th - thfl)] =0.

Les composantes du vecteur (X, Xy, — Xpy,..., Xy, — X, ,) sont donc
indépendantes. (X;);eg+ est donc un P.A.L.

Soit s < t, Xi — X = f(Xs, X3) (avec f(z,y) = y —x) est gaussienne comme
transformée linéaire de la v.a. gaussienne (X, X;). De plus, E(X; — X;) =0
et

E[(X, — X,)?] = E[X?] + E[X?] - 2E(X,X;) =t +5—25 =t — s.

Donc, (X;)ier+ est un P.A.LS. de semi-groupe de convolution N (0,t), c’est
a dire un mouvement Brownien réel. O

Soient (X;)ier et (X])ier deux processus stochastiques basés sur le méme
espace de probabilité (2, F,P) a valeurs dans le méme espace d’états (E,E).
On dit que (X/)ier est une modification de (X¢)ier si pour tout t € T, X; =
X/ P-p.s. (L’ensemble négligeable peut dépendre de t).

Deux processus (X;)er et (X])ier sont dits indistinguables si, pour P-presque

tout w € €2, on a :
Xi(w) = Xy(w)

(c’est a dire qu'il existe un ensemble négligeable N tel que V w ¢ N, on ait
Xi(w) = Xi(w)).

Remarques :

1) En temps discret, les notions de modifications et de processus indistin-
guables sont équivalentes.

2) Si (X{)ter est une modification de (X;)ser, alors (Xi)ier et (X})ier sont



équivalents.

3) a) Si (X¢)er et (X})ier sont indistinguables, alors chacun de ces processus
est une modification de ’autre.

b) Prenons T = R* et £ = RY, £ = B(R?). Si (X;)ier+ et (X])ier+ sont
P-p.s. continus a droite et si (X]);er+ est une modification de (X;)yeg+, alors
(X¢)ier+ et (X})ier+ sont indistinguables. (Exercice)

On appelle mouvement Brownien réel standard un mouvement Brownien
réel dont les trajectoires sont P-p.s. continues.

Théoréme 1.1.2. (admis pour le moment) Si (X;)ier+ est un mouvement
Brownien réel, alors il existe une modification (Y3)icr+ de (Xi)ier+ qui est
un_mouvement Brownien réel standard.

1.2 Loi d’un processus stochastique. Proces-
sus canonique.

Soit (E, &) un espace mesurable. Soit T un ensemble non vide. On note
ET = {.Z' = ($t)t€1f I € E,Vt S T}

On appelle tribu produit sur ET (associée a la tribu € et a T) la plus petite
tribu sur £ rendant mesurables les applications coordonnées :

Vi1 T = (Ts)seT > Tt

lorsque t parcourt T. On la note £%T. On appelle espace mesurable produit
associé & (E, &) et a T l'espace (ET,£%T) = (B, E)T.

Proposition 1.2.1. Soit (2, F) un espace mesurable. Soit U une application
de Q dans E™. Alors, U est mesurable de (0, F) dans (E,E)"si et seulement
siVteT, yoU est mesurable de (Q,F) dans (E,E).

Démonstration. = : Si U est mesurable, alors 7, o U est mesurable comme
composée d’applications mesurables.

< : Réciproquement, siV ¢ € T, v, o U est mesurable, alors (v, 0 U)71(A) €
FVAef.

Or, (v, o U)"(A) = U ((y;)"*(A)). Donc, U"Y(B) € F pour tout

BeD:={(v) ' (A):teT,Ac &}.
Or £¥T = (D), par le critére de mesurabilité classique, on a alors :
UYB)e F

pour tout B € £%T. ]



Soit maintenant une famille (X;);er d’applications de 2 dans E.
On note X T'application :

QO — ET

w — (Xi(w))eer-
On a alors le résultat suivant :

Corollaire 1.2.1. (X})er est un processus stochastique a valeurs dans (E, E)
si et seulement si Uapplication X est mesurable de (Q,F) dans (E,E)".

Démonstration. Utiliser la proposition précédente. O

D’apres le corollaire, on peut identifier un processus stochastique (Xy)ser
et I'application mesurable X associée. On posera dans la suite X = (X)er.

On appelle loi, sur (E, &), de X la probabilité image de P par I'applica-
tion mesurable X. On la note Py.

Proposition 1.2.2. Deux processus stochastiques (Xy)ier et (X})ier (basés

respectivement sur (0, F,P) et (U, F',P')) a valeurs dans (E, E) sont équivalents

si et seulement si ils ont la méme loi sur (E,E)".

Démonstration. < : Si Px = P’ x/, alors ils sont équivalents : soit t1,...,t, €

T, si A= [],cr As avec
A _ [ BicEsit=t,1<i<n
Tl Esit g {t,. ..t

on a:
Xﬁl(A) == {th € B17 oo ,th € Bn}

XA ={X/, €Bi,....,X] €B,}.

Donc,

P'(X] € Bi,..., X, € B,) =P x(A4) =Px(4) =P(X '(A) =P(X,, € By,...

= Si (X¢)eer et (X])ter sont équivalents, on a : Px(A) = P'x/(A) pout tout
cylindre A de ET. Or, €T = ¢(C) ol C est la famille des cylindres (voir
exercice 1.9). Or, C est stable par intersection finie, donc d’apres 'exercice
1.2 (Théoréme des classes monotones), on en déduit que Py = P'x. O

Soit X = (Xy)ser un processus stochastique, basé sur (2, F,P), a valeurs
dans (E,€).

Le processus canonique (Y;)ier, sur (E, &)Y, associé a (X;)ser est le pro-
cessus stochastique basé sur (ET, E¥T Py ) défini par :

K('%.) = Fyt(x) = xt,‘v’a: = (xs)se'ﬂ‘ S ET-

Proposition 1.2.3. (X)er et son processus canonique (Y;)ier sont équivalents.

10
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Démonstration. Soient tq,...,t, € Tet By,...,B, €. 51 A= HteT A; avec

4| Bisit=t;1<i<n
T Esité {t,.. .t}

on a :

X1 A)={X,, €By,...,X;, €B,}.
On a aussi

A={x;Y,(x) € By,...., Y, (z) € B, }.
Donc,

P(Xy, € By,..., Xy, € B,) =Px(A) =Px(Y}, € By,...,Y,, € B,).

]

1.3 Processus canonique ayant des répartitions
finies données

Soit T un ensemble infini. On note Z l'ensemble des parties finies (non
vides) de T. Soit (E,€£) un espace mesurable. Soit (Pr);ez une famille de
probabilités indexée par Z, ou pour tout I € Z, P; désigne une probabilité
sur (E, g)CaI"d(I) _ (Ecard(f)fcard(f)).

On dit que (P;)rer est un systéme compatible (ou un systéme projectif)
si : pour tout I € Z, pour tout J € 7 tel que J C I, P; est la probabilité
image de P; par 'application

Iy ;- (5Ut)tel - ($s>s€J-

Si X = (X})ser est un processus stochastique, basé sur (2, F, P), a valeurs
dans (E,€&). Si, pour I = {t1,...,t,} € Z, on note P; la loi de la v.a.
(X4, .-, Xy,), alors (P) ez est la famille des répartitions finies du processus
stochastique X = (X)ier. De plus, on a :

Proposition 1.3.1. Les répartitions finies de X = (Xi)ier forment un
systeme compatible.

Démonstration. Si I = {t1,...,t,} D J = {t;,...,t;,}, avec t; € T,Vi =
L....onn>21<k<nl<ii<irz<...<i<n. Ona:

PJ(Bl X ... X Bk) = ]P(Xtil S Bl,...,Xt.k S Bk>

(3

= ]P)(th GE,VJ € {17"'7n}\{i17"'7ik}7Xtil EBl,...,Xtik

= P](H;}](Bl X ... X Bk))

11

€ By)



Inversement, partons d’une famille (P;);er compatible de probabilités
(avec pour tout I € Z, P; probabilité sur (E, £)card).
On pose :
Q= ET S {CU = (wt)teT Wy € E,Vt € T}
F =E&°T,
Yi(w) = wy.
Soit P une probabilité sur (2, F), (Y;)ier peut étre considéré comme un pro-

cessus stochastique basé sur (€2, F,P). On lappelle le processus canonique
associé a P (sur (ET, 5T P)).

Théoréeme 1.3.1. [Kolmogorov] (admis) Si E est un espace polonais et
si € est la tribu borélienne de E, il existe une unique probabilité P sur
(Q,F) = (E,&)T telle que le processus canonique (Yy)ier+ sur (Q, F,P) ad-
mette (Pr)rer comme famille de répartitions finies.

Applications :

Corollaire 1.3.1. a). A tout semi-groupe de convolution (fit)icjo,+o0] SUT
(R, B(RY)) correspond un P.A.LS. (Y;)ier+, unique d une équivalence pres,
tel que pour tout t €0, +oo[, s soit la loi de Y.

b). A toute famille (jis4)o<s<¢ de probabilités sur (R4, B(RY)) satisfaisant :

Vs, t,u tels que 0 < s <t <u, sy = st * [btus

correspond un P.A.L (Y;)ier+, unique a une équivalence prés, tel que Vs, t €
RT tels que 0 < s < t, Y; — Y ait pour loi fis;.

Remarque : Le a). permet en particulier de prouver 'existence du processus
de Poisson homogene et du mouvement Brownien réel, le b). celle du proces-
sus de Poisson non homogene.

Démonstration. b). : Soit I = {t1,...,t,} avec 0 < t; < ty < ... < ty,
P; la probabilité image de pos, @ fity 0, @ ... @ 4, 4, par I'application
On (21, ) = (2,01 + 2oy .o 2 X0+ .+ ).

Montrons que (P;); est compatible :

Soit J ={t;,,...,ti,}avec 1 <i3 <iy <...<i,<n, (et k<n).Ona:

]P)J = ¢k ' (Mo,til ® :util g ®...0 /"Ltik_17tik)7

s .
c’est a dire la mesure image par ¢, de la mesure Hots, @iy i, - - @ fiy
Or,

i1ty

fot, @ ity by, @ oo @ gy g =Y (Bt @ Higty @ - @ ft, 1),

’y(xl,...,xn):(in, Z Ty ot Z ;).

0<i<iy 11 <1<12 ip—1<t<ig

avec
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Donc,
PJ - <¢k‘ © fy) ’ (No,m ® Mty ts ®...Q /"Ltn—lytn)'
Il est facile de voir que ¢, 0y =1l o ¢, ou Il := II; ;. On en déduit alors que

Py=T10(¢n - (tot; @ oyt @ - @ fg,,_1 1)) = Uy 5 - Pr.
m

Corollaire 1.3.2. Soit m une application de T dans R et soit ¢ une appli-
cation semi-définie positive de T? dans R. Il existe alors un processus gaus-
sien réel, unique a une équivalence pres, admettant m comme moyenne et ¢
comme covariance.

Démonstration. Soit I = {t1,...,t,} avec 0 < t; < ty < ... < t,, P; la
probabilité gaussienne sur (R™, B(R™)) de moyenne (m(ty),...,m(t,)) et de
matrice de covariance (c(t;,t;));j=1,.n. Soit J C I, alors II; ; - Py et P; sont
deux probabilités gaussiennes de méme moyenne et méme covariance. Donc,

(P;) ez est compatible et on conclut au moyen du théoreme de Kolmogorov.
]

Ezemple : Prenons T = R™. La fonction ¢ définie sur R* xR™ par ¢(s,t) = sAt
est une fonction de covariance car Vsq, ..., s, telsque 0 < 81 < 59 < ... < Sy,
la matrice (s;A ;)i j=1,..n est semi-définie positive puisque c¢’est la matrice de
covariance de (Uy, Uy + Us, ..., U+ ...+ U,) ou (Uy,...,U,) sont des v.a.r.
indépendantes de lois normales N (0, s1) pour Uy et N'(0, s, — s,_1) pour Uy.
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EXERCICES

Exercice 1.1 : Démontrer le théoréme des classes monotones suivant :

Théoreme 1.3.2. Soit C une famille de parties de §2, ensemble non vide, qui
est stable par intersection finie. Alors, la tribu o(C) engendrée par C coincide
avec la plus petite famille D de parties de ) contenant C, avec 2 € D, qui
soit stable par différence et par limite croissante.

Exercice 1.2 : Démontrer le corollaire suivant du théoreme des classes mo-
notones.

Corollaire 1.3.3. Soit (2, F) un espace mesurable et soit C une famille
de parties de €2 contenue dans F, stable par intersection finie et telle que
o(C)=F.

Soit P et Q deux probabilités sur (Q, F) qui coincident sur C (i.e. telles que
P(A) =Q(A), YA€ C). Alors, on a P = Q.

Exercice 1.3 : Montrer qu’un processus stochastique (X} );cp+ d—dimensionnel
est un P.A.L si et seulement si, posant FY = o(Xs;s <t),ona: Xy =0
P-p.s. et si, Vs,t € RT avec s < t, la v.a. X; — X, est indépendante de la
tribu F¢.

(Indication : Utiliser le théoreme des classes monotones pour montrer que si
(X¢)ier+ est un P.AL, la v.a. Xy — X est indépendante de la tribu F?).

Exercice 1.4 : Un processus stochastique (X;);cr+ est dit auto-similaire
(d’ordre 1) si, pour tout A > 0, les processus stochastiques (Xy;)ier+ et
(A X})ser+ sont équivalents.

Montrer que, si (By)ier+ est un mouvement Brownien réel, le processus
(Bj2)¢er+ est auto-similaire (d’ordre 1).

Exercice 1.5 : Montrer que, si (B;);cr+ est un mouvement Brownien réel,
les processus stochastiques suivants sont aussi des mouvements Browniens
réels :

a)(—Bt)teR+-

b) (C Bt/c2)teIR+a Ve > 0.

c) (Xi)ier+ défini par : Xo =0 et par Xy =t By, Vt > 0.

Exercice 1.6 : Soit (B});er+ un mouvement Brownien réel sur (§2, F,P). On
pose pout t € [0,1], Y; =B, —t By et Z; =Y, 4.

a) Montrer que (Y;):cp0,1] €t (Z¢)icpo,1) sont des processus Gaussiens centrés et
comparer leurs lois de dimension finie.

b) On pose, pour t € R*, W, = (t + 1)Y;/144). Montrer que (W;);er+ est un
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mouvement Brownien réel.

Exercice 1.7 : Soit (By);eg+ un mouvement Brownien réel sur (€2, F,P).
Soit A > 0. On pose, pour t € R*, U; = e M B ox.

a) Montrer que (U;)ier+ est un processus Gaussien centré et déterminer sa
covariance c.

b) Déduire de la forme de ¢ que (Uy)ier+ est stationnaire au sens strict, i.e.
que :

Vn > 1, Vty,...,t, € RT, Vs > 0, avec 0 < t; < ty < ... < t,, les v.a.
(Xiyyo o, Xy, et (Xyyasy o, Xy, 1s) ont la méme loi.

Exercice 1.8 : Soit d un entier plus grand ou égal a 2. < .,. > désigne le
produit scalaire usuel sur R? et ||.|| la norme euclidienne associée. Sur un
espace de probabilité (2, F,P), on considére d mouvements Browniens réels
indépendants (B})cr+, (B)ier+, - - - (B)ier+ et on pose pour t € RT B, =
(BY,...,B%). ((B;)ier+ est un mouvement Brownien réel d-dimensionnel).
a) Montrer que Vo = (71, ...,2z4) € R? tel que ||z|| = 1, le processus stochas-
tique réel (< B;, T >);er+ est un mouvement Brownien réel.

b) On prend d = 2 et on pose X; = (X}, X?) avec

X} =B} —B? et X?=DB%+ B!
3 3 3 3

Si 2 = (x1,72) € R? est de norme 1, que peut-on dire du processus (<
X, x >)er+ ? Les processus stochastiques (X})iep+ et (X7?)ier+ sont-ils
indépendants ? Sont-ils des mouvements Browniens réels ?

) Si (Xy)er+ = (X}, ..., X?)ier+ est un processus stochastique d—dimensionnel
tel que pour tout z € R? de norme 1, (< X;, o >)icp+ soit un mouvement
Brownien réel, (X})icr+, .-, (X{)ier+ sont-ils des mouvements Browniens
réels indépendants ?

Exercice 1.9 : Montrer que la tribu produit £%T sur ET coincide avec la
tribu engendrée par les cylindres de ET, i.e. par les ensembles B = [Ler A
ou A; € E,VteTet Ay = E sauf pour un nombre fini de ¢.
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Chapitre 2

Processus de Poisson standard
et mouvement Brownien réel
standard

2.1 Processus ponctuel. Processus de Poisson
standard

L’objet de ce paragraphe est 1’étude des répartitions aléatoires de points
sur |0, +o0.

Un processus ponctuel sur 0, +o00[ est une suite (S)g>1 de v.a.r., définies
sur un méme espace de probabilité (Q2, F,P), telle que l'on ait : 0 < Sy (w) <
So(w) < ... < Sk(w) < ... et limg 1o Sk(w) = 400 pour tout w € €.
Les Sy, représentent les instants d’arrivée du phénomene aléatoire étudié, par
exemple une suite d’appels téléphoniques, les instants d’arrivées de clients
dans une file d’attente...

On pose également : Z; = Sy et pour tout k > 2, Z, = Sy — Sk_1 (délai entre
les arrivées successives). Donc, pour tout n > 1, S, = > | Z.

A tout processus ponctuel (Sg)r>1 sur |0, +00[, on associe un processus sto-
chastique appelé fonction aléatoire de comptage (N;)ier+ défini de la maniere
suivante : No(w) = 0 pour tout w € Q et

—+00
N(w) =) suw<n (W)
n=1

le nombre d’arrivées durant 'intervalle de temps |0, ].

Comme limg_ ;o Sk(w) = 400, on a Ny(w) < 400 pour tout ¢ > 0 et tout
w € Q. De plus, (IVy)ier+ est a valeurs dans N et toutes ses trajectoires sont
croissantes au sens large, continues a droite, en escalier avec sauts unité seule-
ment. La donnée du processus ponctuel (Sk)r>1 équivaut a celle du processus
stochastique (IV;);er+ en remarquant que (Sp = 0)

{Ni =n} = {5, <t < Spia}
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On a aussi pour tout n € N*, {N;, < n} = {5, > t}.

Théoreme 2.1.1. Si les v.a.r. Z;, sont indépendantes, de méme loi exponen-
tielle de parametre A, alors on a :

a) Pour toutt > 0, la v.a.r. Ny a la loi de Poisson de paramétre At.
b) (Ny)ier+ est un P.A.LS.

Démonstration. a). La v.a. S, étant la somme de n v.a. indépendantes de
loi exponentielle de parameétre A suit une loi Gamma de densité g,(z) =

A" (f:ll)!e_’\mlw (x). Donc,
" +o0 N
]P’(Nt<n) = m/t x e dx
_ At)? (At)n1
(i Q0
c <+ LTI P

Donc, P(N; = 0) = P(N; < 1) = e~ et pour tout n > 1,

A"
P(N, =n) = P(N, <1+ 1) — P(N, < n) = e—At(T‘).

]

On appelle processus de Poisson standard tout processus stochastique
réel (X;)ier+ tel que (Xi)ier+ soit un processus de Poisson tel que Xy = 0
et tel que toutes les trajectoires soient croissantes au sens large, continues a
droite, en escalier avec sauts unité seulement. On a la réciproque suivante du
théoreme précédent :

Théoréme 2.1.2. Supposons que la fonction aléatoire de comptage (Ny)icr+
du processus ponctuel (Sk)g>1 est un P.A.LS..

a) Il existe A > 0 telle que la v.a.r. Zy ait la loi exponentielle de paramétre
A

b) Pour tout t > 0, la v.a.r. Ny a la loi de Poisson de paramétre \t.

¢) La suite (Zy)r>1 est formée de v.a.r. indépendantes de méme loi, la loi
exponentielle de parameétre \.

Démonstration. a). En remarquant que {Z; >t} = {N;, = 0}, on a
P(Z>t+s) = P

I
=
=
I
=
=
I
=2

= P(Z; > t)]P)(Zl > S)

La fonction t — P(Z; > t) étant a valeurs dans [0, 1], décroissante au sens
large, et telle que P(Z; > 0) = 1, il existe A\ > 0 tel que pour tout t € R,

+0o0
P(Z, >t)=e M= / e Mdg.
¢
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2.2 Critere de régularité de Kolmogorov. Construc-
tion du mouvement Brownien réel stan-

dard

Le théoreme suivant du a A. N. Kolmogorov est tres pratique pour mon-
trer qu'un processus stochastique donné est a trajectoires continues a modi-
fication pres. Il va nous permettre en particulier de prouver le théoreme 1.1.2
du chapitre 1.

Théoréme 2.2.1. Soit (X;)ier+ un processus stochastique d-dimensionnel
tel qu’il existe o > 0, >0, C' > 0 pour lesquels on ait pour tout s,t € RT,

E(|IX: — XlI*) < Clt — 5|7

(|.|| désigne une norme quelconque sur R?).
Alors, il existe une modification (X})ier+ de (Xi)ier+ dont toutes les trajec-
toires sont continues.

Comme application directe du théoreme, on a le

Corollaire 2.2.1. Si (X;)icr+ est un mouvement Brownien réel, il existe une
modification (X})ier+ de (X¢)ier+ dont toutes les trajectoires sont continues.

(X/)ier+ est donc un mouvement Brownien réel standard au sens du chapitre
1.

Démonstration. Un petit calcul montre que pour tout s,t € R,
E[(X; — X,)* = 3(t — 5)*.
On applique le théoréeme avec a =4, =1et C = 3. O]
On prouve maintenant le théoreme de Kolmogorov.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la restriction a I’ensemble des dya-
diques D de R™ de I'application t — X;(w) est P—p.s. uniformément continue
sur D N [0, N], pour tout entier N > 1. En effet, I’ensemble D N [0, N] étant
dense dans [0, N] et I'espace métrique ([0, N, |.|) étant complet, on en déduit,
de maniere classique, que la restriction a D de la trajectoire t — X;(w) peut
se prolonger, pour P—p.s. tout w, d'une maniere unique en une application
continue ¢t — X/(w). On posera X}(w) = limy_; sep Xs(w) pour ces w. On
posera aussi X/(w) = 0 pour tout ¢ € RT sur ’ensemble négligeable. Alors,
(X])ier+ est une modification continue de (X;);er+, en effet, en utilisant le
lemme de Fatou,

E(IX7 = Xill*) = E( lim [|X; — X,||%)

s—t,s€D
< liminf E(|| X, — X||Y)
s—t,s€D
< C lim |t—s|" =0.
s—t,s€D
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Donge, pour tout t € RT, X/ = X; P—p.s..

Nous prouvons maintenant I'uniforme continuité P—p.s. de t — X;(w) sur
D N[0, N], pour tout N € N*. On commence par estimer || X; — X|| lorsque
s et t sont deux dyadiques consécutifs (c’est a dire du type s = k/2P et
t=(k+1)/2"). On pose pour v > 0 et p € N,

N2P—1
40 = U Xy — Xl > 57}
k=0
D’apres I'inégalité de Markov,
N2P—1 1
P(A4(1) < D PUIXgrnyor — Xpjorl| > o)
k=0
N2P—1
< Y PR X 1y /20 — Xgoel[*)
k=0
1
—  opya( NOP _
= 27%(N2 )02p(1+ﬂ) o NCQP(ﬁf'Ya)

Dong, si v < #/a, d’apres le lemme de Borel-Cantelli,
P(limsup A,(y)) = 0.
P
En posant By(y) = liminf, A,(7)¢, P(Bn(y)) = 1 et si w € Bn(7), il existe
ny~(w) tel que pour tout p 2 ny~(w), on ait pour tout k =0,1,..., N2P —1,

1
X (k1) /20 (@) = Xy ()] < o

2Py

Considérons s,t € DN [0, N] tels que 0 <t — s < 1/2™. On associe & s et ¢
deux suites croissantes au sens large (s,),>0 et (¢,),>0 de dyadiques d’ordre
p (c’est a dire s, = k/2P et t, = k'/2P) telles que s, T s, t, T t, ces suites
étant constantes a partir d’un certain rang. On écrit

+oo
Xt - Xs - (Xtm + Z(tiJrl - ti))

p=m

Xsm + Z Sp+1 sp )

(somme finies en fait) Donc, si w € By(7), on a

[1Xe(w) = Xo(@)[| < 1 Xe,, (@) |I+Z|\ti+1 — X, (W H+Z|!Xsp+1
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Or, comme [t —s| < 1/2™ et s <t,0on a s, =ty ou t, = S, + 2% De plus,
tp+1 (resp. s,41) est soit égal & ¢, (vesp. s,) ou t,+1/2P*! (resp. s, +1/2PT1),
on a donc l'inégalité

1 =1
[ X (w) — Xs(w)]] < 277+222(2’T)7
p=m

+o0o
1 1 2
222?:2771_1/2736

p=m

IA

si m est suffisamment grand. On a prouvé que si w € By(7), alors pour tout
s,t € DN[0, N] tels que |t —s| < 1/2™]

K

i) = X (@)l <

d’ou I'uniforme continuité sur DN [0, N| de ¢ — X;(w) pour tout w € By(7).
[l

On a en fait prouvé le résultat suivant

Théoréeme 2.2.2. Soit (X;)er+ un processus stochastique d— dimensionnel
sur (2, F,P) tel qu’il existe « > 0, § > 0, C' > 0 pour lesquels on ait pour
tout s,t € RT,

E(|[X: — X,||%) < Ot — s[**7.

Alors, pour tout v € 10, g[, il existe une modification (X|)ier+ de (Xi)ier+
telle que pour tout N > 1, la restriction a [0, N] de la trajectoire t — X, (w)
ait une continuité de Holder d’ordre ~y, pour tout w € §2.

Corollaire 2.2.2. Soit (X;)ier+ un mouwvement Brownien réel. Il existe alors
une modification (By)ier+ de (Xi)ier+ telle que, pour P—p.s. tout w, pour
tout N > 1, la restriction a [0, N] de t — Bi(w) ait une continuité de Hélder
d’ordre v pour tout v € 10, 3.

Démonstration. Pour tout s,t € RT distincts, la v.a.r. X; — X, suit une loi
normale A (0, |t — s|). Donc, on a

E[(X; — X,)*] = C,|t — s|P < +oo.

On peut donc appliquer le théoreme avec o, = 2p et 5, = p — 1. (X¢)ier+
admet une modification (By)icr+ ayant une continuité de Holder d’ordre v <
Bp/ . Comme f,/a, — 1/2 lorsque p tend vers 'infini, on a le résultat
voulu. O

On voit donc que si B est un mouvement Brownien, on peut toujours le
remplacer par un processus B’ tel que pour tout t € RT, P(B; = B;) = 1
et tel que B’ soit a trajectoires continues (méme holdériennes d’exposant -y
pour v < 1/2).
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2.3 Processus variation quadratique et appli-
cation au mouvement Brownien réel

Soit X = (X})ser+ un processus stochastique a valeurs réelles sur (Q, F, P).
X = (Xy)ier+ admet une variation quadratique s'il existe un processus sto-
chastique réel Y = (Y});er+ tel que l'on ait :
pour tout ¢ > 0, pour toute suite de subdivisions (A,), = (t});=0..jm) de
[0,t] dont le pas [Ap| = sup,_g i1 [tiy —t7| tend vers 0, la suite de v.a.r.

.....

j(n)—1
TA (X (X, — Xin)?
=0

converge en probabilité, quand n — 400, vers Y;. On note
}/t = <X,X>t (Ou <X>t)
(( X, X )t)ier+ s’appelle la variation quadratique de X = (Xt)ier+-

Théoréme 2.3.1. 5i X = (X})er+ est un mouvement Brownien réel, alors
X admet une variation quadratique et P—p.s.,

(X,X ), =t,VteR"

Démonstration. Tl suffit de montrer la convergence dans L? de T/ (X) vers
t quand n tend vers U'infini. Soit A,, une subdivision de [0, t].

J(n) 1
E[(T/(X) —t)?] = Z (Xin, = Xin)? = (121 — t1))?]
i(n)
= Z E[((Xe,, — Xip)™ — (61 — 8))7]
1=0

en utilisant le fait que les accroissements sont indépendants et que

E[( X

o~ X)) = (ta — )] = 0.
Un petit calcul montre que
E[(Xey, — Xip)? = () — )] = 202, — 17"
(Remarquer que si Y ~ N(0,1) alors E(Y?) = 3[E(Y?)]?), donc
j(n)—1
E[(T (X =2 ) (tha — 1) < 2A,t

=0

Si |A,| — 0, alors E[(T"" (X)) —t)?] tend vers 0 quand n tend vers l'infini. [
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On note Sp,p) I'ensemble des subdivisions A = (t;)i—o,... ja) de [a,b]. Soit
f une fonction de RT dans R. On appelle variation de f sur [a,b] le réel
M € [0, +oo] défini par

Jj(A)-1
M = sup ( Z |f(tiva) — f(t:)])
AESq ) i=0

olt A = (t;)i=o,..j(a)- On la note Vi([a, b]). On dit que f est a variation finie
sur [a,b] si on a Vi([a,b]) < +oo. (f est aussi dite a variation bornée sur
la,b]). Lorsque Vi ([a,b]) = 400, on dit que f est a variation infinie sur [a, b]
(ou a variation non bornée sur [a, b]). Les fonctions f monotones ou de classe
C' sont a variation finie sur tout intervalle [a,b] de RT. On énonce dans le
corollaire suivant un résultat important sur les trajectoires browniennes qui

est a l'origine de l'intégration stochastique.

Corollaire 2.3.1. Si B = (By)ier+ est un mouvement Brownien réel stan-
dard, alors, pour P—presque tout w, la trajectoire t — By(w) est a variation
infinie sur tout intervalle [a,b] avec a,b € RY et a < b.

Démonstration. Pour obtenir un ensemble négligeable ne dépendant pas de
'intervalle [a, b] considéré, on raisonne sur des intervalles [p, ¢] & extrémités
rationnelles. Soit [p,¢] un tel intervalle avec ¢ > p. Il existe, d’apres le
théoreme ci-dessus, une suite (4,,),, de subdivisions de [p, g] dont le pas tend
vers 0 telle que P—presque stirement,

2
TpA,qn(B> = Z <Bti+1 - Bm) —q—=Dp
tiEAn

On pose alors
Qo ={w : t — By(w) soit continue}

et pour p,q € Q" tels que p < g,
Qg = {w: T[fq”(B)(w) — q —p}.

Donc, siw € QyN€Q,, et si Vp(w) désigne la variation de t — By(w) sur [p, ¢/,
alors on a l'inégalité

2
T2 (B)w) = > (B (@) = Bu(w)) < Vi(w)sup | By, (@) = By (@)l
ti€A, v
Si Vp(w) était finie, en faisant tendre n vers l'infini, on obtiendrait que :

Ty (B)(w) — 0,

contredisant le fait que w € Q,,.
On conclut en posant

=N [ (] D

p<qeQt
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On aP(Qy) = 1 et d’apres ce qui précede, si w € 4, la trajectoire t — By(w)
est a variation infinie sur tous les intervalles a extrémités rationnelles donc
sur tous les intervalles compacts. O

Remarque : On montre en utilisant le méme type d’arguments que pour
tout v > %, les trajectoires du mouvement Brownien n’ont P—p.s. pas de
continuité de Holder d’ordre ~. En fait, ce résultat est méme vrai pour v = %,
la preuve nécessite une autre approche qu’on ne détaillera pas ici.

Corollaire 2.3.2. Les trajectoires du mouvement Brownien sont P—p.s.
nulle part dérivables.

Démonstration. On se restreint pour simplifier & I'intervalle de temps [0, 1].
On fixe C' > 0 et on considere les ensembles

A, ={w:3st.q. |B: — Bs| <2C|t —s| si |t —s| <2/n}

Les A,, forment une suite croissante d’événements dont la réunion A contient
I’ensemble des trajectoires ayant en un certain point une dérivée inférieure
en valeur absolue a C. Définissons les variables aléatoires

Yie = max(|Biyo/n — Brsinl, | Brti/n — Biynls [Br/n — Br—1/nl)-

Si s est a une distance de 0 et de 1 supérieure a 1/n, on peut choisir & comme
le plus grand entier tel que k/n < s et montrer alors que A,, est inclus dans
I’ensemble

6CY |y 6C
Bn:{w:aumoinsunYkg—}: U{Ykg—}.

n n
k=1

(Le cas ou s est a une distance de 0 ou de 1 inférieure a 1/n se traite de
maniere similaire).
Il reste donc a montrer que P(B,,) tend vers 0. Or,

P(B,) = P(O{Yk < %D <nP(Y; < %})

< n(P(|Byn| < 6C/n}))?
6C/n ) 3
= n ﬂ/ e " 24y
\/ﬁ —6C/n
1 oc 2/2 ’ 1/2
= — —riend = QO(n=*).
n( — /_606 x) (n=%)

Par conséquent, lim,_,, P(A,) = 0 et donc P(A) = 0. O
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Chapitre 3

Martingales

3.1 Filtration. Processus adapté. Martingale

Une filtration (F;);er+ sur un espace de probabilité (€2, F,P) est une suite
croissante (au sens large) de sous-tribus de F (i.e. s < t, Fs C F;). On appelle
espace probabilisé filtré (2, F, (Fi)ier+, P) tout espace probabilisé (2, F,P)
muni d’une filtration (F;)ier+. La tribu F; est appelée tribu des événements
antérieurs au temps t.

La filtration (F;)icr+ est dite continue a droite si Vt € RT, on a

Fo=[)F.

s>t

A toute filtration (F;);cr+, on peut associer la filtration continue a droite
notée (Fy+)ier+ définie par

Fiv = ﬂ Fs.

s>t

On dit que (F})ser+ est compléte (pour P) si Fy contient tous les ensembles
négligeables de F (pour P). Si (F;)er+ est une filtration sur (Q, F,P), on
lui associe sa filtration complétée (pour P) : (F,)ier+ en ajoutant & chaque
F: les ensembles négligeables de F. On suppose en général que (F;)ier+ est
complete sinon on lui associe sa complétée (F;)icp+ pour P.

Soit (Xy)ser+ un processus stochastique sur (£, F,PP), a valeurs dans
(E,&). La filtration naturelle (Fy)ier+ associée a (X;)ier+ est définie par :

F =0(X,:s<t),VteR".

Soit (F;)ser+ une filtration sur (€2, F,P). Un processus stochastique (X;)scp+
est dit (F})ier+-adapté si pour tout ¢ € RT, la variable aléatoire X; est
F;—mesurable. Tout processus stochastique est trivialement adapté a sa fil-
tration naturelle. Un processus stochastique (X;);er+ est (F;)ier+-adapté si
pour tout t € RT, F? C F;. Si (F)ier+ est complete pour P, si (X;)icp+ est
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(F)ter+-adapté et si (V;);er+ est une modification de (X)egr+, alors (Y;)er+
est aussi adapté.

Un processus stochastique réel (X;);cr+ est une sur-martingale relative-
ment & (Fy)ier+ i -

1) (Xi)ier+ est (Fi)ier+-adapté.

ii) Vt € R*, la v.a.r. X; est intégrable.

iii) Vs € RT, Vt € RT, tels que s < ¢, on a :

X, > E(X,|F), P-ps.

Un processus stochastique réel (X;)er+ est une sous-martingale relative-
ment & (Fy)ier+ Si (—X)ier+ est une sur-martingale c’est a dire si :

1) (Xi)ier+ est (Fi)ier+-adapté.

ii) Vt € R, la v.a.r. X, est intégrable.

iii) Vs € RT, Vt € RT, tels que s < ¢, on a :

Xs < ]E(Xt|fs)7 P —D-S.

Un processus stochastique réel (X;)er+ est une martingale relativement
a (Ft)ier+ si (Xi)ier+ est une sur-martingale et une sous-martingale, c’est a
dire si

1) (Xy)ier+ est (Fy)ier+-adapté.

ii) Vt € R, la v.a.r. X, est intégrable.

iii) Vs € RT, Vt € RT, tels que s < ¢, on a:

X = E(Xy|Fy), P—p.s.

Remarques :

a) . Si (X})ier+ est une sur-martingale, la fonction t — E(X) est décroissante
(au sens large).

. Si (X}i)ier+ est une sous-martingale, la fonction ¢ — E(X}) est croissante
(au sens large).

. Si (X})ier+ est une martingale, la fonction t — E(X;) est constante :

E(X,) = E(X,),Vt € R*.

b). Si (X})ier+ est une sur-martingale (resp. : une sous-martingale) et si la
fonction t — E(X}) est constante alors (X;);cg+ est une martingale. (Le mon-
trer!)

Ezxemple :
Soit U € L' et My = E(U|F,),Vt € RT, alors (M;),;cr+ est une martingale.
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Un processus stochastique d-dimensionnel (X;)eg+ est un (Fy)er+-P.A.L
sl :
i). Xo =0, P-p.s.
ii). (X¢)ier+ est (Fi)ier+- adapté.
iii). Vs € R™, V&t € RT, tels que s < ¢, la v.a. X; — X, est indépendante de F;.

Un processus stochastique d-dimensionnel (X;);cg+ est un (Fy)er+-P.A. LS.
si c’est un (Fy)ser+-P.AL et si :
iv). Vs € RT, Vt € RT, tels que s < t, la v.a. X; — X, a méme loi que X, .

Remarques :
a). Un (F3)ier+-P.A.L est en particulier un P.AI..
b). Un P.A.L est un (F?)ser+-P.A.L.

Théoréme 3.1.1. Si (X;)icr+ est un (Fy)ier+-P.A.L réel et si, Vt € RY, la
v.a.r. Xy est intégrable et centrée, alors (X)ier+ est une (Fy)icr+ -martingale.

Démonstration. Si s <t avec s,t € R, on a :

E(Xt - Xs|fs) = E<Xt - Xs) = E(Xt) - E(Xs) =0,P—p.s.

E(X, — X,|F,) = E(X,|F,) — X,,P — p.s.

Donc,
E(X:|Fs) = X5, P — p.s.

On déduit facilement du théoréme le résultat suivant.

Corollaire 3.1.1. a). Si (By)ier+ est un mouvement Brownien réel, alors
(Bi)ier+ est une martingale relativement a sa filtration naturelle (F?)er+
mais aussi pour la filtration naturelle complétée (FP)cp+.

b). Si (Ny)ier+ est un processus de Poisson de paramétre X > 0 alors (N —

At)ier+ est une martingale relativement a la filtration naturelle de (Ny)ier+ -

Proposition 3.1.1. a). Si (By)ier+ est un mouvement Brownien réel, alors
(B — t)ier+ est une martingale pour la filtration naturelle complétée de
(Bt)ier+- ,

Pour tout o # 0, (exp(aB; —_%t))teRJr est ausst une martingale pour la fil-
tration naturelle complétée (FP)ier+-

b). Si (Ny)ier+ est un processus de Poisson de paramétre X > 0 alors
(N — Xt)? — At)yer+ est une martingale relativement a la filtration naturelle

("}C’?)teR+ d@ (Nt)tGRJF-

Pour tout a # 0, (exp(aN; — (e® — 1)At) )ier+ est aussi une martingale pour

(fto)tE]R+-
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Théoréme 3.1.2. [Inégalités de Doob]
a). Soit (Xi)ier+ une sous-martingale continue a droite relativement a une
filtration (Fy)ier+, alors pour tout t > 0, pour tout ¢ > 0,

E(]X.
P(sup X5 >¢) < ( tD
s€0,t] C

b). Soit (Xi)ier+ une martingale continue a droite telle que pour tout t € RT,
X, € LP, avec p > 1 fixé, alors pour tout t > 0,pour tout ¢ > 0,

E(|X|P
B(sup |X,| > ) < 22
s€[0,t] cP

c). Sous les hypotheéses du b), on obtient que : supyey | Xs| € LP et

|| sup | X[ll, < CJI X ],

s€[0,¢]

ot C' =p/(p—1) exposant conjugué de p.
(Cas particulier important : p =2,C = 2).
Démonstration. On démontre le point a). a partir du lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit (Yy)ren une sous-martingale relativement a une filtration
(Gk)ken sur (2, F,P), alors pour tout m > 1, pour tout ¢ > 0,

E(|Y..
P( max Yy >¢) < M
0<k<m c

Démonstration du lemme : Posons pour k > 1,
Ak:{Yb<C}ﬂ...ﬂ{Yk_1<C}ﬂ{YkZC}
et Ag = {Yo > c}. Soit A = {maxp<r<m Y > ¢}. Comme A est une réunion
disjointe des Ay, on obtient
cP(A) = ) cP(A)
k=0

m

< > E(Mila)
k=0

Fixons k > 0, A, € G, donc

E(Y;1a,) E(E(Y:n|Gk)14,)
E(E(Y1a4,|Gk))

E(E(Yn[14,1Gk)) = E(|Ym[14,)

IA A IA
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D’ou,

cP(A) < S E(Vnlla)

= EE]Ym|1A) < E(|Ynl)

On applique le lemme, pour n > 1, a

v =X,

on

avecgkz}"zin,VkEN.
- Sit € D I'ensemble des dyadiques de R*, on obtient, en faisant tendre n

vers +00, que
E(|X
B( sup X, > o) < 2Xel)
s€[0,t)nD c

Or, comme (X;);ep+ est continue a droite, sup,ejg 4 Xs = SUD,e(g g4np Xs, 0l
le a) du théoreme lorsque t € D .

- Sit ¢ D, on utilise une suite (t,),>1 de dyadiques telle que ¢, | ¢, comme
(X¢)ier+ est continue a droite,

sup Xy =1lim | sup X;.
s€[0,1] n 5€[0,tn]

En faisant tendre n vers +oo dans I'inégalité suivante :

E(|X
P( sup Xs > C) < Mu
SE[O,tn] c

on obtient le a) pour t ¢ D en remarquant que
E([Xe,|) — E(]X:])

car (| Xi|)ier+ est une sous-martingale (On le prouvera par la suite!). O
Application du a) du théoréme 3.1.2 :

Proposition 3.1.2. Soit (B;)icr+ un mouvement Brownien réel standard.
On pose :

S; = sup B,.
s€[0,¢]

Alors, pour tout a > 0,

a’t
P(S; >at) < exp(—T).
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Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ou toutes les trajectoires de
(By)ier+ sont continues. Utilisons les martingales (M®);cp+ définies, pour

a >0, par :
2

Mt(a) = exp(aB; — a—t).

2
On a:
o? o?
exp(a Sy — —t) = exp(a(sup Bs) — —t)
2 s€[0,t] 2
< sup M.
s€[0,t]

Comme, pour a > 0, x — exp(ax) est strictement croissante, on a
042 a2
P(S; > at) = Plexp(a S, — 7t) > exp(aat — 1))
2

< P(sup M > exp(aat — a—t))
s€[0,¢] 2
2
< exp(—aat + %t) E(|M ™)) par la premitre inégalité de Doob

02 " 02
= exp(—aat + ?t) E(M;") = exp(—aat + ?t)

Or inf,~o(—aat + %Qt) = —‘%t, d’out le résultat. O

3.2 Temps d’arrét. Adaptation forte.

Soit (Fi)ier+ une filtration sur (Q, F,P).Un temps d’arrét relativement
a (Fi)ier+ est une application T : Q — [0, +00] telle que pour tout t € R,
{T' <t}ekF.

On note 7 la famille des temps d’arrét. On pose :

Fe=0o(|J 7).
teRT

Soit T" un temps d’arrét pour (F;)cr+. On appelle tribu des événements
antérieurs a T et on note Fr la famille des éléments A de F,, tels que :

Vi e RV, AN{T <t} € F.

On vérifie que Fr est bien une tribu.

Propriétés des temps d’arrét :

a). Si T =t, T est un temps d’arrét.
b).SiTeTetsi S=T+tavect € R, alors S € 7.
c). SiT € T, alors T est Fp-mesurable.

d).Si S, T e€T,etsiS<T,alors Fs C Fr.

e).SiS, TeT,alors SANT €T et SVT eT.
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Remarque :
On a le résultat suivant :
T:Q — [0,+00] est un (Fy+)sep+-temps d’arrét ssi

Vit € )0, 400, {T < t} € F,.

Ezxemples de temps d’arrét :
Soit A € B(R?) et soit (X;)ier+ un processus stochastique d—dimensionnel.
On pose :

Th(w) =inf{t > 0: X}(w) € A}

(+oosi {—=} =0).
Ty s’appelle le temps d’atteinte de A.

Proposition 3.2.1. Soit A un ouvert. Si (X;)ier+ est continu a droite, alors
Ty est un temps d’arrét pour (.7-"?+)t€R+.

Proposition 3.2.2. Soit A un fermé. Si (X;)ier+ est continu, alors la v.a.
D4 définie par

Dy(w) =inf{t > 0: X}(w) € A}
est un temps d’arrét pour (FQ)ier+. Da s appelle le temps d’entrée dans A.

Les preuves de ces deux propositions sont laissées en exercices.

Soit (X;)ier+ un processus stochastique d—dimensionnel sur (£, F,P) et
soit (Fi)ier+ une filtration sur (2, F,P). On dit que (X;)ier+ est fortement
adapté si pour tout T € 7, I'application w — Xp()(w)1{pw)<oc} €St Fr-
mesurable. Si (X;);ep+ est fortement adapté, alors (X;);cr+ est en particulier
adapté. On va donner des conditions entrainant que (X;)icr+ est fortement
adapté. On dit que (X)ier+ est progressivement mesurable si pour tout t > 0,
'application (s,w) — X (w) est mesurable de ([0,¢] x 2, B([0,t]) ® F;) dans
(RY, B(R?)). Si (X;)ser+ est progressivement mesurable, alors (X;);cg+ est en
particulier adapté.

Théoreme 3.2.1. Si (X;);cr+ est progressivement mesurable, alors (X;)ier+
est fortement adapté.

Proposition 3.2.3. Si (X;);er+ est adapté et continu a droite, alors (X;)cr+
est progressivement mesurable.

Démonstration. Soit t > 0. On définit

Y(”)(s,u}) = ZX% (w)l[w ke (S) + Xt(u))l{t}(s).
k=1

Alors,

(s,w) = Y™ (s,w)
est mesurable (comme somme d’applications mesurables et car (X;);cp+ est
adapté).
Or, comme (X;);er+ est continu & droite, si n tend vers 400, Y™ (s, w) tend
vers X (w) donc (s,w) — X (w) est mesurable. O
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Démonstration du théoréme : On utilise le résultat suivant :

Une application U : © — R? nulle sur Pévénement {T' = +oo} est Fr-

mesurable si et seulement si pour tout t € R, U.dyr<yy est Fy—mesurable.
D’apres ce résultat, il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, X71;7<; est

Fi-mesurable. Pour le voir, on écrit

Xrlr<py = Xraedir<ny

La variable aléatoire 1{p<; est F-mesurable et w — Xp()a(w) se décompose
en 1 o p(w) ol ¢ : w — (T(w) At,w) est mesurable de F; dans B([0,t]) ® F;
et ¥ : (s,w) — X,(w) est mesurable, par hypothese, de B([0,¢]) ® F; dans
B(RY).

3.3 Théoreme d’arrét pour des temps d’arrét
bornés

Théoréme 3.3.1. [Théoreme d’arrét] Soit (X;)ier+ une martingale continue

a droite par rapport a une filtration (F;)icr+-

a). Pour tout temps d’arrét borné S, la v.a. Xg est intégrable et Fg-mesurable.
b). Si S etT sont deux temps d’arrét bornés et si S < T, alors

Xg = E(Xr|Fs).

Corollaire 3.3.1. Soit (X;)ier+ un processus stochastique réel adapté et
continu a droite. Alors, (Xi)ier+ est une martingale ssi pour tout T € T
borné, Xp est intégrable et E(Xr) = E(Xy).

Démonstration. = Si (X¢)ier+ est une martingale alors, d’apres le théoreme
d’arrét, Xp est intégrable et Xq = E(X7|Fy) (S =0 < T), donc E(X7) =
E(Xo).

<: i) Adaptation : dans les hypotheses.

ii) Vt € R, X; € L' (Prendre T = t)

iii) Soit s,t € R™ tels que s < t. On veut montrer que P-p.s.,

X, = E(X|Fy)

i.e. E(XS]_A) = ]E(thA),VA S fs.
Soit A € F, on pose
T=514+1t 1.

T est un temps d’arrét borné. Donc, X € L! et
E(Xp) = E(X7) = E(X14) + E(Xi14c).
et en prenant T = t, on obtient que E(Xj) = E(X;) i.e.
E(Xo) = E(X14) + E(X14c),
ce qui entraine que E(X1,4) = E(X,14). O
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Soit (Fi)ier+ une filtration sur (Q, F,P). Si (X;)ier+ est un processus
stochastique réel adapté et continu a droite et si T" est un temps d’arrét, on
note (X/)ier+ le processus stochastique réel défini par :

XtT = Xinr-
Le processus (X[),cr+ s'appelle le processus arrété a T

Corollaire 3.3.2. Si (X;)cr+ est une martingale continue a droite et si T
est un temps d’arrét, alors (X]'),cr+ est une martingale continue a droite.

Démonstration. . (X]');cr+ est continue & droite. (évident)

. Pour montrer que c¢’est une martingale, il suffit de prouver que pour tout
temps d’arrét borné S, on a : XI € L' et E(XT) = E(X{), d’apres le
corollaire précédent. Or, X = Xgar et S AT est un temps d’arrét borné,
donc, par le théoreme d’arrét, on obtient que Xgrr € L' et E(Xgar) =
E(Xo). O

Preuve du théoréme d’arrét :
Il suffit de montrer que pour tout temps d’arrét borné S par ¢ (i.e. S(w) <
c,Vw e N),ona: Xge L et

Xs = E(X.|Fs), P p.s.
En effet, si S et T sont deux temps d’arrét avec S < T bornés par ¢, alors
X =E(X |Fs),P—p.s.

et
Xr =E(X.|Fr),P — p.s.

et par conséquent, comme Fg C Fr,
E(Xr|Fs) = E(X | Fr|Fs) = E(X.|Fs) = X5s.

Soit donc S un temps d’arrét borné tel que pour tout w € Q, S(w) < ¢. On
pose :

Suwy={ 7 S 5SS <gpourl<k <2
¢ sinon (i.e.si S(w)=c)

Pour tout entier n non nul, S,, est un temps d’arrét prenant un nombre fini
de valeurs. De plus, pour tout w € Q,S,,(w) | S(w).
Le résultat suivant va nous étre utile.

Lemme 3.3.1. Soit (Yi)ren une martingale relativement a une filtration

(Gr)ken-
a). Pour tout temps d’arrét borné S, Ys € L.
b). Pour tous temps d’arrét bornés S, T vérifiant S < T,

Ys =E(Yr|Gs) P—p.s.
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On applique le lemme a (Y}C(n)) ken définie par
Yk(n): XQ% s%1§k<02”.
X, si k> 2",

avec
(n)_{lez sil<k<c2m.
y =

F. sik > 2™

Pour tout n > 1, (Y, )sen est une martingale relativement & (G\")pen. On
a donc
Xs, = E(X | Fs,), P—p.s.

en appliquant le lemme a (Yk(n))keN et aux temps d’arrét :
T, = 2"S,, T’ = 2",

Pour tout w € , X, (w) tend vers Xg(w) quand n tend vers U'infini (car

1
Sy 1 S et par continuité a droite des trajectoires). Si on montre que Xg, Lx S,
on aura VA € Fg,

/XS].AdPZIim/XSn].AdPZ/XC].AdP.
Q n Q Q

Le fait que Xg € L' et la convergence dans L' de X vers Xg quand n tend
vers l'infini résultent du fait que la suite (Xg, ), est uniformément intégrable
(ou équi-intégrable) au sens suivant :

Une famille de v.a.r. (U;);e; définies sur (2, F, P) est uniformément intégrable

sup/ |U;| dP — 0
il J{uil=A)

si

quand A — +o0.

Proposition 3.3.1. (U;);cr définies sur (Q, F,P) est uniformément intégrable
581

i) sup;e; E(|U;]) < +o00.

i) Propriété d’équicontinuité :

Ve > 0,3n > 0 tel que si A € F et si P(A) <, alors

sup (/ |Ui\dIP’> <e.
iel NJa
Ezxemple :

Toute famille (U;);cr de v.a.r. telle qu’il existe une v.a. U € L' tel que pour
tout 7 € I,
Uil <U

est uniformément intégrable. En particulier, toute famille de v.a.r. bornées
est uniformément intégrable.

33



Théoréme 3.3.2. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. intégrables et soit X une
v.a.r.. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1
i) X est intégrable et lorsque n — +00, XnL—>X.

i1) Lorsque n — 400, XnﬂX et (X,)n>1 est uniformément intégrable.

Afin de conclure la preuve du théoreme d’arrét, il nous faut donc montrer
que (Xg, )n>1 est uniformément intégrable. On a :

Xg, = E(X.|Fs,), P—p.s.

donc
| Xs,| SE(|X¢| [Fs,), P—p.s.

et pour tout a > 0,

[ el xje
{IXs,[>a} {IXs, [>a}

Remarquons que la famille {|X.|}(X, € L') est uniformément intégrable
donc équicontinue. Posons A, = {|Xs,| > a}, on a d’apres I'inégalité de
Markov,

—_

P(4,) < TE(Xs,]) < SE(X.])

Finalement, on obtient

sw ([ gy <sw ([ ) <
n>1 N J{|Xg,|>a} nzl *J{|Xs,|>a}

si on choisit a > %E(|Xc|)

3.4 Théoremes de convergence. Théoreme d’arrét
pour une martingale uniformément intégrable

Dans ce paragraphe, on étudie les différentes formes de convergence des
martingales et on énonce un théoreme d’arrét pour des temps d’arrét non
nécessairement bornés. Soit (F;)er+ une filtration sur (Q, F,P).

Théoréme 3.4.1. [Théoréme de convergence presque sire]

a) Soit (X;)ier+ une sous-martingale continue a droite bornée dans L' (i.e.
supser+ E(|Xt|) < +00), alors (Xi)ier+ converge P—p.s. quand t — +oo vers
une limite intégrable.

b) Soit p > 1. Si (Xy)er+ est une martingale continue a droite bornée dans
LP (i.e. sup,cp+ E(| Xy |P) < +00), alors (Xi)ier+ converge P—p.s. quand t —
+o00 wers une limite LP-intégrable.
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Remarque :
Lorsque (X;);er+ est une sous-martingale continue a droite, il suffit pour que
(X¢)er+ soit bornée dans L' que

sup E(X,") < +o0.
teR+

(ici zt =2 Vv 0)

Corollaire 3.4.1. 5i (Y})er+ est une surmartingale positive continue a droite,
alors Yy converge P-p.s. quand t — +o0o et la limite est intégrable.

Démonstration. On pose X; = —Y;. (X;)ier+ est une sous-martingale conti-
nue a droite et X;” = (=Y;)T = 0,Vt € RT. Le théoreme combiné a la
remarque précédente nous donne le résultat. O

Démonstration. a) Le a). peut étre montré en utilisant la version discrete
avec T = N au lieu de RT et en posant Yk(") = X%,Vn > 1,Vk > 0.
Vn > 1, lorsque k — 400,
Yk(n) — O(O"), P —p.s.
avec Y. intégrable.
Notons D,, I'ensemble des dyadiques d’ordre n. Comme D,y C D,, on

obtient que les Y" sont égales P—p.s.. On pose alors : Yo, = Y™ On
conclut en utilisant la continuité a droite que lorsque ¢t — 400,

Xy — Yy, P—p.s.
b) Soit p > 1. Par le a), lorsque t — 400,
X, = X €L, P—p.s..
Montrons que X, € LP. D’apres le lemme de Fatou,

E(|Xs|?) < l}mjnfE(|Xt|p) < sup E(]X|P) < 400

teR+
(puisque | X;|P — | XoofP P — p.s. quand ¢ — +00 ). O

Théoréme 3.4.2. [Théoréme de convergence en moyenne d’ordre 1 ou p.]
a). Soit (Xi)ier+ une martingale continue a droite.

Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

i). (Xy)ter+ converge dans L' quand t — +o0.

it). Il existe une v.a.r. X intégrable telle que :

X, = E(Xoo|F), Vt € RY.

iii) (Xi)ier+ est uniformément intégrable.
b). De plus, sip > 1 et si (Xi)ier+ est bornée dans LP (i.e. sup,cp+ E(|X¢[P) <
+00) alors la convergence a aussi lieu dans LP avec X, € LP.
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Démonstration. a). i) = ii) : Notons X, une v.a.r. intégrable telle que X;
converge vers X, dans L' lorsque t — +o00. Soit 0 < s < t. On a P—p.s.,

E(X|Fs) = X,.
En faisant tendre ¢ vers 'infini, on obtient
E(Xs|Fs) = Xs P—p.s..

(On a utilisé le fait que 'application U — E(U|G), G sous-tribu de F est
un opérateur linéaire continu de L' dans L' donc E(|[E(U|G) — E(V|G)]) <
E(IU = V).

ii) = iii) : Posons pour a > 0 et t € RT,

Ay(a) = / 1X,| dP.
{IXt[>a}

Aws [ Bl = [
{|X¢|>a} {|Xt|>a}

| Xoo| étant uniformément intégrable, elle est aussi équicontinue c’est a dire
que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si A € F avec P(A) < n alors

/ X.o|dP < c.
A

Or, par I'inégalité de Markov,
1

P(|Xy| > a) < EE(|Xt|)

1
< —E(|Xx]) — 0,a — +o00.
a

On en déduit que
sup A;(a) — 0,a — +oo.
teR+
iii) = i) : (X¢)ier+ est uniformément intégrable, donc elle est bornée dans
L'. Donc, par le théoréme de convergence presque stire, X; — X, P-p.s.
lorsque t tend vers +o0o. En utilisant I'uniforme intégrabilité, on obtient que
X, converge, dans L', vers X, lorsque t tend vers +o0.
b) Sip>1etsi
sup E(| X,[”) < +oo,
teR+

alors

sup | X;| € LP.
teR+

(Voir le ¢) du théoreme sur les inégalités de Doob qui s’étend au cas ou on
remplace l'intervalle [0,¢] par RT).
(| X¢|P)ter+ est uniformément intégrable car elle est majorée par (sup;cp+ | Xt|)? €

36



L. On en déduit que X, € L car [X|P < (supep+ | X¢|)P € Lt et que X
converge vers X, dans LP lorsque t — 400 par le résultat suivant :

Soit (X,)n>1 une suite de v.a.r. de puissance p-ieme intégrables, les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

i) X,, converge en probabilité vers X lorsque n tend vers l'infini et (|X,[?),
est uniformément intégrable.

ii) X € L? et X,, converge dans L? vers X lorsque n tend vers l'infini. ]

Notation : Soit (X;);er+ une martingale continue a droite par rapport a
une filtration (F;);ep+ uniformément intégrable et soit X, € L' la limite
(dans L') de (X})ser+- Soit S un temps d’arrét. On définit

Xgw)(w) st S(w) < 400.
Xs(w) = { o) s S(w) = oo

Nous énoncgons une version plus générale du théoreme d’arrét. La preuve est
omise.

Théoréme 3.4.3. [Théoreme d’arrét modifié | Soit (X;)ier+ une martin-
gale continue a droite par rapport a une filtration (F)ier+ uniformément
intégrable.

a). Pour tout temps d’arrét S, la v.a. Xg est intégrable (et Fg-mesurable).
b). Si S etT sont deux temps d’arrét tels que S < T, alors

Xs = ]E(XT|fs), P — p-S..

Remarque :
L’hypothese d'uniforme intégrabilité est fondamentale : la martingale conti-
nue (Mt(a))t€R+ définie pour @ > 0 par

2
a t
M@ = exp(aB; — %)

ne vérifie pas la conclusion du théoreme d’arrét. En effet, comme Mt(a) —
0,P — p.s. quand ¢ tend vers +o0, le temps d’arréet

T = inf{t > 0; M{® < 1/2}
est fini P-p.s. et E(M:(Fa)) = 1. Et, trivialement,
E(M™) = 1.

En fait, (Mt(a))tew est bornée dans L' mais elle n’est pas équicontinue.
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EXERCICES

Exercice 3.1 : 1) Soit (B;)ier+ un mouvement Brownien réel standard.

a) Montrer que (B? —t);cg+ est une martingale P-p.s. continue relativement
a la filtration naturelle complétée (F?);er+ de (By)ier+.

b) Soit o > 0. Montrer que (exp(aB; — %Qt))tew est une martingale P-p.s.

continue relativement a la filtration naturelle complétée (Fy)cr+ de (By)ier+-

2) Soit (N;);er+ un processus de Poisson standard de parametre A > 0.
a) Montrer que ((N; — At)? — M\t);cp+ est une martingale continue & droite
relativement a la filtration naturelle (F7)icr+ de (Ng)ier+-
b) Soit a > 0. Montrer que (exp(aN; — (€® — 1)At))ier+ est une martingale
continue a droite relativement a la filtration naturelle (F})ier+ de (Ni)ier+-

3) Soit (N;)ier+ un processus de Poisson standard de parametre A > 0.
On pose
Sy = sup N;.

s€[0,¢]

Montrer que pour tout a > 1, pour tout ¢ > 0,

P(S; > aAt) < exp(—=M(1 —a+aln a)).

Exercice 3.2 : Mesures Gaussiennes et mouvement Brownien réel.
Un espace Gaussien réel est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de
Hilbert L*(Q, F,P) formé de (classes d’équivalence de) v.a.r. Gaussiennes
centrées.

Une mesure Gaussienne m sur (RT, B(R™)) d’intensité la mesure de Lebesgue
[ sur (RT, B(R™)) est une application linéaire isométrique de 1’espace de Hil-
bert L*(R*™, B(RT),[) sur un sous-espace Gaussien G d’un espace de Hilbert
L2(Q2, F,P). On a donc en particulier :

<m(f),m(g) >2,rp) =< f,9 >r2mt), V[,g9€ L2(R+)'

Propriété : Toute (classe déquivalence de) v.a.r. X sur (Q,F,P) limite
dans L*(Q), F,P)d’une suite de (classes d’équivalence de) v.a.r. Gaussiennes
centrées est elle-méme gaussienne, centrée.

1) Montrer que si m est une mesure Gaussienne (sur L?(RT, B(R™),1))
d’intensité [ et si, pour tout ¢t € R*, B, désigne un représentant de la classe
d’équivalence m(1py), le processus stochastique (B;)icr+ est un mouvement
Brownien réel.

2) Soit m une mesure Gaussienne d’intensité [ et le mouvement Brownien
réel (By)ier+ qui lui a été associé en 1).
On note L2 _(RT, B(RT), ) 'ensemble des fonctions f de R* dans R boréliennes

loc
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et telles que pour tout ¢ > 0, on ait : f.lpy € L*(RT,B(R"),1). Soit
f e L2 . (RY,B(RT),l) fixée. On lui associe un processus stochastique réel
(Xi)ier+ tel que, V&t € RT, la v.ar. X, soit un représentant de la classe
d’équivalence m(f.1j04).

a) Montrer que (X;);cr+ est un processus Gaussien centré. Montrer que c’est
un P.AT.

b) Montrer que (X;);eg+ est une martingale relativement a la filtration na-

turelle complétée (F?)ier+ de (Bi)ier+-

3) Soit (By)er+ un mouvement Brownien réel, basé sur (§2, F,P). Montrer
qu’il existe une mesure Gaussienne m unique sur (R, B(R")) d’intensité [
telle que l'on ait :

m(f) € L*(Q,F,P),Vf € L*(RT)

et telle que Vi € RT, B; soit un représentant de la classe d’équivalence
m(l[oﬂ).

4) Soit (Bi)ier+ un mouvement Brownien réel dont toutes les trajec-
toires sont continues. Soit m la mesure Gaussienne associée (cf 3)). Soit
feLl? (RY,B(RT),I) fixde.

Soit (X})ier+ un processus stochastique réel tel que Vt € RT, la v.a.r. X; soit
un représentant de la classe d’équivalence m(f.1py). D’apres 2), (Xi)ier+
est une (F?);cg+-martingale.

Montrer qu’il existe une modification (Y;)ier+ de (Xi)ier+ dont toutes les

trajectoires sont continues.

Définition : Une telle modification continue (Y;);cp+ de (X;)ier+ est notée
fot f(s) dBg lintégrale stochastique de Wiener de la fonction déterministe f €

L? (RT,B(R"),1) par rapport au mouvement Brownien standard (B;)cg-+-
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Chapitre 4

Propriété de Markov forte des
P.A.1.S. et applications

4.1 Propriété forte de Markov
Soit (2, F, (F;)ier+,P) un espace probabilisé filtré.

Théoreme 4.1.1. Si (X;)ier+ est un (Fy)ier+-P.A.LS. d-dimensionnel continu
a droite, alors, pour tout temps d’arrét T, sur l'ensemble {T < +o0}, le pro-
cessus stochastique (Xriy — Xr)ier+ est indépendant de Fr et est équivalent

a (X¢)iert -

Pour tout ¢ € RT, on note ¢; la fonction caractéristique de la v.a. X,
c’est a dire
bi(u) = E(e<"X>), v € R

Posons pour t € RT et u € RY,

Il est facile de montrer que pour tout u € R? fixé, (Mt(“))teR+ est une (F3)ier+-
martingale a valeurs complexes. On utilise ce resultat dans la preuve du
théoreme 4.1.1.

Démonstration. a). Supposons 1" borné. Il suffit de montrer que pour tout
Uy, ..., u, € R pour tout ty,...,t, € RT tels que t; < to < ... < t, (on
pose to = 0),

E[GXP (32 < Uy X1gty, — X1gty,_, > )‘fT}

k=1

:E[exp <ZZ < U, Xpy, — Xy, > )]

k=1
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On a

n

n
. ) bra, (ur)
exp (z 5 < Up, Xrgt, — X1ty ) H T+tk u

k=1 k=1 T+tk 1¢T+tk 1(uk)
or sy )
T+t \ Uk
m = Gtp—t,_ (Ur)
k—1
et P—p.s.
o
B~ | Fren) =1
MTJFtk 1
(“‘k)
On pose U = HZ:l U, avec U, = % En conditionnant successivement
THtg1
par rapport a Friy, o, Frie, o, -, Fret,, O1 montre que
E(U|Fr) = E(E(U|Frst, )| Fr)=...=1.
D’ou,

]E[exp (Z Z < U, Xyt — X1, > )‘fT]
k=1
= H Dt—ty 1 (Uk)
k=1
= E|exp (i) <we Xy - X, > )]

k=1

en utilisant le fait que (X;);er+ est un P.A.LS.

b). Soit T un temps d’arrét quelconque. On pose T,, = T A m. Pour tout
m > 1, T, est un temps d’arrét borné. On veut montrer que

E[exp (2 Z < Uk, XTthk — )(Tthki1 > > ‘fT:| ]-{T<+oo}
k=1

= E[exp <ZZ < up, Xy, — Xy, > )] L7t o0
k=1

Ceci est équivalent a montrer que pour tout A € Fr,

E[lAm{T<+m} exp <zz < Uy Xrt, — Xyt , > )}

k=1
n

= P(AN{T < +oo}) [ [ ¢t (ui)

k=1
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Posons A,, = AN{T < m}. Puisque A,, € Fr,, (car A,, = An{T <T,}),
d’apres le a)., on a

E[lAm exp (7' Z < Uk, XTm+tk - XTm+tk71 > )] = P<Am> H ¢tk—tk71 (uk)
k=1 k=1

On conclut en appliquant le théoreme de convergence dominée. O

4.2 Application au mouvement Brownien réel
standard

Soit (B¢)ier+ un mouvement Brownien réel standard. On s’intéresse a la
loi de
S; = sup B,.

s€[0,t]

Théoréme 4.2.1 (Principe de symétrie). Pour tout t > 0, pour tout a > 0,
on a
]P)(St 2 a,) = 2]P)(Bt Z (l).

Remarques :

1). Pour tout ¢t > 0, la v.a. S; a donc la méme loi que | B|. Par contre, (S;)er+
et (By)ier+ ne sont pas équivalents. Pourquoi 7

2). Pour tout a > 0, notons T, = inf{t > 0; B; > a} le premier instant ou la
trajectoire Brownienne atteint le niveau a. Puisque les événements {T, < t}
et {S; > a} coincident, le principe de symétrie nous permet de calculer la
fonction de répartition F, de la v.a. T, :

F,(t) = P(T, < t) = 2P(B, > a).

On en déduit que la densité de la v.a. T, est donnée par

fulw) = W exp(—a?/(22)) Lo 4+ oof (7)-

On peut aussi montrer que 7, < +o0o P—p.s. et E(T},) = +oo.

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ou toutes les trajectoires de
(Bi)ier+ sont continues. On a

P(S; > a)=P(S; > a,B; > a) + P(S; > a, B; < a).

Soit T, = inf{t > 0; B; > a}. La v.a. T, est finie P-p.s.. Sur I’événement
{T, < +o0}, Br, = a, donc

P(S, > a,B; > a) = P(T, < t,B; > a) = P(T, < t, B, — By, > 0).
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Or, d’apres la propriété de Markov forte, (Br, .4 — Br, )ier+, définie P—p.s.,
est indépendant de Fr, et est un mouvement Brownien réel. En particulier,
pour tout t € RT fixé, la v.a.r. Br,,, — Bz, a une loi symétrique, donc

P(Ta S t, Bt - BTa Z O) :I[D(Ta S t,Bt - BTa S 0) :]P)(St Z G,Bt S CL).

On conclut en remarquant que P(S; > a, By > a) = P(B; > a). H
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EXERCICES

Exercice 4.1 : Soit (By);eg+ un mouvement Brownien réel a trajectoires
continues défini sur un espace de probabilité (2, F,P).

Soit o un réel non nul. On pose pour tout t € R™, X;, = at + B, et Y, =
—at + B;.

Soit @ un réel non nul. On pose

T,=inf{t > 0; B, > a} (=400 si {.} =0)
et
U, =inf{t >0; X; >a} (=400 si {.} =0).
On veut déterminer la loi de U, a partir de celle de T;,. Nous admettrons que
le temps d’arrét T, suit une loi de densité f, ou
|al a?

SR
mexp< 21,) 10,+ [(ZE)

et que la transformée de Laplace de la loi de T, est donnée par

fa(x) =

E(eT") = exp(—|a]v2a), Ya € ]0, +ool.

On note (F?)ser+ la filtration naturelle de (By)ier+ et Fo = o U F).

teR+
On pose pour tout ¢ € RT,

’t
Mt(a) = exp <oth — %)

On pose également pour ¢ € ]0, +oo[ et A € F7,
P (4) = E(Ly M").

1) a)- Montrer que pour tout ¢ € |0, +o00], ]P,S‘”) est une probabilité sur (2, F?).
b)- Montrer que si 0 < s < ¢ et si A € F°, alors P{(4) = P)(A).

¢)- En déduire qu’il existe une probabilité et une seule qu’on notera P sur
(2, F2) telle que I'on ait : V¢ € |0, +o0[ et VA € F?,

P (4) = P/ (A).

2) a)- Montrer que le processus stochastique (Y;)ier+, basé sur (€, F2, P(@)),
est un mouvement Brownien réel a trajectoires continues. (Indication : Faire
un calcul de loi. Connaissant la loi de la v.a. (By,, By, — By, ..., By, — By, _,)
sous PP, déterminer celle de (Y;,,Y, — Yy,,...,Y:, — Y, ) sous P@)),

b)- En déduire que le processus stochastique (B;)er+, basé sur (Q, F2, P(),
est équivalent au processus stochastique (X;)ier+, basé sur (£, F,P).

3) a)- Montrer que pour tout t € |0, +o0],

P(a)<{Ta <t}) = E(l{Tagt}Mt(a))'
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b)- En déduire, en posant T,(t) = T, At et en utilisant le théoreme d’arrét
(pour les temps d’arrét bornés), que

2
PO{T, <)) = E(Lncy explaa — ST

c)- Déduire du b)- la valeur de P ({T, < 4o0}).

4) a)- On suppose que a et a sont de méme signe. Montrer que P ({T, <

+o0}) = 1 et déterminer la loi de T, sous P(®).

(Indication : Utiliser 3) b)- et la densité de T, sous P).

b)- On suppose que « et a sont de signes opposés. Déterminer P(*)({T, <

+00}) ainsi que la loi de 7T, sous P().

5) Déduire des résultats des questions 4) a)- et 4) b)- la loi de U, sous P.

(Indication : utiliser 2) b)-).

Exercice 4.2 : Soit (Z})r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi sur un espace de probabilité (Q° F° PY). On pose Sy = 0 et

pourn >1, 5, = ZZ’“‘
k=1
On suppose que P({Z; = —1}) = P({Z1 = 1}) = 3. (Sn)n>0 est la marche
aléatoire simple sur Z.
On pose, pour n € N* et t € RT,

1

vn

([x] désigne la partie entiere de z € RY).
Soit (Bj)er+ un mouvement Brownien réel a trajectoires continues défini sur
un espace de probabilité (Q, F,P).

On veut construire une suite (Yt(n))teR+ de processus stochastiques sur (€2, F, P)
telle que 1'on ait les deux propriétés suivantes :

Y;(") S[nt] .

D) Vn > 1, (V"™)er+ est équivalent a (Y;™),cpe.
ii) Vp > 1 entier, il existe une suite strictement croissante d’entiers (ny)g>1
telle que

lim sup |V, — B|=0 P—ps.
k——+o0 0<t<p
On admettra que la variable aléatoire

T =inf{t > 0;|B;| > 1} (=+o00 si {.} =0)

est intégrable, d’ intégrale égale a 1 et que la variable aléatoire, définie P-p.s.,
Br est telle que

P((Br = ~1)) = B({Br = +1}) = 5.
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On note (F?)ier+ la filtration naturelle de (B;);er+. On pose, pour n € N*,
B{" = \/nB:.
On définit le temps d’arrét (relativement a la filtration (F?)icr+)
T = inf{t > 0;|B"| > 1} (=400 si {}=0).
Soit k£ un entier supérieur ou égal a 2. On définit également

7™ = inf{t > T\",; |BM™ — B;ZL) | > 1}
-1

(= +o0o si {.} =0 ousi T,Eﬁ)l = +00). On pose T,"™ = 0.

)

On admettra que, pour tout k > 2, T,gn est un temps d’arrét pour (FP);ep+-

1) Montrer que, Vn € N*| (Bt("))tew est un mouvement Brownien réel a tra-
jectoires continues.

2) a)- Montrer que la suite (7™ — 7™ =1 est formée de variables aléatoires
indépendantes, de méme loi intégrable et d’intégrale égale a 1.

b)- Montrer que la suite de variables aléatoires réelles, définies P-p.s., (B ()

™
B;ﬁ) Jk>1 est formée de variables aléatoires indépendantes, de méme loi.
k—1

Queile est cette loi?
3) On pose pour tout t € R™ et n € N*, Yt(n) =B, .

[nt]

a)- Montrer que, pour tout n € N* le processus stochastique (Y;(”))teRJr est
équivalent a (Yt("))tew.
b)- Montrer que, lorsque n — +00,

T(”)

[nt] L 1
[nt] .

¢)- En admettant qu’on puisse déduire de 3) b)- la propriété suivante : Vp €
N*,

T(n)
il t‘ 50

n

sup
0<t<p

lorsque n — 400, montrer qu’il existe, pour tout p € N*, une suite stricte-
ment croissante d’entiers (ng)r>1 telle que

lim sup
k—+o00 0<t<p

A Bt‘ —0P—ps.

46



Chapitre 5

Processus a variation finie et
intégrale de Stieltjes

5.1 Fonctions a variation finie et intégrale de
Stieltjes

5.1.1 Fonctions a variation finie.

Soit A une fonction définie sur Rt & valeurs dans R, continue a droite
avec limite a gauche. On note A; = A(t). Soit ¢ > 0. Une partition A; de
I'intervalle [0,¢] est une suite de points (t;)i—01,.» tels que tp = 0 < t; <
ty < ...<t,=t. Pour tout t > 0, on définit

V(A): = SlAlp Z ’Ati+1 — Ay,

ot e

La fonction A est & variation finie si pour tout ¢t € R*, V(A),; est finie.
La fonction t — V(A), s’appelle la variation (totale) de A.

Propriétés :
a)- La fonction ¢t — V(A); est croissante.
b)- La fonction t — V(A); est continue a droite et admet des limites a gauche.
De plus,
V(A =V(A) + |AA

ou AA; = Ay — A, est le saut de A en t.
¢)- La fonction A peut toujours se réécrire comme

Ay = A7+ AA,

s<t

ou A7 est la partie continue de A;. Alors,

V(A) = V(A + Z |AA].

s<t
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d)- (3 <, AAs)io est une fonction a variation finie et
VO AA) =D |AA,
s<t s<t

. Si A et B sont deux fonctions a variation finie, alors A + B est a variation
finie et

V(A+ B) <V(A) +V(B).

Ezemples : Si A est de classe C! ou monotone, alors A est & variation finie.

Remarque :
Une fonction A est a variation finie si et seulement si elle est & variation
localement bornée. (Une fonction f = (f(t)):>0 est localement bornée si

pour tout ¢t < oo, il existe K tel que |f(s)| < Ky, pour tout s < t.)

Proposition 5.1.1. Toute fonction a variation finie est différence de deux
fonctions croissantes, positives.

Démonstration. Soit AT = L(V(A) + A — Ag) et A= = 2(V(A) — A+ Ap).
Clairement, AT + A~ = V(A) et AT — A~ = A — Ap. Montrons que A" est
croissante : soit ¢’ > t,

V(A)t/ - V(A)t + V(A - At)[uﬂ].
Comme V(A — Ay > |Ay — Ay,
V(A)y = V(A + Ay — Ay = V(A= Ay + (Ay — A) > 0.

Donc, AT est une fonction croissante, nulle en 0 (Idem pour A7). m

5.1.2 Fonctions a variation finie et mesures sur R™*.

On peut associer a chaque fonction A% et A~ continue & droite et crois-
sante (construites dans le paragraphe précédent) une mesure positive o —finie
sur (RT*, B(R™*)) notée respectivement pa+ et pas— telles que pour tout
t >0,

Ha+ (]07 t]) = A?
et

Ha- (]Ovt]) = A;
Donc, on peut associer a toute fonction a variation finie A une mesure p»
o—finie sur (R™*, B(R™*)) en posant

HA = Ha+ — fa--
En particulier, pour tout ¢ > 0,

,uA(]O,t]) = A, — Ap.
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Pour toute fonction borélienne f de Rt dans R localement bornée, on peut
définir I'intégrale de Stieltjes de f par rapport a A :

[ s6raa,= [ 1) natas)
0 0
Remarquons que

[ 6| =| [ syt = [ 56610 (a9

< [ 1O s+ peaas) < sup £(3)] V(A) < oo

De plus,
pa(]0,t) = A — Ao
et
pa({t}) = AA,.

Si f est une fonction bornée sur lintervalle [0, ], alors V( f]o g (u) dAy)s<t
est finie et

vi[ fda,) = / )] dV(A,).

10,¢] 10,¢]

5.1.3 Formule d’intégration par parties.

Théoreme 5.1.1. Soit A et B deux fonctions a variation finie. Alors, pour
tout t > 0,

t t
AyBy = AoBo + / As_dBs + / By dA,
0 0

t t
A,B, = AgBy + / A,_dB, + / B,_dA,+) AAAB,.

0 0 s<t

Démonstration. La deuxieme égalité s’obtient a partir de la premiere en re-
marquant que By = B, + AB; et que pa({s}) = AA,.

Soit pa et pp les mesures associées a A et B.

a) Par définition de la mesure produit,

Ha & NB(]O’ t] X]Ov t]) = MA(]()? t]),uB(]Ov t])
= (A — A)(B: — Bo)
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b) De plus,
14 ® 150, 4x]0,1]) = / a(de) s (dy)
10,t]x]0,¢]

= /0< o <thA(d.r)uB(dy)+/ pa(dzr) pp(dy)

O<y<z,0<z<t

_ / 1400, y]) 1 (dy) + / 1500, 2]) pa(de)
10,2]

10,¢]

_ / (A, — Ay)dB, + / (B, — By) dA,
10,¢]

10,¢]
- / AS, dBS + / Bs dAS - AO(Bt - Bo> - BO(At - Ao)
10,t] 10,t]
= AB;, — AyB; — BoA; + AgBy, d’apres le a),
d’out le résultat apres les simplifications. O]

On déduit facilement du théoreme le corollaire suivant :

Corollaire 5.1.1. Soit A une fonction a variation finie telle que Ag = 0.
Alors,

t
A2 = 2/ A dA, + 3 (A4
: i > (AA)

s<t

5.1.4 Formule de changement de variable.

Théoreme 5.1.2. Soit A une fonction a variation finie et F' : R — R une
fonction de classe C*. Alors, F(A) est une fonction & variation finie et, pour
tout t > 0,

P = P+ [ P s+ Y (FA) ~ (4 )~ A4F ()

Remarque :
Si A est continue, alors

F(A) = F(Ao) + / t F'(A,) dA,.

Par exemple, si F(z) = e*,

¢
exp(A;) = exp(Ap) +/ exp(A;) dAs.
0

La preuve du théoreme se fait en deux étapes : on montre tout d’abord
que la formule est vraie pour F'(z) = x (évident) puis par extension a tout
polynome en appliquant la formule d’intégration par parties. On passe ensuite
a F de classe C' en approchant uniformément F et F’ par une suite de
polynomes.
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Proposition 5.1.2. Soit A une fonction a variation finie et soit Y définie
par
Y, =Y, [J(1 + AA,) exp(Af — AF).
s<t
Alors, Y est la solution unique (en tant que solution & variation finie) de
I’équation différentielle

t
YtZYE)—l-/ Y, dA,.
0

Démonstration. a)- Remarquons que si X est une fonction a variation finie,
alors t — exp(X;) est a variation finie :
soit 0 =tg <ty <...t, =1,

n—1 n—1
Z | eXp(XtiH) - eXp<Xti)| < Sglt)<exp(Xs)) Z |Xti+1 - Xti
i=0 5= i=0
= V(exp(X)); <exp(V(X);) V(X);.
b)- Posons

U, =Y [J(1+ A4,
s<t
et
Vi = exp(Af — A7).

U et V sont des fonctions a variation finie car leur log est a variation finie.
La formule d’intégration par parties donne :

t t
Y;:UtVt:Yo—i—/Us_st—l—/Vsts.
0 0

Or, dVy = VidAg et dUs = Yo [[,,(1 + AA)AA, = U d(Y, ., AA,), done

u<s

t t
Vi = Yor [ UV [ Vv a3 aa,
0 0
t

= }6'+y/m)2—(t4s
0

en remarquant que A, = AS+ 5" _AA,.

c)- 11 reste & montrer 1'unicité. Supposons que 1'on ait deux solutions & va-
riation finie de I’équation différentielle. Notons Z la différence de ces deux
solutions. Alors, Z est encore solution de ’équation différentielle et

| Z) < My V(A),

ot My = sup,<; |Z,|. En utilisant de facon itérative la formule d’intégration
par parties, on obtient que

VA -~y
2 — =7 gl

lorsque n — +o00. O

t
|@g/mvwﬂm%gm
0
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5.1.5 Changement de temps.

Soit A une fonction croissante donc en particulier a variation finie telle
que Ay = 0. On définit pour chaque t € RT,

o inf{s: A, >t}si{ } #0
T 4oo si{ =0
La fonction ¢ — 7 est souvent appelée ”pseudo-inverse” de la fonction A.

Proposition 5.1.3. Soit f une fonction borélienne positive définie sur [0, +00]
et bornée sur [0,t]. Alors,

Ay
(s)dAs = f(7s) ds.
10,] 0

Démonstration. On prouve la proposition pour f(s) = 1jp,(s) o v < t. La
généralisation a toute fonction borélienne s’obtient de maniere classique.
foTe=14(7s) = 1fr.<uy = 1{a,>s} Lebesgue p.s..

En utilisant le fait que A est croissante, on obtient que

At Ay Ay
/ 10,4 (75)ds = / 1> ds = / ds = A,.
0 0 - 0

. ji(),t] f(s)dAs = f}O,t] 1)0.)(s) dAs = f]o,u} dAs = A, — Ay = A ]

5.2 Processus a variation finie.

Soit une filtration (F;);cr+ sur un espace de probabilité (2, F, P) supposée
complete pour P et (A;)er+ un processus adapté a (F)er+-

Le processus A est a variation finie si P-presque toutes les trajectoires
t — A;(w) sont a variation finie.

Remarque :
Notons que V(A), AT et A~ sont des processus adaptés a (F)er+-

Soit A un processus a variation finie. Pour ¢ > 0 et pour P—presque tout
w € Q, on peut définir (si elle existe) I'intégrale stochastique ( fg X dAS> (w)
comme l'intégrale de Stieltjes

/ X, (w) dAL(w).

La proposition suivante donne des conditions suffisantes afin que cette intégrale
soit bien définie.
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Proposition 5.2.1. (admise) Soit X un processus progressivement mesu-
rable, borné sur tout intervalle [0,t] et soit A un processus a variation fi-

nie. Alors, (f(f X, dAS> . est un processus 4 variation finie et adapté a
teR
(ft)teR+-

(Sur I'ensemble négligeable ou A n’est pas a variation finie, 'intégrale est
posée égale a 0).

Ezemple : Soit N = (N;);er+ le processus de Poisson, d’intensité A. On a deéja
vu que (N; — Mt)yer+ est une martingale relativement a la filtration naturelle
(F))ier+ de (Ni)ser+. Soit o > —1. Considérons la martingale relativement
a la filtration naturelle (F?);cr+

Ly = exp[ln(1 + a) N, — Aat].

Remarquons que le processus de Poisson peut s’écrire

N, = ZANS

s<t

avec ANy = 1ian,20y. Nous pouvons réécrire (L$)¢er+ comme

Ly = exp(—)\at)H(l—l—a)ANs
= exp(—Aat) 1:[(1 + A(aN; — als))

s<t

D’apres la proposition 1.2, L est I'unique solution en tant que processus a
variation finie de I’équation différentielle stochastique linéaire suivante

t
Y, =Y +/ Ys_d(aNs — ads).
0

Autrement dit,
t
/ L¢ d(aNg — ads) = LY — 1.
0

Comme (L$);er+ est une martingale relativement a la filtration naturelle
(FD)ier+, on en déduit que (f(f L% d(aNg — aAs)) est une martingale

teR+
relativement a la filtration naturelle (F})scg+-

La question naturelle qui se pose alors est la suivante : soit M une martingale
a variation finie, quand peut-on dire que ( f(f X d]\/[s> est une martin-

teRT
gale? Ce n’est pas toujours vrai. Prenons le processus de Poisson standard

de parametre A = 1. Le processus

(/Ot(Ns — s)d(N; — S)>t€R+
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est-il une martingale ?
1)- D’apres la formule d’intégration par parties,

(N, —t)* = /0 (Ng — s)_d(Ns — s) + /0 (Ns — s)d(Ng — s)

Donc,

/0 (N, — s)d(N, — 5) = (N, — )" — / (Voo — 5)d(N, — s)

2)- Puisque Ny = N,_ + AN;, on a

/Ot(Ns—s)d(Ns—s) :/Ot(Ns_—s)d(Ns—s)+/0tA(Ns_S)d(NS_S)

Or A(Ns — s) = ANg, donc
¢
/ A(N, = s)d(N, = s) = Y (AN,)> =) (AN,) = N,.
0 s<t s<t

On a alors la relation
t t
/(Ns ) d(N, — ) = / (N — s)d(N, — )+ N,.
0 0

En additionnant les formules obtenues en 1)- et 2)-, on obtient que
t
2/ (N — 8)d(N, — 8) = (N, — £)2 —t + N, — £ + 21.
0

On a déja vu que les processus ((N; — t)* — t)yep+ et (N — t);cp+ sont des
martingales, donc <f0t(Ns —8)d(Ng—s) N n’est pas une martingale. Par
teR

contre, si on soustrait les formules obtenues en 1)- et 2)-, on obtient que
t
2/ (N — 8)_d(Ny — 8) = (N, — £)2 —t — (N; — 1).
0

Donc, (f[f(NS —§)_d(Ns — s)) , est une martingale comme différence de
teR
deux martingales.

Théoreme 5.2.1. Soit H un processus adapté, continu a gauche, borné sur
tout intervalle [0,t]. Soit M une martingale a variation intégrable sur tout

0,¢] (i.e. E(V(M);) < +00). Alors, (f(f H, dMs> est une martingale.

teR+t
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Démonstration. Soit H, = aul]u,v](s) avec u < v, a, F,-mesurable et bornée.
Alors,

t
/ H, dM, = ay(Maypy — M) = o (MY — M),
0
(avec la notation des martingales arrétées).

Soit s < ¢.
a)- Cas u < s.

t
E( / Hy dM,
0

F) = Ela(M — M)|F)

= o (E(M|F,) — E(M}|F,))
_ / u

v dMy.

b)- Cas s < u.

t
E( / Hy dM,
0

F) = Elau(M; - Mp)|F)

= E(E(aw (M = M) Fu)|Fs)
E(au<Mv/\u - Mu/\u)|fs) =0

= / Q, 1}u,v] (t,) th/.
0

Soit Hy = ), oy, 1y, u,,4)(8) avec les ay, F,,-mesurables et bornées. Pour
s < t, on va approcher H continu a gauche par des H" du type :

p(n)
Hg = ZQZ?]‘]U?,U?+1](S)
i=1

I1 suffit alors de montrer les trois points suivants afin d’établir le théoreme :
i) pour tout A € F;, quand n — +o0,

t t
E(lA/ H; dM,) — E(IA/ H,dM,).
0 0
Remarquons que dM,, = du}, — duy,, il suffit donc de considérer
t
E(1, / HY dpt, () = / L H (@) (w, du)P(dw).
0 0x]0,t]

La convergence découle de I'utilisation du théoreme de Lebesgue.
i) ( fot Hg dMy)er+ est adapté a la filtration (F;)er+. Evident par la propo-
sition 5.2.1 car H est progressivement mesurable ( H étant supposé adapté
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et continu a gauche).
iii) H étant borné sur tout intervalle [0,¢] par une certaine valeur K,

B( [ Hoans) < B([ |V, < K BVOD,) < +oc

O

Théoreme 5.2.2. Une martingale M continue est a variation finie si et
seulement si elle est constante.

Démonstration. On peut supposer que My = 0. On fixe t € Rt et n € N.

Soi
t ¢ _ inf{s: V(M) >n} si {.}#0 pours<t
"t st {L =0

S, est un temps d’arrét et la martingale M est & variation bornée. Il
suffit donc de montrer le théoreme pour une martingale continue M telle
que M et sa variation soient bornées par une constante K. Soit A = {ty =
0,t1,...,t, =t},t; < t;41 une partition de [0,¢], de pas |7| = sup; |tis1 — ti].
Calculons

—_

p—

]E(Mt2> = ZE(MZH - Mtzl)

1=

Or, pour tout u < v,
E(M; — M) = E(M, — M,)*).
Donc,

p—1

E(M?) = ) E((My,, — M)

1=0

IN

p—1
E[(Su"p |Mti+1 - Mti ) X Z |Mti+1 - Mt1|:|
t i=0

]

]—>o

< E [V<M)t Sup |Mti+1 - Mti

< KE[suwp|M,,, - M,

141

lorsque |7| tend vers 0 (utiliser le théoreme de Lebesgue et le fait que M est
continue, bornée). Donc, M = 0.
O]

Nous avons vu que l'intégrale de Stieltjes permet d’intégrer un processus
par rapport a un autre processus a variation finie trajectoire par trajectoire.
Le théoreme précédent indique que ce raisonnement n’est plus valable si on
souhaite intégrer par rapport & une martingale continue (non triviale), par
exemple par rapport a un mouvement Brownien réel.
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Chapitre 6

Martingales locales continues

6.1 Variation quadratique d’une martingale
continue bornée.

Le mouvement Brownien étant a variation infinie, on ne peut pas définir
une intégrale de Stieltjes qui lui serait associée. On va toutefois voir qu’il
est possible de définir une intégrale d’'une autre nature, définie dans un sens
quadratique. Soit (2, F, (F;)ier+,P) un espace de probabilité filtré et soit
X = (X})ier+ un processus a valeurs réelles. Soit A = {tp =0<t; < ...}
une subdivision de R™ avec seulement un nombre fini de points dans chaque
intervalle [0, ¢]. Nous définissons pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire

e
—

THX) =) (X

i

- X))+ (X, — Xy,)?

i+1

Il
=)

ol k est tel que t, <t < tgy1.
On rappelle que X admet une variation quadratique finie (voir le para-
graphe 2.3) s’il existe un processus < X, X > tel que pour tout ¢ > 0,

TA(X) == < X, X >
lorsque le pas de A tend vers 0.

Théoreme 6.1.1. Une martingale continue et bornée M admet une varia-
tion quadratique finie < M, M >. De plus, < M, M > est ['unique processus
croissant, continu, nul en 0 tel que M?— < M, M > soit une martingale.

Démonstration. a) - Unicité : Conséquence facile du théoreme 5.2.2 du cha-
pitre précédent puisque si A et B sont deux tels processus, alors A — B est
une martingale a variation finie nulle en 0.

b) - Existence :

. Observons que pour tout t; < s < t;1,

E((Mti+1 - Mti)2|f5> = E((Mti+1 - MS>2|fS) + (MS - Mti)Q‘
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Donc, on voit facilement que
(+)  E(TS(M) = TH(M)|F) = E(M, — M| F,) = B(M? — M|F,).

On en déduit que (M2 — T2 (M)); est une martingale continue.

. Fixons @ = t, > 0. Nous allons montrer que si (A,) est une suite
de subdivisions de [0,a] telle que |A,| tend vers 0, alors (T/>"),, converge
dans L?. Soit A et A’ deux subdivisions de [0, a], notons AA" = AU A/,
D’apres (*), le processus X = T2(M)—T%' (M) est une martingale et comme
(X? — TAY (X)), est une martingale,

E(X2) = E((T2 (M) - T2 (M))?) = E(TAY (X)),
Comme (z + y)? < 2(z% + y?) et que

2

(M) = T (M))| |

(Ko = X0, = |(TA ’

tiy1

(M) = T (M) — (T

141

TR2(X) < 2A{TPH(TH (M) + T2 (T (M)}

Il suffit donc de montrer que
E(T (T (M)))

tend vers 0 lorsque |A| 4 |A'| tend vers 0 : soit s, € AA" et t; € A tels que
t; < Sk < Sg+1- Nous avons

T2 (M)_Tﬁc(M) = (M _Mtl)2_(M5k_Mtl)2

Sk+1 Sk41
= (M5k+1 - MSk)<M$k+1 + Msk — 2Mtl)

et par conséquent,
TAN(TA(M)) < (sup | M., + M, — 2Mtl]2) TAN(M).
k

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2
B (125 (T3(0)) < B (sup b, + M, 200, 1) (TS ()2

Lorsque |A| + |A'| tend vers 0, le premier facteur tend vers 0 a cause de la

continuité de M. Le deuxieme facteur est borné par une constante indépendante
du choix des subdivisions A et A’ : en effet, calculons

(TaA(M))Q = <Z(Mtk - Mtk—1)2>

k=1

= 2ZTL:(T@A(M) = T (M) (T3 (M) = T (M) + ) (M, — My, )"
k=1
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Grace a (*), nous savons que
E(T; (M) = T (M) Fy,) = B(Ma — My, )*| F,)

et par conséquent,

n n

E(T;(M))) = 2) E[(M, — My ) (T3 (M) = Ty (M))] + Y E[(My, — M,,_,)"]

S E |:(2 sup ’Ma — Mtk|2 + sup |Mtk - Mtk_1|2) TLLA(M):|
k k

Supposons que M est bornée par une constante C. Alors, par (*), on voit
facilement que
E(T;(M))) < 4C°

a

et donc que
E(T2(M))?) < 12C2E(TA(M))) < 48C*.

En résumé, nous avons montré que la suite (T2"(M)), a une limite dans L?
donc en probabilité qu'on note < M, M >, pour toute suite (4A,,) de subdi-
visions de [0, a] telle que |A,| tend vers 0.

. Dans cette derniere partie, on montre que le processus limite (< M, M >,
)¢ a toutes les propritétés énoncées.
- Soit (A,,), définie comme au-dessus. L’inégalité de Doob pour la martingale
(TA™(M) — TA™ (M), sécrit

E |sup [T (M) = T (M)]?| < 4 E[(T7 (M) = T (M))?).

t<a

Il existe donc une sous-suite (A,,) telle que TtA"k (M) converge presque
sturement uniformément sur [0,a] vers la limite < M, M >, qui est donc
p.s. continue.

- La suite (A,,),, peut étre choisie telle que A, soit un raffinement de la sub-
division A, et telle que | J,, A, soit dense dans [0, a]. Pour tout (s,t) € J, A,
tels que s < t, il existe un entier ng tels que s et t appartiennent a toutes les
subdivisions A,, avec n > ng. Or T4 < TtA” donc

<M M> << MM >,

et donc < M, M > est croissante sur | J,, A, et donc sur [0, a] car < M, M >
est continue.

- Dernier point : on montre que M?*— < M, M > est une martingale en
passant a la limite dans I’équation (x). O

Proposition 6.1.1. Soit M une martingale continue et bornée, T un temps
d’arrét. On note M7 la martingale arrétée en T. Alors,

<MT MT >= < M,M >T.
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Démonstration. . < MT, MT > est I'unique processus croissant, nul en 0,
continu telle que

(M- < M, MT >

soit une martingale.

(M= < MM > = (M?)T— < M, M >T est une martingale et <
M, M >T est un processus croissant, nul en 0, continu donc < M7, MT >=
< M, M >T. O

6.2 Martingales locales continues.

Soit M un processus défini sur (€2, F, (F;)ier+, P) & valeurs réelles, continu.
On dit que M est une martingale locale continue si
i) My est intégrable.
ii) Il existe une suite de temps d’arrét (7),), telle que T}, T +o00 p.s. et telle
que M7 soit une martingale uniformément intégrable.

Remarques :

1.

La condition ii) peut étre remplacée par l'assertion équivalente sui-
vante :

ii’) 1l existe une suite de temps d’arrét (7,), telle que T, T 400 p.s. et
telle que MT" soit une martingale. Il suffit d’arréter la martingale en n
pour la rendre uniformément intégrable.

2. Une martingale est une martingale locale (prendre T, = n).

Une martingale locale arrétée est une martingale locale : soit S un
temps d’arrét quelconque, M une martingale locale.

Il existe une suite de temps d’arrét (7,,) telle que 7,, T 400 p.s. et
telle que M ™ soit une martingale uniformément intégrable. (MS)%n =
M5 est encore une martingale uniformément intégrable.

4. La somme de deux martingales locales est une martingale locale.

FEzercices :
Démontrer les assertions suivantes :

1.

Une martingale locale positive est une surmartingale (Utiliser le lemme
de Fatou).

Une martingale locale bornée est une martingale.

3. Soit M une martingale locale continue et soit T,, = inf{t : |M;| > n}

alors M est une martingale bornée et T}, T +00 p.s.

Il existe des martingales locales (méme uniformément intégrables) qui
ne sont pas des martingales (Exercice difficile, voir exercice 7.7).
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Exemple de base : Le mouvement Brownien réel (B;) qui est une martingale
donc une martingale locale mais qui n’est pas uniformément intégrable car

supE(|By|) = +oc.
¢

Par contre, il existe une suite de temps d’arrét (7},), telle que T, T +o0 p.s.
et telle que B™" soit une martingale uniformément intégrable.

Théoreme 6.2.1. Soit M une martingale locale continue. Il existe un unique
processus < M, M > croissant, continu, nul en 0 tel que M*— < M, M >
soit une martingale locale.
De plus,

sup [T (M)— < M, M >, |

s<t

converge en probabilité vers 0, lorsque n — —+00.

Démonstration. . Soit (71),), une suite de temps d’arrét telle que T,, T 400
p.s. et telle que M™" soit bornée. D’apres le théoreme 6.1.1, pour tout n,
il existe un processus A" =< MT» M™ > tel que (M?)™ — A" soit une
martingale uniformément intégrable.

((MQ)TnH . An+1)Tn — (MQ)Tn o (AnJrl)Tn

donc (par unicité),
(An—l-l)Tn — An

On peut construire sans ambiguité un processus noté < M, M > croissant,
continu, nul en 0 tel que < M, M >Tn= A" Par cette construction, M?— <
M, M > est une martingale locale puisque (M?*— < M, M >)T» = (M?)T» —
A" est une martingale uniformément intégrable.

. Soit ¢t fixé. Soit € > 0 et S un temps d’arrét tel que M?° est bornée et
P(S < t) < §. Sur lintervalle [0,5], T2(M) et < M, M > coincide avec
TA(M®) et < MS, M® >, donc

P(sup |[TA(M)— < M, M >, | > ¢) < §+P(sup |[TA(M®)— < M5, M® >, | > ¢)
s<t

s<t
et le dernier terme tend vers 0 lorsque le pas de A tend vers 0. O

Corollaire 6.2.1. Soit M, N deux martingales locales continues. Il existe
un unique processus < M, N > continu, a variation finie et nul en 0 tel que
MN— < M, N > soit une martingale locale continue.
De plus, pour tout t et pour toute suite de subdivisions (A,), de [0,t] telle
que |A,| —0,

sup [T2"(M,N)— < M,N >, |

s<t

converge en probabilité vers 0, lorsque n — +00, o

TAY(M,N) =Y (M

tit1

= M{)(N;,, = N7).

i+1
t; €Ay
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Démonstration. . Clairement, on a
T2 (M, N) = %<TtA”(M +N) — TA(M — N)).
On pose :
< M,N >:i(<M+N,M+N> ~<M-NM-N>)

Or
MN = i((M LN — (M — N)2)

donc MN— < M, N > est une martingale locale continue d’apres le théoreme
6.2.1.

. Soit. A et A’ deux processus a variation finie continus tels que M N — A et
MN — A’ soient des martingales locales. Alors, A — A’ est une martingale
locale continue & variation finie. 1l existe T}, T +oo telle que (A — A")T" est
une martingale uniformément intégrable et a variation finie donc, pour tout
n,

(A— A =0

donc, en passant a la limite, A = A’. n

Ezercice :
Soit M, N deux martingales locales et soit T" un temps d’arrét. Alors,

<MT NT >=< M,NT >=< M" N >=< M,N > .

(Indication : Montrer que M (N — NT) est une martingale locale).
Remarques :

1. L’application (M, N)— < M, N > est bilinéaire, symétrique et posi-
tive. Elle est aussi non dégénérée au sens ou

<M M>=0& M=DM, p.s..

2. Soient M et N deux martingales locales continues.
MN est une martingale locale < < M, N >= 0.

Proposition 6.2.1. [Inégalité de Kunita-Watanabe] Soit M, N deuzx mar-
tingales locales continues et H et K deux processus mesurables. Alors,

AL ANE (/OOOHE d<M,M>S)1/2 (/OOOKf d<N,N>s)1/2.

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les ap-
proximations de (M, M) et (M, N ) obtenues dans le théoreme 6.2.1. et le
corollaire 6.2.1., on obtient

[(M,N )i < V(M M)W/(NN)!
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ou on note ( M, N ). = (M, N), — (M,N ).
Soit une subdivision s =ty <t <...t, =1,

p p
STUM N < STWAM M IV N
=1 1=1

» 12/ 1/2
< (o) (o)

= V(M M).V/(N.N).

donc, puisque fst |d{M,N),| =supd b, |( M, N}Z“], on en déduit que

/wmwmstmwaNx

On généralise ensuite cette inégalité & tout borélien borné A de R™ par un
argument de classe monotone

/A|d<M,N>u| < \//Ad<M,M>u\//Ad(N,N>u.

Soit maintenant h = >, \;14, et k = ), 11,14, deux fonctions étagées posi-
tives. Alors,

[kl = ZAu/A d(M,N),|
<Z)\§/Aid(M,M>s>l/2 (Z@/A d(N,N>s>

i

= (/ h2d( M,M)s)l/2 (/ kﬁd(N,N)s)m

On conclut en utilisant le fait que toute fonction mesurable positive est limite
d’une suite croissante de fonctions étagées. ]

1/2

IA

Proposition 6.2.2. Une martingale locale continue M est une martingale
bornée dans L? si et seulement si

- M, € L2

- < M, M >, est P-intégrable.

Démonstration. . = - M est bornée dans L? donc M, € L?
- 1l existe une suite de temps d’arrét T, T +o00 telle que pour tout n, MT»
soit une martingale bornée. On a

(%) E(Mf,5) — E(< M, M >1,00) = E(M).
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Comme M est bornée dans L2, on peut passer a la limite et on obtient que
E(M2) —E(< M, M >,) =E(M}).

Donc, < M, M >, est intégrable.
. <= - D’apres (%),

(k%) E(M7 ) <E(< M, M >5) +E(M) = K < .
D’apres le lemme de Fatou,
E(M?) < limninfE(M%nM) < K.

Donc, M est bornée dans L2.
- De plus, comme (M), est une martingale, on a

E(Mr, pt|Fs) = Mr,ps p-S.
et on obtient en passant a la limite que

E(M|Fs) = My p.s..

Par conséquent, M est une martingale. O

Remarque : 11 est facile de voir que le processus (M?— < M, M >); est en
fait une martingale uniformément intégrable car

sup |[M?— < M, M >, | < (MX)*+ < M, M >, L'
t

avec MZ = sup,cp+ | M.

Corollaire 6.2.2. Une martingale locale continue converge p.s. lorsque t — oo
sur 'ensemble {< M, M >,,< +00}.

La preuve est laissée en exercice. Indication : utiliser la suite de temps
d’arrét T, = inf{t; < M, M >,> n} et considérer (M;"),.

6.3 Semi-martingales continues

Soit (2, F, (F;)ier+, P) un espace de probabilité filtré et soit X = (X;)er+
un processus a valeurs réelles.
X est une semi-martingale continue si X peut s’écrire sous la forme

X=M+A

ol M est une martingale locale continue et A un processus a variation finie,
continu et nul en 0. Une telle décomposition est unique ; en effet, si

X=M+Aet X=M + A,

alors M — M’ = A" — A est une martingale locale continue a variation finie
donc c’est une constante.
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Proposition 6.3.1. Une semi-martingale continue X de décomposition X =
M + A admet une variation quadratique notée < X, X > et

<X, X>=< MM >.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0,

k—1
TtA(X) - (Xt¢+1 - Xti)2 + (Xt - th)2

=0
k—1 k—1

- Z(th = My)? + (My = My )* + Y (An,, — A)* + (A = Ay,)?
i=0 i=0

k—1
+ 2 (Mti+1 - Mti)(Ati+1 - Atz) + 2(Mt - Mtk)<At - Atk>

o

1=

Le premier terme converge en probabilité vers < M, M > lorsque le pas de
A tend vers 0. Il reste a montrer que les autres termes tendent vers 0 lorsque
|A| tend vers 0.

Par continuité de A, on obtient

S Sup |Ati+1 - At
(2

V(A)t — O,

i

k-1
Z(Ati+1 - At¢)2 + (At - Atk)2
1=0

lorsque |A|— 0.
De méme, par continuité de M,

k-1

Z(Mti+1 o Mti)<Ati+1 - Atz) + (Mt o Mtk)(At o Atk) < SUjp |Mtz‘+1_Mt¢ V(A>t - 07
=0 %
lorsque |A|— 0. O

Si X =M+AetY = N+ B sont deux semi-martingales continues, nous
définissons le crochet de X et de' Y par

1
<X,Y >=< M,N >= Z[<X+Y7X+Y> —<X-Y,X-Y>].
De maniere évidente, < X,Y >; est la limite en probabilité de

Z(th‘Jrl - Xti)(}/;/wrl - Y;fz)

)
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Chapitre 7

Intégrale stochastique

7.1 Intégrale stochastique par rapport a une
martingale bornée dans L?.

On note H? I'espace des martingales M continues et bornées dans L? telles
que My = 0. D’apres la proposition 6.2.2., si M € H?, alors E(( M, M ),) <
+00. D’apres I'inégalité de Kunita-Watanabe, si M, N € H?, alors E(|( M, N ).|) <
+00. On peut donc définir sur H? un produit scalaire par

(M,N )2 =E(M,N)o).
La norme associée a ce produit scalaire est donnée par
M|z = E((M, M )oo)">.
Proposition 7.1.1. L’espace H? est un espace de Hilbert pour la norme
1Mz = E((M, M )oo)"?.

Démonstration. Montrons que H? est complet pour la norme ||.||g2. Soit
(M™),, une suite de Cauchy de H? pour cette norme. D’aprés la proposition
6.2.2., on a

lim  E[(M2—M™? = lim E[(M"—M™ M"—M™)]=0.

m,n—-+00 m,n—-+o0o
L’inégalité de Doob entraine donc que

lim  Elsup(M}* — M]™)?] = 0.

m,n—-+00 tZO

On peut alors construire une sous-suite ny d’entiers telle que

00 ) 1/2
E ;sgp | M — Mt"’““|] < ZE {sgp | M — M2 < 00

k=1
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On en déduit que p.s.
o0
Zsup|]\/[t"’“ — M| < o0
=1 °

et donc la suite (M;™);>o converge uniformément sur R* vers une limite qu’on
note M. On voit facilement que cette limite M est une martingale continue
(Remarquer que (M;"*);>0 converge aussi dans L? vers M car suite de Cauchy
dans L?). Comme les variables M/* sont uniformément bornées dans L?, la
martingale M est aussi bornée dans L? et donc M € H?. Enfin,
lim E[( M™ — M, M™ — M ),] = lim E[(M™ — My)* =0
k—+4o00 k—+oc0

ce qui montre que la sous-suite M™ converge p.s. donc aussi la suite (M")
vers M dans H-. O

Si M € H?, nous appelons £2(M) I'espace des processus progressivement
mesurables K tels que

\|K||§W:EU K2d< M, M >,| < +oc.
0

Pour tout A € P = B(R") ® F, on pose
Py(A)=E [/ 14(s,w) d < M, M >, (w)} < +o00.
0

P); est une mesure bornée sur P et L2(M) est espace des fonctions pro-
gressivement mesurables et de carré intégrables par rapport a P,,. On notera
L*(M) Vespace des classes d’équivalence des éléments de £*(M). C'est un
espace de Hilbert pour la norme [|.|[5; (Le produit scalaire associé est noté
()

Remarquons que LQ(M ) contient tous les processus adaptés, continus et
bornés.

On note &£ la famille des processus élémentaires définis par

[y

p—

Hs(w) = Z H(Z) (w)]‘]tiati+1]<8)

ot les H® sont J;,-mesurables et bornées.
Proposition 7.1.2. Pour tout M € H?, £ est dense dans L*(M).

Démonstration. 11 suffit de montrer que si K € L?(M) est tel que (K, N)y =
0 pour tout N € &, alors K = 0. Soit 0 < s < t, et F' une variable F,-
mesurable bornée. Si (H, K)y = 0 pour H = Flj,4 € &, alors

E [F/:Kud(M,MM} = 0.
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Posons, pour tout £ > 0,
t
X :/ K,d(M,M),.
0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que M € H? et K €
L?(M), cette intégrale est p.s. absolument convergente et méme dans L.
Donc, pour toute variable F' Fs,-mesurable, E(F (X, — X)) = 0. Puisque
Xo = 0 et X est a variation finie, X = 0 d’apres le théoreme 5.2.2.. Donc,
presque stirement, K, = 0 d{ M, M ),—p.p., donc K = 0 dans L*(M). H

On commence par définir fot H,dM, ou H € £ un processus élémentaire
défini par

p—1
Hs(w) - Z H(Z) (w)l]ti7ti+1]<8)
=0

ot les H® sont F;.-mesurables et bornées.
On pose :

t p—1
(H.M), = / HodM, =Y HO(W)(Mir,,, — Ming,)-
0 i=0

Pour H € &, (fot H,dM,);>o appartient & H? si M € H.

Théoréme 7.1.1. i). L’application H — H.M s’étend a une isométrie de
L*(M) dans H?.
it). De plus, H.M est caractérisée par la relation

<HM,N>=H.<M,N > VN c H*

Démonstration. i). : Si H € &, alors H.M est la somme des martingales
Mt(l) = H(i)(Mt/\ti+1 - Mt/\ti) telles que <M(l)7 M(]) >t =0slz # j et

<M(Z)’M(Z) >t — (H(i))2(<M,M>t/\ti+l - <M7M>t/\ti)'

Par conséquent,

p—1
<H'M7 H.M >t = (H(i))2(<M’M>t/\ti+1 - <M>M>t/\ti)
=0
et donc
p—1
H[—I‘]WH%I2 = E Z(H(Z))2<<M7M>ti+1 - <M7M>tz)]
1=0

= ]EU H§d<M,M>S}
0

= 1=l
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L’application H — H.M est donc une isométie de £ dans H?. D’apres la
proposition 7.1.2., £ est dense dans L*(M) et H? est un espace de Hilbert,
on peut donc prolonger de maniere unique cette application en une isométrie

de L*(M) dans H?.

ii).: Si H €€,

et
<M(i),N>t = H(i)(<M7N>t/\ti+1 o <M’N>t/\ti)'

On en déduit donc que

—_

p— t
(HM,N )y =Y HO((MN)ni,,, — (M, N)ip,) = / Hod{M,N),.
0

i

I
=)

Dong, ii) est prouvée si H € £. D’apres 'inégalité de Kunita-Watanabe, pour
tout N € H? lapplication X — (X, N ), est continue de H* dans L'. Si
H" € & et H* — H dans L*(M), on a

(HM,N)o = lim (H".M,N)s = lim (H".(M,N))oo = (H.{ M, N ))s

n—-4o00 n—-—+oo

ol les convergences ont lieu dans L. La derniere égalité découle de I'inégalité
de Kunita-Watanabe :

?|

En prenant N* au lieu de N dans 'égalité ( HM, N )o. = (H.( M, N )), on
en déduit ii).

H.M est caractérisée par ii), au sens ol si X est une autre martingale de H?,
on a pour tout N € H?,

= mjaca v,

1SHMUWQWWV—MW-

(HM —-X,N)=0
et donc, en prenant N = H.M — X, on trouve que X = H.M. O

Proposition 7.1.3. Si K € L*(M) et H € L*(K.M), alors HK € L*(M)
et
(HK).M = H.(K.M).

Démonstration. Premierement,

< KM, KM >=K? < M,M >
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donc HK € L*(M). De plus, d’aprés le théoréme 7.1.1., pour tout N € H?,

<(HK).M,N > = (HK).<M,N >
= H(K.<M,N >)
= H <KMN >
= <H.(K.M),N >

O
Proposition 7.1.4. Si T est un temps d’arrét et si M € H?,
KM" = Klgm.M = (K.M)".
Démonstration. On a M7 = 1j0,77.M car pour tout N € H?,
<M"',N>=<M,N >"=17. < M,N >=<17.M,N > .
Par la proposition précédente,
KM" = K.(17.M) = Kl 7.M
et
(K.M)" =17 (K.M) = 111 K. M.
O

La martingale H.M est appelée intégrale stochastique de H par rapport a

M et est notée _
/ H, dM,.
0

7.2 Intégrale stochastique par rapport a une
martingale locale

Soit B un mouvement Brownien a valeurs dans R. On sait que B ¢
H? mais par contre, B arrété en t appartient a H2. Donc, on peut définir
f(f H, dB, pour tout t € R* si H satisfait

¢
]E{/Hfds]<oo.
0

Si M est une martingale locale continue, on note L7 (M) I'ensemble des
processus H progressivement mesurables tels que

T’VL
E{ H§d<M,M>S}<oo
0
ou 7,, est une suite de temps d’arrét T 400 p.s..
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Proposition 7.2.1. Pour tout H € L} (M), il existe une unique martingale

locale continue, nulle en 0, notée H.M , telle que pour toute martingale locale

continue N,
<HMN >=H.<M,N >.

Démonstration. On peut construire une suite de temps d’arrét (7,), T +o0
tels que M € H? et H™ € L?*(M™"). Donc, pour tout n, on peut définir
I'intégrale stochastique,

X0 — gt pTe e g2,
Si on arréte X+ en T),, on obtient

(X(n—i-l))Tn _ (HTn+1 ‘MTn+l )Tn
— HTn+1 1[07Tn] ..Z\4TnJrl
= H]_[O’Tn].MTn

On peut donc définir H.M en posant
(H.M), = X™ sur [0,T,].

(H.M); est une martingale locale continue car (H.M)™ = X™ ¢ {2,

On a clairement
<HMN>=H.<M,N >

puisque
< HM,N >"™=(H. < M,N >)™

ou (T,)n T +00. O

H.M lintégrale stochastique de H par rapport a M est notée

/' H, dM..
0

Un processus progressivement mesurable H est dit localement borné si il
existe une suite de temps d’arrét (7),), T +oo et des constantes C,, tels que

|H™| < C,,.

Un processus H adapté et continu est localement borné : il suffit de choisir
les temps d’arrét
T, = inf{t;|H;| > n}.

L’intérét de cette définition est que si H est progressivement mesurable et
localement borné, alors pour toute martingale locale continue M, on a H €

L2 (M),

loc
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7.3 Intégrale stochastique par rapport a une
semi-martingale continue

Soit X = M + A une semi-martingale continue, soit H un processus
localement borné, alors ["intégrale stochastique de H par rapport a X est la
semi-martingale continue :

HX=HM+HA

ou H.M est I'intégrale de H par rapport a la martingale locale continue M
et H.A l'intégrale de H par rapport a A au sens de I'intégrale de Stieltjes.
La semi-martingale H.X est notée

/' H, dX..
0

Propriétés de l'intégrale stochastique :

— L’application (H, X) — H.X est bilinéaire.

— Si H et K sont localement bornés, alors H.(K.X) = (HK).X.

— Pour tout temps d’arrét T', (H.X)" = Hlp . X = H X,

— Si X est une martingale locale (resp. un processus a variation finie),
alors H.X est une martingale locale (resp. un processus a variation
finie).

~ Si H € £ s'écrit Hy(w) = Y20y HY (W), 4,0 avec HD F, -mesurable
et bornée, alors

p—1
(H'X>t = Z HY (Xt/\ti+1 - Xt/\tz')‘

1=0

Nous prouvons maintenant un théoreme de type convergence dominée
pour les intégrales stochastiques.

Théoreme 7.3.1. Soit X une semi-martingale continue. Si (H™),, est une
suite de processus continus, localement bornés, convergeant ponctuellement
vers 0 et si il existe un processus localement borné H tel que |H™| < H pour
tout n, alors H". X converge vers 0 en probabilité, uniformément sur tout
intervalle compact.

Démonstration. On se restreint au cas ou X est une martingale locale conti-
nue. Soit 7, la suite de temps d’arrét localisant X, alors (H™)T™ converge
vers 0 dans L?(X™m) et d’apres le théoreme 7.1.1., (H™.X)T» converge vers
0 dans H?2. On conclut comme dans la preuve du théoréme 6.2.1. n

Le prochain résultat est le point crucial dans la preuve de la formule de
[t6 qu’on verra par la suite.
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Proposition 7.3.1. St H est un processus continu a gauche, adapté et si
(A,)n est une suite de subdivisions de [0,t] telle que |A,| — 0, alors

t
/ H,dX.=P— lim Hyp (X, — Xip).
0 " A,

Démonstration. Si H est borné, les sommes de droite sont les intégrales sto-
chastiques des processus élémentaires ) . H (i)]-]ti,ti 1] qui convergent ponc-
tuellement vers H et sont bornés par ||H||w; par conséquent, le résultat
découle directement du théoreme précédent. Le cas général est obtenu en
utilisant les techniques de localisation. O

7.4 Formule d’intégration par parties

Soit X, Y deux semi-martingales continues.

Proposition 7.4.1.

t t
0 0

t
ii). Xf:X§+2/ X dXs+ < X, X >, .
0

Ezxemple : X; = B; le mouvement Brownien réel standard, < B, B >,=t,
By =0. On a alors :

t
Bf-t:Q/ B, dB..
0

On en déduit en particulier que ( fot B, dBy); est une martingale.

Démonstration. i). Siii) est montré, on applique & X +Y et a X — Y :

X = O (]

- i[(Xo +Y0)* = (Xo — ¥0)?]

1 t t
bl [ O Yy don Y <2 [ (X Y dX, - Vo)
0 0
1
+ZKX+KX+Y%—<X—KX—YM

t t
= XOYO—i—/ X dYs—l—/ Y, dX+ < XY >,
0 0
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puisque par définition
1
<X,V >= Z[<X+Y,X+Y>t— <X-Y,X-Y >/
ii) Démontrons ii). Soit (A,), une suite de subdivisions de [0,t] telle que

|A,| — 0.
Alors,

XP-Xg o= ) (X - Xi)
= 2 Z thl (thli»l - Xt’z’l) _'_ Z(Xt?+1 —_— thl)Q

Dong, lorsque |A,| — 0, X? — X2 converge en probabilité vers

t
2/ X dX 4+ < X, X >, .
0

]

7.5 Formule de changement de variables de

Ito
Soit d un entier, X = (X1!,..., X9) un processus a valeurs dans R? est
une semi-martingale si chaque composante X*,i = 1,...,d, est une semi-

martingale réelle.

Théoréme 7.5.1. [Formule de 1t6] Soit F' : R — R une fonction C?, X
une semi-martingale continue a valeurs dans RY. Alors, F(X) est une semi-
martingale et

F F(Xy) X't X4 X7 >
(X O+Z/ 8:6 o d Z/@x@x] s @<

Exemple : Soit X; = (B}, B?) ou (B});, (B?); sont deux mouvements Brow-
niens réels standard indépendants.
Remarquons que < B!, B2 >= 0 car le produit (B'B?); est une martingale.

Démonstration. On se restreint au cas d = 1.

a) Soit G(x) un monome tel que la formule est satisfaite pour G' (Prendre, par
exemple, G(z) = z?). Soit F'(z) = 2G(x). D’apres la formule d’intégration
par parties,

FIX)) = X,G(X,) = XoG(Xy) / X, dG/(X / G(X,) dX,+ < X, G(X) >
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G(Xy) = G(Xo) + /Ot G'(X) dX, +%/Ot G'"(Xs) d< X, X >.
On en déduit que
/X dG(X /XG' ) dXs+ = /XG" s)d< X, X >4
et que
<X,GX)> = <X/G’ ) dXy > +— X/G” ) d< X, X >, )
= /OG'(XS)d<X,X>S

(car (f; G"(X) d < X, X >;); est & variation finie).
Donc,

F(X) = F(Xo)+ / (GIX) + X.G(X.)) dXe + - / (XLG(X) +2G/(X.) d < X, X >,
— F(Xo) + /t F/(X.) dX. + % /t FU(X) d< X, X >,

b) On passe trivialement du cas monoéme au cas polynome.

c) Cas général : soit F une fonction de classe C?. Soit n € N et T}, =
inf{¢; | X;| > n}. Pour tout n, il existe une suite de polynémes (F™™),en
convergeant uniformément vers F' sur l'intervalle [—n, n] lorsque m tend vers
Iinfini. De plus, (F™™ )en et (F»™"),en convergent uniformément vers F'
et I respectivement sur 'intervalle [—n,n]. Pour tout ¢ > 0, sur ’ensemble
{T,, > t}, on a les convergences suivantes lorsque m — +00,

FM(Xy) — F(X)

Fr(Xy) — (X))
Frm(X,) — F'(Xy)

(F™™) étant un polynome, on a la formule
tAT), / AT}, .
Fm(Xopr, ) = F™™(Xo)+ / Fr(X,) dX ot / Frm'(X)d < X, X >, .
0 0

Sur Uintervalle {T,, > 0}, on laisse m tendre vers +oo et on applique le
théoreme de convergence dominée. O]
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Remarques : 1- Forme différentielle de la formule de Ito6 :

X dXZ X d X’ X )
Z&xz ‘) Zaxﬁx] 1) d< >t

2- Si X est une semi-martingale réelle, alors par la formule de Ito, si F' est
une fonction de classe C?, alors F(X;) est une semi-martingale réelle. La
classe des semi-martingales reste donc invariante par la composition avec des
fonctions C?, ce qui n’est pas vrai pour la classe des martingales locales.

7.6 Applications de la formule de It6

La formule d’ It6 a eu de nombreuses applications, on en présente quelques
unes ici.

7.6.1 Exponentielle de Doléans d’une martingale lo-
cale continue

Théoreme 7.6.1. Soit X une martingale locale continue, A\ un nombre com-
pleze, alors 'équation suivante (en Z)

Zy =1+ /t Z, d(AX,) (7.1)

admet une unique solution qui est la martingale locale continue :

)\2
Z, = exp [A(Xt — X,) — S <X X >

Le processus (Z;)i>o est appelée exponentielle de Doléans de AX et notée
Z =E(A\X).

Démonstration. a) Existence : On suppose que Xy = 0. On applique la for-
mule de It6 avec la fonction F(x) = e* et Yy = A\ X — )‘72 <X, X >,

t 1 t
F(Yt):F(Yo)Jr/ e’ dYs+§/ e d<YY >,
0 0
soit encore

t
P a2
A= <X X> 1+/ R e d()\ X'S)
0

en remarquant que

<Y,V >=< AX,0X >= M < X, X >, .
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b) Unicité : Soit Y une autre solution de (7.1). On applique la formule de
It6 avec la fonction F(u,v) = u/v et u=Y;, v =E(AX)s :

i _ Ll Y
EOX), ‘”/0 gox), / o). EAX:

t 1 1 [t 2y,
_/0 Wd<Y7g(/\X) >, +§/0 md<8()\X),8(>\X) >

. Comme Y et £(AX) sont solutions de (7.1), on en déduit que d€(AX) =
EOX)AAX) et dY, = Yid(\X,).
<Y, EOX) >=< [YAAX), [ EAX) dAX) >= (YEAX)). < AX,AX >
donc

d<Y,EAX) >=YEMNX)d < AX,\X > .

A< ENX),ENX) >, =ENX)2d < AX,\X >, .
On en déduit apres quelques calculs que Y; = £(AX); pour tout ¢ O

Caractérisation du mouvement Brownien
Soit (Q, F, (F;)¢, P) un espace de probabilité filtré.

Théoreme 7.6.2. Soit M une martingale locale continue, réelle, nulle en
0, telle que < M, M >,=t pour tout t. Alors, M est un (F;);-mouvement
Brownzen.

Démonstration. Soit u € R, E(iuly) = exp(iuM; + “2—275) est une martingale
locale d’apres le théoreme précédent et

w2
|E (tuMy)| = exp(?t),

donc (€(iuMs))scio,q est une martingale bornée (cf chapitre précédent). Pour
tout s, tels que s < t, on a donc

E(exp(iu(M;—My))|Fs) =E (% exp(—u;(t — s))|fs)) = exp(—u;(t—s)).

Par conséquent, M; — M; suit une loi Normale N (0,¢—s) et est indépendante
de F;. ]

7.6.2 Théoreme de Girsanov

Soit (0, F, (F:):,P) un espace de probabilité filtré. Le but de ce para-
graphe est d’étudier comment se transforme la notion de martingale locale
lorsque la probabilité P est remplacée par une probabilité QQ absolument conti-
nue par rapport a P. Nous commencons par rappeler le théoreme d’existence
de la densité de Radon-Nikodym. La preuve est omise.
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Théoréme 7.6.3. Soit (U, F, (F;)i, P) un espace de probabilité filtré. Soit Q
une mesure absolument continue par rapport a P : Q << P (i.e. pour tout
AeF, P(A)=0= Q(A) =0).

Alors, il existe une variable aléatoire F-mesurable, positive telle que pour
tout A € F,

Q(A) = / Z dP.
A
Alors,
dQ
7=

est appelée la densité de Radon-Nikodym.

On pose, pour tout t > 0,
Zy = E(Z‘]'—t>

Alors, (Z;); est une martingale continue a droite et uniformément intégrable.
Soit 7" un temps d’arrét relativement a la filtration (F;),. On pose Qr = Q#,,
Pr = Pz, les mesures Q et P restreintes a la tribu F7 des événements
antérieurs a T'. Alors, on montre facilement que

_ 4Qr
Py

Zr
Les preuves des deux lemmes suivants sont laissées en exercices.
Lemme 7.6.1. (Z;); est Q-p.s. strictement positive.

On suppose que t — Z; est continue.

Lemme 7.6.2. Soit X continu, adapté. Si le processus X7 est une P-
martingale locale, alors X est une Q-martingale locale.

Théoreme 7.6.4. [Girsanov] Soit Q) une mesure absolument continue par
rapport a P sur Fuo. On suppose que (Z;); est continue. Alors,

i). chaque P—semi-martingale est une Q—semi-martingale.

ii). si M est une P—martingale locale continue et si

1
M'=M-—. <MZ>,

alors M' est bien définie sur (Q, F, (Fi):, Q) et (M]): est une Q—martingale
locale. De plus,

<M M >=<MM> Q—p.s.
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Démonstration. Supposons que ii) soit prouvée. Si X est une P—semi-martingale
s’écrivant X = M + A (pour PP), alors

1
X=M+_. <MZ>+A

est une Q—semi-martingale.

On montre maintenant ii). Tout d’abord, M’ est bien définie (pour Q) car
1/Z est Q-localement borné (d’apres le lemme 7.6.1 ). Montrons que M'Z
est une P—martingale locale. D’apres la formule d’intégration par parties,

t t
MZ, = M(’)ZO+/ Ms’dZS+/ Zy dM!+ < M, Z >,
Ot Ot
= Mgzo+/ M;dzs+/ Z, dM,,
0 0

On utilise le lemme 7.6.2 pour conclure. O

Les deux corollaires suivants démontrent (si besoin!) I'intérét du théoréeme
de Girsanov :

Corollaire 7.6.1. Soit (B;)ier+ un (Fy)ier+-mouvement Brownien standard
sur (0, F, (Fi)ier+, P). Pour tout t € R™, on définit

~ 1
Bt:Bt_E'<Byz>t'

Alors, (By)ier+ est un mouvement Brownien sur (Q, F, (F)i, Q).
Démonstration. Utiliser le théoreme 7.6.2. [

Corollaire 7.6.2. Soit L une martingale locale continue sur (2, F, (Fi)i, P)
telle que Lo = 0. On suppose que

1
E exp(§ <L,L>y)| <oc.

Alors,

i) E(L) est une martingale uniformément intégrable.
it) si on définit By = By— < L,B >y, alors (By); est un Q—mouvement
Brownien si (By); est un P—mouvement Brownien.

Démonstration. La preuve du i) repose sur l'exercice 7.1 et ii) est évident. [

7.6.3 Inégalité de Burkholder

Théoreme 7.6.5. Soit M une martingale continue telle que
E(< M, M >5%) < o0
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ouT >0 est fixré, My =0 et p> 2. Alors,
i) il existe une constante C), (ne dépendant pas de M) telle que
Vvt < TE(|M, ") < CUE(< M, M >}").

ii) il existe une constante C, (ne dépendant pas de M) telle que

E(sup | M,[P) < C,E(< M, M >*?).

t<T

Démonstration. On suppose tout d’abord M bornée. On applique la formule
de Tt avec F(x) = |z|P, p > 2 et x = M.

! plp—1) [
= [ aptsgnan) avs,+ P22 g a <o s,
0 0
Donc,
-1 t
E(|M,|P) = %E U |M,[P=% d < M, M >5}
0

-1
< %E {sup|Ms\p2 <M,M >t}

s<t
(v-2)/p
1 2/
< I% (E [sup|Ms\PD (B [< n, 01 >7%]) !
s<t

en utilisant 'inégalité de Holder.
Donc,

o <2252 (] e o)
D’apres I'inégalité de Doob, 7

E [sup 0Lp] < #E()
pour g tel que 1/p+1/q = 1._

Donc,

-1 2
ey < (P2 grymanpy= (= [< b 577
soit, encore
-1
MMMﬂﬁy%ﬂW@kMMﬁﬁ.

L’extension de la formule a toute martingale continue s’obtient en considérant

les temps d’arrét
T, = inf{t; | M| > n}.
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EXERCICES

Exercice 7.1 : Soit Z une martingale locale continue positive définie sur un
espace filtré donné et de valeur initiale 1.

L.

a) Montrer que Z est une surmartingale positive et que E(Z,,) < 1.

b) Montrer que Z est une martingale uniformément intégrable si et seulement
siE(Zy) = 1.

I1.

On considere Z de la forme Z = E(M) ou M est une martingale locale
continue (E(M) désigne I'exponentielle de Doléans de M) et on suppose que

1
E [exp (5 <M, M >oo>} < 00.

a) Montrer que < M, M >, est intégrable et que M converge presque
stirement lorsque t tend vers l'infini.
b) Soit 0 < A < 1. Montrer que que pour tout ¢ > 0,

EAM), = (E(M))*exp [(M(1 — N\)/2) < M, M >,]

et que £(A M) est une martingale uniformément intégrable.
(On pourra appliquer I'inégalité de Holder avec I'exposant p = 1/)).
c¢) Déduire de ce qui précede en faisant tendre A vers 1 que

ElE(M)) = 1
et que £(M) est une martingale uniformément intégrable.
Exercice 7.2 : 1. Soit M = (M;);>o une martingale locale continue réelle

définie sur un espace filtré (Q, F, (Fi)i>0,P) , My = 0. Soit A = (At)i>0
un processus adapté continu croissant, nul en 0. On considere le processus

Z = (Z4)1>0 défini par :
b dM,
7, =
! /0 1+ A,

a) Montrer que M; = fOt(Zt — 7)) dA, + Z;.
b) Montrer que pour tout u tel que 0 < u < ¢, on a :

7z “Z,— 7)) dA, A, — A,
2 b2 s |2 - Zi)

M, .
_1+At 1+At 1+At u<s<t

14+ A

¢) On suppose que (Z;);>o converge P-p.s. vers une limite finie lorsque ¢ tend
vers U'infini. Déduire de ce qui précede que sur 'ensemble {A,, = oo} :
M,
1+ A

—0 P—ps. quand t — oo.
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I1. Soit L = (L4)s>0 une martingale locale continue réelle définie sur un espace
filtré (Q, F, (Ft)t>0, P), nulle en 0. Montrer que (L;);>o converge P-p.s. sur
I'ensemble {< L, L >,,< oo} vers une limite finie lorsque ¢ tend vers l'infini.
(Indication : on pourra considérer la martingale locale L>*— < L, L > et pour
chaque n, le temps T, = inf{t;< L,L >> n} si {—} # 0 et T,, = oo si
{—} = 0, puis étudier le comportement de L?— < L, L > sur les ensembles
A,={<L,L>,<p}oupeN).

Exercice 7.3 : Soit M une martingale locale continue nulle a ’origine. On
pose
Lt:SLlpMs et Ut:Lt—Mt.

s<t

Soit @ un nombre réel négatif et b un réel positif fixés.

a) En appliquant la formule de It6 a la fonction : (x,y) — F(z,y) = zy ou
z =exp(al — (1?/2) < M, M >) et y = ¢(U,;) ol ¢ est une fonction de classe
C?, montrer que

Z = ¢(U) exp(aL — (b*/2) < M, M >)

est une martingale locale lorsque pour tout ¢ > 0, on a :

/0 (@80 + S(U.) dLe =0 et /0 (PO + ' (U.) d < M, M 5= 0

Montrer que la fonction ¢ définie par : ¢(x) = bcosh(bx)—asinh(bx) convient.
b) Soit A > 0. On définit les temps d’arrét suivants :

T:{ inf{t;U; > A} si {—}#0

+o00 sinon

g — { inf{t; M, < =X} si {—}#0

-+00 sinon
Montrer que Z7 et £(aM?®) sont des martingales bornées et que

1

E [exp(—a®/2 < M, M >g)] > xp(—an)

c¢) On suppose que < M, M >, = oo P-p.s., déduire de ce qui précede que

1

P(S<oo)>m

puis que P(S < 00) =1 et enfin que P(T' < c0) = 1.
d) Montrer que

Elexp(aL, — (b%)/2 < M, M >,)] = b/(bcosh(b)) — asinh(b\)).
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e) En déduire que Ly suit une loi exponentielle de parametre 1/\.

Exercice 7.4 : Soit X un processus continu indépendant d’une tribu F et
tel que
E(sup | X;]) < oo.
t<K

Soit T" une variable aléatoire positive F-mesurable et bornée par le nombre
K.
Montrer que

E(X7|F) = o(T)

ot ¢(t) = E[X;].
(Indication : commencer par traiter le cas ou 7" est une combinaison finie
d’indicatrices.)

Exercice 7.5 : Soit (B;)er+ un mouvement Brownien réel standard défini
sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)ier+, P), la filtration (F;)icr+
étant continue a droite. Etant donné a > 0, on définit le temps d’arrét T,

par
Ta:{ inf{t; By >a}lsi{}#0

400  sinon

1) On note Z = £(AB™*) I'exponentielle de Doléans de AB™= olt X est un réel
positif donné.

a)- Montrer que Z est une martingale bornée. En utilisant E(Z,) et en faisant
tendre A vers 0, montrer que

P[T, < o] = 1.

b)- Calculer E[exp(—ATy)].

2) On considere maintenant la martingale locale M = & (iuB) l'exponentielle
de Doléans de iuB ou u est un nombre réel.

a)- Montrer que pour tout s,t € [0, +oo[ tels que s < ¢, pour tout K > 0,
on a

2
. U
Elexp{iu(Br,aky+t — Brunk)+s) HF@uary+s] = eXP{—g(t — )}
(Indication : utiliser la martingale locale arrétée & (iuB T )+t)).
b)- En déduire, en faisant tendre K vers I'infini, que le processus B(T,) défini
par
B(T,): = Br,++ — Br,
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est un mouvement Brownien relatif a la filtration (G;); ou G; = Fr, . Montrer
que pour tout t > 0, B(T,); est indépendant de Fr,.

3) Soit b > a. On considere T}, défini de fagon analogue a Tj,.
a)- Montrer que T, — T, est un temps d’arrét relativement a la filtration (G;);.
b)- En utilisant la martingale £(AB”*) montrer que

2

A
Elexp{~— (T — To)}[F7.] = exp{=A(b — a)}.
¢)- En déduire que le processus (73)q>0 est & accroissements indépendants.

Les questions suivantes sont indépendantes de la question 3). Le résultat
de lexercice 7.4 est utile pour la question 4).

4) a)- Montrer que pour toute fonction borélienne bornée f, on a
Elf(B)liz,<n] = B[z, <y (t — To)]

ot Y(u) = E[f(By + a)].
b)- En remarquant que E[f(B, + a)] = E[f(—B, + a)], déduire de a) que

E[f(B)1(r,<n] = E[f(2a — B:) 11, <)

5) Montrer que, en notant S; = SUP <y B, et pour a > 0, on a
1
PB; <a; S >al=P[B, > a;S; > a] =P[B, > a] = 51[”[5,5 > al.

En déduire que S; suit la méme loi que |By|.
6) Démontrer que pour a > bet a >0, on a

P[B, < b;S; > a] =P[B; > 2a — b; S; > a] = P[B; > 2a — b).
Démontrer que pour a < bet a >0, on a :
P[B; < b;S; > a] = 2P[B; > a] — P[B; > b].
7) Vérifier que la loi du couple (B, S;) est donnée par la densité :

2(2y — x) (2y — 2)°
Lozop bz = m=s— exp {_Z—t

Exercice 7.6 : Soit a,b et X des processus a valeurs réelles définis sur
un espace de probabilité filtré (2, F, (Fi)ier+, P). Les processus a et b sont
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progressivement mesurables et localement bornés; X est continu et Xy = 0.
Pour toute fonction f de variables réelles et de classe C?, on pose :

L) f(2) = 3a2(@) " () + b, () (2)

et Mi(f) = f(X,) /Ot L f(X.)ds.

1) Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour toute fonction f de classe C%, M(f) est une martingale locale.
(ii) Le processus M défini par :

t
Mt = Xt — / bs dS
0
est une martingale locale, de variation quadratique :
t
< M,M >t:/ a2 ds.
0

2) Pour A réel, on note &' = exp{AX;—\ [J b, ds— 2~ [ a? ds}. On considere
’assertion suivante :

(iii) Pour tout A réel, £} est une martingale locale.

a)- Montrer que (ii) implique (iii).

b)- Montrer que (iii) implique (i) pour toutes les fonctions f de la forme
f(@) = exp(Aa).

(Indication : considérer le processus V tel que exp(AX) = E*V).

¢)- En déduire par un argument de densité que (iii) implique (i).

Exercice 7.7 : Soit B, = (Bt(l), Bt(Q),Bt(g)) un mouvement Brownien de di-
(i)

mension 3 (i.e. pour ¢ = 1,2,3, (B;)ier+ sont trois mouvements Brownien
réels indépendants) issu de x # 0. Pour tout ¢ > 0, on pose :

Re= (B2 + (B2 + (B2

1) Montrer que (Rit
formule d’It6).
2) Calculer pour tout ¢ > 0, E(R%) et E(7).

t
3) En déduire que (R%)@ est une martingale locale uniformément intégrable,
mais n’est pas une martingale.

)t>0 est une martingale locale. (Indication : utiliser la
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Chapitre 8

Equations différentielles
stochastiques

Le but de ce chapitre est de donner un modele mathématique pour une
équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. Partons d’une équation

différentielle ordinaire IX

t

T b(Xy).

Ces équations décrivent en général 1’évolution dans le temps d'un systeme
physique, par exemple X; peut étre la position et le mouvement d’un satellite
a l'instant t. L’équation décrivant I’évolution du satellite ne peut pas étre
déterministe a cause des nombreux parametres inconnus. On ajoute donc
un terme de bruit (aléatoire) de la forme o(X;)dB; ou B; est un mouve-
ment Brownien et o(.) représente 'intensité du bruit dépendant de 1’état du
systeme physique a l'instant ¢. On arrive donc a une équation différentielle

stochastique (abréviation : E.D.S.) de la forme suivante

L’intégrale de It6 introduite dans les chapitres précédents permet de donner
un sens mathématique a cette équation sous la forme intégrale suivante

X, = X, +/t b(XS)ds+/ta(XS)dBS. (8.1)

Remarquons qu’on a déja rencontré une équation différentielle stochastique
(linéaire) :
t
X, =1+ / X, dB;
0

dont la solution est

t
Xt:exp<Bt—§>.

Plus généralement, ’équation

¢ ¢
Xt::vo—i-a/ Xsst—i-b/ X ds, (xg,a,b € R)
0 0
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a pour solution le processus stochastique

2

Xy = zgexp (aBt +(b— %)t).

La solution d’une E.D.S. n’est pas en général aussi simple a déterminer.
C’est pourquoi il existe des conditions sur les fonctions b et ¢ qui assurent
'existence et I'unicité de la solution de I'E.D.S. (8.1). C’est ce que nous nous
proposons de décrire dans la suite de ce chapitre. Pour étre complétement
général, on autorise b et o a dépendre du temps t. On étudie donc I'E.D.S.
suivante :

¢ ¢
X = Xy —|—/ b(s, Xs)ds —|—/ o(s, Xs)dBs. (8.2)
0 0

Soit (2, F, (F})ier+, P) un espace de probabilité filtré et (B;);cg+ un mouve-
ment Brownien. On se donne un intervalle [0, 7] et s € [0,7]. On pose

For=0(B, — Bs;s <u<t).

Alors , (X7)sels,) est solution de 'E.D.S. :
¢ ¢
X! ==z +/ b(r, X¥) dr +/ o(r, XX)dB, (8.3)

si X7 est F-mesurable pour tout ¢ € [s, T et satisfait (8.3).
Hypotheses :

(Hy) : Condition de Lipschitz :

Il existe L > 0 telle que

’0<t7y) - O'(t,.’lj’)’ < L‘.’ﬂ - y‘

pour tout ¢ € [0, 7.
(H,) : Les fonctions t — b(t, z) et t — o(t, x) sont continues pour tout z € R.
On en déduit qu’il existe A > 0 telle que pour tout x € R et ¢t € [0,7],

[bt, )| + lo(t, z)] < AL+ |2]).

Théoréme 8.0.6. Sous les hypothéses (Hy) et (Hs), Uéquation différentielle
stochastique (8.2) admet une unique solution pour toute condition initiale x
appartenant a LP, pour tout p > 2.

Démonstration. i) Eristence d’une solution de (8.2) :
On utilise la méthode des aproximations successives :

t t
Xt(o) = a;,Xt(l) =ux +/ b(r,z) dr —i—/ o(r,x)dB,,
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t t
Xt(n) =z +/ b(r, X"V dr —I—/ o(r, X" VY4B,

On a donc

s T T

t t
xmox = / [b(r, X[™) = b(r, X(""D)] dr+ / [o(r, X)) — o(r, X(""D)] dB,.

Posons
=5 s 0 x)

s<u<t

Alors,

aﬁ”) < 2P [E ( sup

/ (b(r, XMy — b(r, Xfﬂ"_l))) dr

)

s<u<t
” p
el s )|
s<u<t |Js
Notons
u p
El(n) =E ( sup / (b(?“, qu”)) — b(T’, Xﬁ”—l))) dr )
s<u<t |Js
et

So(n) =E ( sup

s<u<t

/S " (o(r, XY = o(r, X)) dBr‘p) |

En utilisant I'inégalité de Burkholder, on peut majorer Y(n) par

ZQ(TL) S Cp E

Nous allons maintenant utiliser le résultat suivant :
soit f une fonction positive, alors

(/:M dr>p/2 (-9 /:fw/? dr.

t
Sa(n) < C, (t — s)P/2! /E[\a(r,X§">)—a(r,X,€"1>)ﬂ dr.

Alors,

t
<O, LP(t — s)P/* / E [\X,@ - X,S"*U\p] dr

S

en utilisant ’hypothese (H;). Par conséquent, il existe une constante ko telle
que

t
Ys(n) < k?Q/ E [ sup |X1(Ln) - Xéﬂ—l)‘p:| dr.

s<u<r
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En utilisant les mémes types d’argument, on montre qu’il existe une constante
k1 telle que

t
i(n) <k / E{sup |X£”)—X£"1)|p1 dr.

s<u<lr

On en déduit donc qu’il existe une constante K telle que
t
aﬁ") < K/ =Y dr.
S
Par récurrence descendante,

t t1 tn—1
ol < Knal¥ / dt / dts . .. / dt,

n

K™ n o K" )
< ron (=) < ST

/su b(r,z) dr + /suo(r, r) dB, ]
< o (E Lsglizt /Su b(r,z) dr p] +E /:0(7“, z) dB, pD
< o (- [ o a) + - [ oop o)

< KAP]E<(1 + |xy)p> — (< 0

p

o = E[sup

s<u<t

{ sup

s<u<t

par hypothese. Donc,

On en déduit que

oo 1/p o KT\ 1/p
3 (E {sup XD X5n>|pD <oy << ) ) <%

n!
n=0 sSust n=0

Donc, (Xls")) est une suite uniformément de Cauchy dans LP. Par conséquent,
la limite existe et appartient a LP.

it) Unicité de la solution :

Soit X et X’ deux solutions de I'E.D.S. (8.2) définies sur (Q, F, (F;)ier+, P).
Alors, on montre que X et X’ sont indistinguables au sens ou

P[3u €]s,t]; X, # X/ =0,
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en utilisant le lemme de Gronwall :
soit g une fonction borélienne définie sur [0,T] a valeurs dans RT telle que

sup g(t) < oo.
t<T

g(t) < A—I—B/Otg(s) ds,

alors pour tout t € [0,T],
g(t) < Aexp(Bt).

En particulier, si A =0, alors g(t) = 0.
Considérons T,, = inf{t; |X;| = n ou |X]| = n}. Alors, il existe une
constante K > 0 telle que pour tout ¢ € [0,T,,],

t
E(|X, - X)) < K E( / X, — X![2dr).

Le processus X est donc une modification sur [0,7,] de X’ donc sur R*
(T, T 400 P—p.s.), ce qui entraine 'indistinguabilité de X et de X' par
continuité. O

Démonstration du lemme de Gronwall.
En itérant la condition sur la fonction g, on a pour tout n > 1,
Sn
0

Bt)? Bt)" ! .
g(t) < A+A(Bt)+z4%+- : -+A%+B"+1/ d81/ dss . . / dsnt19(Sn+1)-
- 0 0

Si g est majorée par une constante C'; le dernier terme ci-dessus est majoré
par C'(Bt)"*! /(n+1)!, donc tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Le lemme
en découle. [
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