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Chapitre 1

Vocabulaire et concepts
probabilistes

1.1 Espace de probabilité.

Définition 1.1.1. Un espace de probabilité est un triplet (Q, F,P) ou Q est
un ensemble, F une tribu' sur Q et P une probabilité ¢’est & dire une mesure
positive? telle que P(Q) = 1.

Exemple 1 : En prenant Q = {0,1}, 7 = P(Q)) (ensemble des parties de
Q), et P définie par P(0) = 0, P({1}) = p, P({0}) = 1 —p et P(Q) = 1 on
0 <p <1, on obtient un espace de probabilité.

Exemple 2 : En prenant Q = R, 7 = P(R) et P = §,,a € R, 'application
qui a toute partie A de R associe

1 siae A
bufA)= { 0 sinon

(appelée Masse de Dirac au point a), on obtient encore un espace de proba-
bilité.
On déduit facilement de la définition les deux propriétés suivantes.

1. Rappels :

Définition 1.1.2. Une iribu F sur Q) est un ensemble de sous-ensembles de Q) qui vérifie
— Qe F.
— F est stable pur passage au complémentaire (A € F = A€ € F).
— F est stable par union dénombrable (¥n, A, € F = U, A, € F).

2

Définition 1.1.3. Une mesure positive p sur (2, F) est une application F — RY qui
vérifie

— (@ =0

— Pour toute famille (An)nen € F disjointe, p(UnAn) = 3, n(Az).



Proposition 1.1.1. — St deuz événements A, B € F sont incompa-
tibles (ou disjoints), .e. AN B =0, alors

P(AU B) = P(A) + P(B).

P(AS) = 1 — P(A)

ot A désigne l'événement complémentaire de A (parfois aussi noté
7).

1.2 Variables aléatoires

1.2.1 Définition

Définition 1.2.1. Une variable aléatoire (en abrégé v.a.) X sur un espace
de probabilité (2, F,IP) et a valeurs dans un espace mesurable (E,E) est une
fonction mesurable® de (Q, F) dans (E, £). La loi de la variable X est donnée
par la “mesure image” Py définie par

VB € £,Py(B) := P(X"}(B)) "% P(X € B).

Exercice : Montrer que Py est bien une probabilité sur (E, £).

Exemple : Prenons 2 = {1,2,3,4,5,6}, F = P(Q), P la loi uniforme sur
Q (i.e. P({i}) = 1/6 pout tout i € Q). L’application X définie sur  qui
a w € (2 associe 1 si w est pair et 0 sinon est une variable aléatoire de loi

Px({1}) = Px({0}) = 1/2.
Remarque : Souvent (£, F,P) sera "abstrait” ; on s'intéresse aux variables
aléatoires sur (2, F,P), leur loi, leur dépendance,...

1.2.2 Cas des variables aléatoires discrétes

Définition 1.2.3. Lorsque E est discret, £ = P(E), on dit que X est une
variable aléatoire discréte.

Proposition 1.2.1. Dans ce cas, Py est définie par (P(X = 2))per et

Px => P(X = 2)d,.

zeE

Pour tout B € £,
Px(B) =) P(X =u).

TEB

3.

Définition 1.2.2. Une fonction f de (Q,F) dans (E,E) est dite mesurable si ¥B €
E.f-YB) e F.



Exemples de lois discrétes :
— Loi de Bernoulli B(p)
Cette loi permet de modéliser une variable binaire (Pile ou Face,
présence ou absence de maladie, caractére fumeur ou non, ...). Une
variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramétre p si elle
est a valeurs dans {0,1}, et vérifie

PX=1)=p, P(X=0)=1-p.

On parle souvent d'une "suite d'épreuves de Bernoulli” ou d’un "schéma
de Bernoulli” pour désigner une suite de variables aléatoires de Ber-
noulli, de "succés” pour X =1, et d""échec” pour X = 0.

— Loi Binomiale Bin(N,p)
Cette loi permet de modéliser le nombre de succés lors d'une suite
de N épreuves de Bernoulli indépendantes. Une variable aléatoire X
suit une loi Binomiale de paramétres N,p si elle est a valeurs dans
{0,--- , N}, et vérifie

k€ {0, N}, P(X = k) = (J;\Cr)pk(l _ gk,

— Loi de Poisson P(A)
Cette loi apparait naturellement comme limite de la loi Binomiale,
quand le nombre d’épreuves tend vers l'infini, @ espérance constante.
Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre \ si
elle est a valeurs dans N et vérifie

x
Vke NP(X =k) = e-*%.

Cette loi permet de modéliser le nombre d’événements ponctuels arri-
vant durant une certaine durée, ou dans une certaine zone spatiale,
lorsqu il y a stationnarité et indépendance des arrivées.

— Loi Géométrique G(p)
Une variable aléatoire X suit une loi Géométrique de paramétre p si
elle est a valeurs dans N**, et vérifie

Vik e N* P(X = k) = p(1 — p)F-L.

Cette loi modélise l'instant du premier succés lors d'une suite d ‘épreuves
de Bernoulli indépendantes de paramétre p.

1.2.3 Cas des variables aléatoires réelles

Définition 1.2.4. 5i (E,€) = (R,B(R)), on dit que X est une variable
aléatoire réelle. On dit que X est une variable aléatoire a densité si il existe

4. Certains peuvent la définir dans N, en considérant X — 1



f:R = Ry telle que pour tout B € B(R),
B

Exemples de lois continues :
— Loi exponentielle notée £(A)
Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre \ si
elle est a valeurs dans Ry, et si elle a pour densité la fonction définie
par
£(@) = Ae ™15 (2).

— Loi Normale N (m, 0?)
Une variable aléatoire X suit une loi Normale (ou gaussienne) de
paramétres m et o si elle est & wvaleurs dans R, et a pour densité la
fonction définie par

1 (z=m)?
e rznn-l

flz) =

CoV2r

Cette loi est importante et apparait notamment dans le théoréme cen-
tral limite qu’'on verra plus tard dans ce cours.

— Loi uniforme U([a, b})
Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a,b] si elle est
a valeurs dans [a,b], et a pour densité la fonction définie par

1.3 Espérance

1.3.1 Définition

Soit X une v.a. définie sur (92, F,P) & valeurs dans l'espace mesurable
(E,E).

Définition 1.3.1. 1. (Espérance d'une fonction positive) Soit g : E —
Ry mesurable (positive!). On appelle espérance de g(X) le réel

Elg()] = | g(X(@)P(d)
2. Sig: E— R est mesurable telle que E[|g(X)|] < +oo, alors
EG(X)] = | g0 (w)P(ds).

Q

Nous allons maintenant voir une propriété fondamentale qui permet de passer
de l'intégration sur (2, F,P) & celle sur (R, B(R)).
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Proposition 1.3.1. (Formule de transfert) Si g : E — R, est mesurable,
alors

Elg(X)] = / o) dPx (z).

Sig: E— R est mesurable telle que E[|g(X)|] < +o0, alors

Elo(X)] = [ gla)dPx (o).
En particulier, lorsque X est une v.a. discréte (par exemple E = N.Z, ...),

cela devient
Elg(X)] = Y g(2)P(X = 2)

ek

Si X est une v.a. réelle, de densité f, alors on a

+00

E[g(X)] = / o(x) f(z)dz.

—0oC

1.3.2 Propriétés de ’espérance

Nous listons ici quelques propriétés fondamentales de ’espérance.

Proposition 1.3.2. 1. (linéarité) Pour tout réel \, u,
EA(X) + pg(Y)] = AE[f(X)] + uE[g(Y)]-

2. (croissance) Si f(X) < g(Y) p.s., alors E[f(X)] < E[g(Y)].

3. (Inégalité de Jensen) Soit f une fonction conveze. Alors, on a
F(BIX]) < E[f(X)].

En particulier,
IE[X]| < E[|X]).

1.3.3 Moments, variance, inégalités

Soit X une v.a. réelle.

Définition 1.3.2. Le moment d’ordre v de X est défini lorsque E[|X|"] <
+00 par

my = E[X"] = | X(w)"P(dw) = / Py (dt).
Q

R
Proposition 1.3.3. Soit p > ¢ alors

E[lX]9Y® < E[|Xx|7]>.



Remarque : En particulier,
E[1X]) < E[X?]/2
On en déduit qu'une v.a. de carré intégrable est intégrable.
Définition 1.3.3. Si E[X?] < oo, on peut définir la variance de X par
Var(X) := E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]2.
On définit aussi 'écart-type de X par o = \/Var(X).

Remarque : L'espérance d’une variable aléatoire donne la valeur moyenne
(au sens probabiliste) de la variable aléatoire. Sa variance mesure la disper-
sion des valeurs de la variable aléatoire autour de sa moyenne.

Théoréme 1.3.1. (Inégalité de Markov) Si X >0 et a > 0, alors
1
P(X 2 a) < ~E[X].
(Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Si E[X?] < oo, alors

r s 1 r
P(|X —E[X]| 2 a) < F\far(/\).

1.4 Fonctions associées a une variable aléatoire

1.4.1 Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R, définie sur un espace de
probabilités (€2, F,P). On définit sa fonction de répartition par la formule

Fy(z) =P(X <z),zeR

Par la propriété de continuité des mesures de probabilités par réunion crois-
sante et intersection décroissante, on déduit que Fy est une fonction crois-
sante, continue a droite. Plus précisément, la limite & gauche de Fy en un
point x € R, notée Fy(x—), est donnée par

Fy(z—)=P(X < z).

ou autrement dit,
Fx(z) — Fx(z—) =P(X = z).
La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X caractérise sa loi.

Proposition 1.4.1. Soit X et X' deuz variables aléatoires a valeurs dans
R, telles que Fx = Fy:. Alors X et X' ont la méme loi.



Noter que, dans I'énoncé précédent, comme dans ceux, similaires, qui sont
a venir dans ce chapitre, on ne suppose pas que X et X’ sont définies sur le
méme espace de probabilité (2, F,P).
La fonction de répartition Fy est un outil pratique pour calculer des mo-
ments.
Exercice : Soit X une variable aléatoire positive, et p € [1, +oc[, alors

—+oc
E[X?] = / paP'P(X > z) da.
Jo

1.4.2 Fonction caractéristique

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R. La fonction caractéristique
de X est définie par
ox(t) = E[e*],t € R

Par la formule de transfert, ceci n’est autre que

(ﬁ,\'(f) :/EHTP\(d’L)

La fonction caractéristique d'une variable aléatoire caractérise la loi de cette
variable.

Proposition 1.4.2. Soit X et X' deuz variables aléatoires a valeurs dans R
telles que ox = dx:. Alors X et X' ont méme loi.

Remarque : ¢y = ¢y signifie que ¢x(t) = dx+(t) pour tout t € R.

Une liste des fonctions caractéristiques des lois usuelles est donnée a la fin
du polycopié. Notamment, si X suit une loi A/(0,1), alors

ox(t) = et/



Chapitre 2

Indépendance

Dans tout ce chapitre, on fixe I'espace de probabilité (22, F, P).

2.1 Probabilités conditionnelles élémentaires

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, et B € F un événement tel que
P(B) > 0. On définit alors, pour tout A € F,

P(AN B)

PAIB) = =55

et on l'appelle probabilité de A sachant B. Comme P(Q2|B) = P(B)/P(B) =
1, on obtient que 'application A — P(A|B) est une mesure de probabilités.
Intuitivement, l'espace de probabilité (2, F,P(:|B)) est I'espace correspon-
dant a une expérience aléatoire pour laquelle on sait a priori que I'événement
B est réalisé. Si A et B sont tous deux des événements tels que P(A)P(B) > 0,
alors on obtient facilement la formule de Bayes

P(A|B)P(B)

B(Bl4) = —Fr s

Soit I un ensemble d'indices fini ou dénombrable. Si (B;,i € I) est une par-
tition mesurable de Q, c’est-a-dire que les ensembles B; sont des événements
deux-a-deux disjoints et de réunion €2, alors pour tout événement A, on a la
formule des probabilités totales

P(A) = ZP(A‘Bi)IP(Bi)

il

ol 'on pose par convention P(A|B;) = 0 si P(B;) = 0. A l'aide de cette
formule, on peut réécrire la formule de Bayes sous la forme

- P(A|B)P(B)
PBIA) = 5 ABPE) + PAIBIPE)
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2.2 Indépendance d’événements

Soit A, B € F deux événements. On dit que A et B sont indépendants si
P(AN B) = P(A)P(B).

Autrement dit, si de plus P(B) > 0, ceci signifie que P(A|B) = P(A), c’est-a-
dire que l'information donnée par B n’a aucune influence sur la probabilité
que A ait lieu. Plus généralement, si Ay, As, ..., A, sont des événements, on
dit qu’ils sont indépendants dans leur ensemble si pour tout ji....,Jjr,

P(Ajl n...N Ajk) = P(A.h) ’ P(‘AJA)

Remarques : o Si les événements (Ap,..., A,) sont indépendants, alors ils
sont aussi indépendants deux-a-deux, mais la réciproque n’est pas vraie.

e Dans la définition, il ne suffit pas de vérifier P(A;N...NA,) = P(A,) ... P(A,).
e 5i A, Ay, ..., A, sont des événements indépendants, alors AS, A,, ..., A,
sont également indépendants (cf TD).

2.3 Indépendance de variables aléatoires

2.3.1 Définition

Définition 2.3.1. Soit X,,..., X, des variables aléatoires, respectivement
a veleurs dans les espaces mesurables (E;, &),1 < @ < n. On dit que ces
variables aléatoires sont indépendantes si pour tout choiz d’ensembles mesu-

rables A; € £,1<i<n, ona
P(X; € A, 1 <i<n) =[] P(X; € A)).
i=1

Dans le cas ol les variables aléatoires X;,7 = 1,...,n sont indépendantes,
la loi du vecteur aléatoire (X, ..., X,) ou bien la loi conjointe (ou jointe) des
variables aléatoires X;,¢ = 1...,n est connue et égale & la mesure produit !
des Py,,i = 1,...,n. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. Soit X;,..., X, des variables aléatoires, respectivement
@ valeurs dans les espaces mesurables (E;, &;),1 < i < n. Ces variables
aléatoires sont indépendantes si et seulement st la loi de (X, Xo,...,X,)
est la loi produit des marginales :

......

1. Rappels :

Définition 2.3.2. Soit deux espaces de probabilités (Qy, F1,P) et (o, F2, Q). La mesure
produit P @ Q est une mesure sur () x Qa, F1 @ Fa) telle que

VA€ F1,VB € F»,P@Q(A x B) = P(A)Q(B).

11



La proposition suivante est trés utile.

Proposition 2.3.2. Soit Xi,..., X, des variables aléatoires indépendantes,
respectivement a valeurs dans un espace mesurable (E;, &;), et pour tout i €
{1,...,n}, soit fi : E; = R une fonction mesurable. On suppose, ou bien
que toutes les fonctions f; sont positives, ou bien que f; € L'(Px,) pour tout
i€ {l,...,n}. Alors

E {H f,-(Xz-)} = [JEH(X)].
i=1 i=1
En particulier, si f; € L'(Px,) pour tout i € {1,...,n}, alors [IL, fi(Xy) €
LY(P).

Par exemple, soit Xy,..., X, des variables aléatoires & valeurs réelles,
intégrables, et indépendantes, alors X ... X, est aussi intégrable et

E[X;...X.] = E[Xy]...E[Xa].

Remarque : Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes et dans L2.
Alors les variables aléatoires X — E[X] et ¥ — E[Y] sont indépendantes et
dans L?, et l'on a

Cov(X,Y) :=E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = 0.

On dit que des variables aléatoires indépendantes sont décorrélées (de corrélation
nulle). La réciproque n’est pas vraie. (cf TD)

2.3.2 Criteres d’indépendance de variables aléatoires

Proposition 2.3.3. Soit Xy,..., X, des variables aléatoires discrétes, a va-
leurs dans des ensembles E, ..., E,. Alors ces variables sont indépendantes
si et seulement si l'on a, pour tout (xy,...,x,) dans E; x ... x E,

]P(/Yl =Ty vous :/Yn = :17”) = [P(Xl = .’E]) wisin HD(X" = .Ln)
La preuve de ce résultat est évidente.

Proposition 2.3.4. Soit X1,..., X, des variables aléatoires & valeurs dans
R. Alors elles sont indépendantes si et seulement si l'on a, pour tout z,, ..., 2z, €
R,

P(X) S 1,00, Xn S @) = [ ] Fy,(w2).
i=1

12



2.4 Sommes de variables aléatoires indépendantes

Si l'on a une suite de variables aléatoires X;, X,... indépendantes et
de méme loi (on abrége cela en i.i.d., pour "indépendantes et identiquement
distribuées ”), la suite des sommes partielles

n
SH:ZXi, n,z[)
i=1

est appelée une marche aléatoire a pas i.i.d. Notons que si I'on suppose que
les variables aléatoires réelles Xy, ..., X, sont de carré intégrable, alors

Var(Xy+ ...+ Xp) =) Var(Xy)+2 > Cov(X;, X;).
i=1

1<i<j<n

En particulier, si les variables aléatoires X1, . .., X, sont de plus indépendantes,
on a

Var(Xi +...+ Xa) = > Var(Xy).
i=1

Définition 2.4.1. On dit que (X,),>1 converge vers X dans L2(Q, F,P) si
lim IEH‘XH - /\'IE] = 0.

n—+oo

Proposition 2.4.1. [Loi faible L? des grands nombres]. Soit X, X5, ...
une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, telles
que E[X?] < +oo. Alors

Xi+...+ X, A
Xt X, gy,
n n—+oc

la convergence ayant lieu dans ['espace L2(Q2, F, P).

Démonstration. On constate simplement que, comme E[X;] = E[X;] = ... ...,

Xi1+...+ X, X1+---+-Xn_]E[X1+---+-X—n]

2 2
n n
o+ X
— Var (L)
n
. 1
= = Var(X,) = —\fa.l'(/‘(])
P 2 n
ce qui tend vers 0 lorsque n — -+oc. O

On remarquera que l'on a utilisé uniquement le fait que les variables
aléatoires Xi,..., X, ont méme espérance et variance, et sont décorrélées,
c’est-a-dire que Cov(X;, X;) = 0 pour tout i # j. Comme on I'a vu, cette
condition est plus faible que la condition i.i.d.
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2.5 Lemmes de Borel-Cantelli

Si Aj, Ag, ... est une suite d’événements, on définit

limsup A, = ﬂ U Ay

n—+oc0 n>1k>n

qu’on peut voir comme l'ensemble des w € Q qui appartiennent & une infinité
des événements A, (pourquoi?). De méme, on pose

liminf A, = [) A&

n>1k>n

qui est I'ensemble des w € 2 qui appartiennent & tous les événements A,,, sauf
peut-étre un nombre fini d’entre eux. Les sous-ensembles limsup,,_,, . A, et
liminf, . A, sont eux-mémes des événements. Par ailleurs on a clairement,

limsup A}, = (lim inf An> et liminf AY = (lim sup An) ;

n—4o00 n—+oc n—+oc n— 400

2.5.1 Le premier lemme de Borel-Cantelli

Le lemme de Borel-Cantelli est une observation simple mais extrémement
utile.

Lemme 2.5.1. Soit A;, Ay, ... une suite d’événements. Si ::i P(A,) <
+00, alors
P(limsup 4,) = 0.
n—+oco

Démonstration. L'hypothese stipule que E [}, ., 14,] < +0c. Ceci implique
que Z:fl 1,4, < +oo presque stirement, c’est-a-dire que presque tout w €
{1 n’appartient qu'a un nombre fini des événements A,. Autrement dit,
P(liminf, 15 A%) = 1, et on conclut en passant au complémentaire. O

Remarque : En pratique, si I'on cherche & montrer que des événements ont

lieu & partir d'un certain rang, on estime donc les probabilités des complémentaires
(An est donc un “mauvais” événement) et on essaie de montrer que ces pro-
babilités sont petites (au sens ol elles sont sommables).

2.5.2 Lesecond lemme de Borel-Cantelli et un exemple

Une hypotheése d’indépendance des événements A, est nécessaire pour
I’énoncé "réciproque” ci-dessous.

Lemme 2.5.2. Soit A}, As, ... des événements indépendants. Si ij P(A,) =
+00, alors
P(limsup A,) = 1.

n—+4oc
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Démonstration. Pour tout £ > 1, on a par le théoréme de convergence do-
minée,

N
P (m Aﬁ) =E {H 1"‘;}:| = i\’lie[«lkl-soE [H lfl'r'} - NL“EOC H E 1A$']

n>k n>k n=k n=»k

ot I'on a utilisé l'indépendance a la derniére étape. Cette limite vaut

[T —P4.) <e1<p( > P4 )

n>k nzk
ot l'on a utilisé 1 —a < e™", et I'hypothése de divergence de 3~ P(A,). On
en déduit que
P(liminf A7) < 3 P (ﬂ A;) =
k>1 n>k
on conclut par passage au complémentaire. O

Exemple d’application :

Montrons que, dans une suite de lancers indépendants d’une piéce de mon-
naie, la séquence PFP (Pile, Face) apparait une infinité de fois. On note
(X1, X, .. .) lasuite de variables aléatoires indépendantes décrivant les résultats
de I'expérience aléatoire. Leur loi est donnée par

P(X,=P)=P(X,=F) = %

On définit les événements indépendants

Azn = {w € Q; (Xzn(w), Xans1(w), Xans2(w)) = (P, F, P)}.
Clairement, en utilisant l'indépendance des X,,,

P(Asn) = P(Xan = P)P(X3p11 = F)P(X3p42 = P) = 1/8.

Par conséquent, > ., P(A4y,) = +oc et d'aprés le second lemme de Borel-
Cantelli,
P(limsup Aj3,) = 1,
n—+oc
c’est a dire que presque stirement, la séquence PFP apparait une infinité de
fois.
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Chapitre 3

Loi des grands nombres

Dans le chapitre précédent, on a vu que si I'on considére une suite de

variables aléatoires X, X, ... i.i.d. de carré intégrable, alors
Xi+...+X .
—_ W E[X,],
n n—-+oc

la convergence ayant lieu dans 'espace L*(Q2, F,P). On s’intéresse dans ce
chapitre a des versions plus fortes de ce résultat. Pour cela, on a besoin de
définir différentes notions de convergence.

3.1 Différents modes de convergence

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires réelles et X une variable
aléatoire réelle (définies sur le méme espace de probabilité).

3.1.1 Convergence presque siire

% - A .8
On dit que (X,),>1 converge presque stirement vers X et on note X,, 23 X
si

P({w € lim X,(w)= X(w)}) = L.

n—+oc
Intuitivement, on a convergence w par w sauf sur un ensemble de mesure
nulle.

3.1.2 Convergence dans L”

Soit p > 1. On dit que (X,)n>; converge vers X dans L” et on note

LY o .
X, = X si

lim E[|X,—-X["]=0.

n—+00

16



3.1.3 Convergence en probabilité

On dit que (X,),>1 converge en probabilité vers X et on note X, L x
s
Ve >0, lim P(|X,—X|>¢)=0.
n—-+o0

Proposition 3.1.1. Si (X,).>1 converge vers X presque stirement ou dans
L? (pour un p > 1 donné), alors on a aussi convergence en probabilité.

Démonstration. Si (X, ),>1 converge vers X presque stirement, alors pour
tout € > 0 on utilise le théoréeme de convergence dominée dans

IP’( > s) = E[li.\'..—.\'ba]

I'indicatrice tendant vers 0 presque siirement.
Si (X, )n>1 converge vers X dans LP, on utilise I'inégalité de Markov

E[X, - XP] _

cP n—+o0c

Xn—X

P(X,—X|>¢) < 0.

3.2 Loi forte des grands nombres

On peut maintenant citer le premier théoréme important de ce cours.

Théoréme 3.2.1. [Loi forte des grands nombres] Soit (X,),>1 une suite
de v.a.i.i.d. telles que E[|X;]] < +o0. Alors

X1+, .+ X, ﬂ)
n

E[X.].

Démonstration. La preuve de la loi forte des grands nombres est un peu
compliquée, on va se contenter de prouver le résultat dans le cas X, € L2,
ce qui implique X; € L'. Sans perte de généralité, on peut supposer que
E[X;] = 0. On note S, la somme X; +...+ X,. On montre premiérement la
convergence presque siire de la suite extraite (Sy2/k?)x>1 vers 0. On a

E {(%)2] = 5 Var(Xy)

, " 542 o v
ce qui est sommable donc presque sirement, ), ., 25 < +00 ce qui implique

que presque strement la suite (Sy2/k?)1>; converge vers 0.
Il nous faut maintenant controler S,/n entre deux valeurs de la suite extraite.
Pour cela, on définit pour £ > 0,

A = {u, € max |Sp(w)— Spe(w)| > ekz}, k> 1.

k2<n<(k+1)2

17



Notons que par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev,

P(A) < D P(ISa— S| > ek?)

kI<n<(k+1)2
Var(S, — Sj2)
= Z 224
k2<n<(k+1)2
On a
Sp— Spe = Xpay + Xizgo+ ...+ X,
donc
Var(S, — Siz) = (n — k?)Var(X,)
et donc
((k+1)>— k%2 (2k+1)2
]P(.A;‘.) S =27 V&I(X]) = WV&I(X])

Le majorant étant sommable en k, on en déduit d’aprés le lemme de Borel-
Cantelli que, presque siirement, pour tout k assez grand, on a

My = max |S,— S| < ek’
k2 <n<(k+1)2

Soit alors n € N* et & = k(n) I'unique entier tel que &> < n < (k + 1)2. On

a alors 3
Sul < 42 (|Se| , |2
n|= n \|k? k2
et donc presque stirement,
limsup |[—| < e.
n—+oco | T

Ceci étant valable pour tout nombre rationnel € > 0, on en déduit que S, /n
converge vers () presque stirement. O
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Chapitre 4

Théoreme central limite

On a vu dans le chapitre précédent que si 'on se donne une suite de
variables aléatoires i.i.d. X, X5,... de carré intégrable alors S, /n converge
p.s. vers E[X]. Il est naturel de se demander & quelle vitesse (S,/n) — E[X;]
converge vers 0. Le fait que Var(5,) = nVar(X;) indique une vitesse en /n
comme on va le voir dans ce chapitre. Avant cela, nous avons besoin de définir
la notion de convergence en loi.

4.1 Convergence en loi
Il s’agit ici du quatrieme mode de convergence en théorie des probabilités.

Définition 4.1.1. On dit que la suite (X,),>1 converge en loi vers X si pour
toute fonction continue, bornée f,

lim_E[f(X,)] = E[f(X)].

n—-4oc

On le note X,, 5 X

Remarque : La notion de convergence en loi de variables aléatoires est une
propriété sur leur loi. Si X, converge en loi vers X alors elle converge en loi
vers n'importe quelle autre variable aléatoire X’ de méme loi que X.

La définition de la convergence en loi ne donne pas un outil pratique pour
montrer qu’une suite de variables aléatoires converge en loi. On va donner ici
deux critéres (admis) de convergence en loi, le premier en terme de fonctions
de répartition et le second en terme de fonctions caractéristiques.

Proposition 4.1.1. La suite (Xy,),>1 converge en loi vers X si Fy, (z) —
- n—-+oc

Fx(z) pour tout x point de continuité de F'y.

La convergence en loi peut aussi étre formulée en terme de fonctions
caractéristiques.
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Théoréme 4.1.1. [Théoréme de P. Lévy]| La suite de variables aléatoires
(Xn)uz1 converge en loi vers X si et seulement si pour tout t € R, on a
ox, (1) — ox(t).

n—=-+oc

Exemple : Soit (X,),>; une suite de v.a. indépendantes telle que X, suit
une loi de Bernoulli de parametre p, € [0, 1]. Sous 'hypothese p,, — A quand
n tend vers 400, on peut montrer que X,, converge en loi vers la loi de Ber-
noulli de parameétre A.

Pour les variables aléatoires discrétes, on a un critére trés simple de conver-
gence en loi.

Théoréme 4.1.2. Soit (X,)a>1 et X des variables aléatoires a valeurs dans
Z. Alors, X, converge en loi vers X si et seulement si pour tout x € Z,

lim PLX, =u=P(X =a],

n—-+oo
Exemple : Si X, est une variable aléatoire suivant une loi Binomiale B(n, A/n)

ou A > 0 est un parametre, alors X, converge en loi vers la loi de Poisson de
parametre A.

4.2 Théoréme central limite

Théoréme 4.2.1. Soit X;, Xs, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. de
carré intégrable. On suppose que 0® = Var(X;) > 0. S0it S, = X;+...+ X,,.
Alors, on a

S, —nE[X;] ¢
T = N(0,1).

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que les variables aléatoires
X sont centrées. D’aprés le théoréme de P. Lévy, il suffit de montrer la conver-
gence des fonctions caractéristiques @g, /,,m(.) vers la fonction caractéristique
de la loi Normale A/(0,1). Sous I'hypothése X, € L2, on a par la formule de
Taylor-Young,

o? 5
by, (1) =1— ?t? + o(t?).

Calculons la fonction caractéristique de S,/o\/n. Les variables aléatoires
Xi.1 > 1 étant indépendantes et de méme loi, on a

n
q;';sn/o\/r—l(f) =E [ei(‘\'1+...+‘\'n)t/aﬁ] - HE[EE.YM/U\/E] — @_\'l{t/ﬂ'\/ﬁ)n.
i=1

Donc, pour tout t € R,

: @ = (1 2 1))"
PSntovm N o ¢ n



La fonction caractéristique étant & valeurs complexes, la derniére limite nécessite
quelques explications (cf TD ou la page 137 du livre " Probabilité” de P. Barbe
et M. Ledoux). O



Chapitre 5

Tests statistiques

5.1 Tests de Student

Soit X,,n > 1 une suite de v.a.i.i.d. vérifiant E[|X,|?] < 4+o0 (on a donc
en particulier E[|X,|] < +o00). Rappelons le théoréme central limite

Théoréme 5.1.1. Sous les conditions ci-dessus, on a

- L - _ b .
lim P ({w € Zao) + oo F Hafta) — 9 € [a,b}}) = / e Py

n—-+oc U\/ﬁ V2T .
avec a < b, m = E[X,] et 0% = Var(X,).

Un cas particulierement important est celui ol les v.a. X; suivent une loi
Normale.

Théoréme 5.1.2. Supposons que X, suit une loi Normale N'(m,o?), on a

Xi(w)+ ..+ X (w) —nm 1 b —atme
P({weﬂ. o € [a, b] —\/ﬁ/a. e da

(5.1)
avec a < b.

Considérons maintenant un échantillon aléatoire z;. . .., x, relevant d’une
loi Normale N(m, o?) ce qui signifie qu'il s’identifie & une réalisation z; =
Xi(w),...,zy = X,(w).w € Q. Supposons encore que la moyenne m est
inconnue. En vertu de la loi forte des grands nombres,

/Yl w)+ ...+ X (w "
( ) ! n( )—Hn:IE[/\l}
n
et done M = ﬂJ’n—“L fournit une approximation de m. Peut-on estimer

Perreur |m — 7| ? Pour cela, notons que (5.1) peut encore sécrire sous la
forme

Xi(w) + ...+ Xa(w)

Pl € |m+a——,m+ b= —L/b ~w 2y
W; = m a\/ﬁ, 1 7 ~7=) e dx
(5.2)
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et en particulier

Xi(w) + ...+ Xp(w) o o 1 /‘“ _a?/2
[P 4 —-l—, —_— s T d
({w - € |m a\/ﬁjn-f-a\/ﬁ o ‘ae T

avec a > (. Fixons a > 0 de sorte que

1 “ 2
—:!.'"/Zd = T e
—_— e T a,
V2T /_.u

alors ce résultat théorique s’interpréte en pratique en considérant que

1+ ...+ a, c [
n

ag n (o)
M — —= 1N A==
o n
Vn Jﬁ]

avec une probabilité p = 1 — a. Ainsi, [ﬁ — a%,ﬁi + a%} est 'intervalle

- a o
= me [m—a——,m+a——

de confiance de la moyenne m de niveau 1 — a (ou avec un facteur de risque
a). En particulier, avec le choix 1 —a = 0,95, on a @« = 2 et avec le choix
1—-a=0,99, onaa=20.

Application 1 :
On suppose que I'on sache que le phénomeéne observé reléve d’une loi Normale
et que I'on connaisse o > 0. Alors, avec une probabilité p = 0, 95, la moyenne

(inconnue) m appartient a I'intervalle de confiance [ﬁ -2 m+ 2—"\/3} :

Application 2 :
Supposons que 'on veuille vérifier que le phénomeéne observé reléve d’une

loi N'(m,c?). On calcule 7 et on regarde si 7 € [m -2, 6%, m+ 2,6%].
Si cela n'est pas le cas (ce qui ne peut se produire qu'avec une probabilité
p = 0,01), alors on rejette I'hypothése.

Supposons maintenant que 1, ..., &, releve d'une loi A'(m, ¢?), les deux
paramétres m et o2 étant inconnus. Pour estimer la moyenne m, on fait appel
au théoréme suivant :

Théoréme 5.1.3 (Test de Student). Soit X,,n > 1 une suite de v.a.i.i.d.
de loi N'(m,c?). On note

n m

- 1 1 —.
X:— ./\'.,‘. == /Yf—;(z
puis .
(X —m)vn-—-1

tn—l - \/§
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Alors, pour tout réel a < b,

b
Pltas €[0,8) = [ fus(o)de

SR W )’
jn-](l) - mf(ngl) L n—1 '

La fonction I' désigne ici la fonction Gamma d Euler :

+0o0
T(z) = / F-letdt.
0

Posons m = &tedtin of 7 = 13" (2; — )% En procédant comme
ci-dessus, on voit que

_ g __ T
me [m—ay/ M+ ay/
n—1 n—1

avec une probabilité

ol

p= | fosfeilr=2 { [ feiaa - %}

En prenant a > 0 de sorte que p, = 1 — a,

_ g - el
m—a m-+a
n—1 n—1

est l'intervalle de confiance de m de niveau 1 — a.

Application 3 :

Supposons que l'on sache que le phénoméne releve d'une loi N (m,c?) de
moyenne m connue. On procéde a une série de 20 mesures x4, ..., 299 pour
voir si le phénomeéne s’est modifié. Alors, si

o 5
m — 2,861 7 2,861 .
m & [m—2,86 "fn—l m+ 2, ‘/n—-l :

on a 99 % de chance pour que la loi soit modifiée.

Comparaison de deux moyennes : On dispose de deux échantillons
indépendants @1,..., 2y, et y...., Yy, relevant de lois respectives A (my, 62)

et N'(ma,0?). Les trois parameétres my, moy, o2 sont inconnus. On désire esti-
mer m; — ma.
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Théoréme 5.1.4 (Test de Fisher). Soit (Xn)ns1: (Ya)as1 deur suites indépendantes
telles que :

(i) (Xn)n>1 est une suite de v.a.i.i.d. de loi N'(my,c?).

(i1) (Ya)nz1 est une suite de v.a.i.i.d. de loi N'(mq,0?).

On note
1 m _ 1 na
N =— XY =— Y;
ny ; ) Mo ;
et
=2 "Zl(xr X2, 8 = LSy 7y
1_”“111 ! N 4= s
Puas,

- _ S S. 1
U=(X-Y- (my — my)) /\/nl 1+n22(_+__)
n+ns—2 \ny  no

Alors, pour tout réel a < b,
]PJ(U € [G.,b]) = P(tm+n2—2 € [a: b])
Application 4 : On fixe a > 0 tel que P(ty, 10,2 € [—a,a]) = 1 — a. Alors,

- noy +nedg [ 1 1
My —TMa € (M) —Myg —ay| ——— [ — + — ],
ny+ng—2 \n; ne

n0y; + 1905 [ 1 1
my—my+ay| ————— | — + —
ny+ng —2 \n o

avec une probabilitép = l—a. En particulier, si on dispose de deux échantillons
indépendants xy, ..., x,, et y1, ..., yn, relevant respectivement de lois N(m,,o?)
et N(my,0?) et si ]on souhalte tester I'hypothese m; = ms alors on doit
avoir, avec une probabilité p =1 — q,

nig1 + Nao 1 1
My — 7| € 0y | ——22 [ — 4 =),
n+ne—2 \n;y N

On regarde donc si cette majoration est satisfaite.

Comparaison de deux variances : On dispose de deux échantillons indépendants
Tpseoo s Tny €L Y1, ..., Yn, relevant de lois respectives A'(my, 0?) et N (ms, o3).
On aouhfute vérifier si o1 = a3.

Théoreme 5.1.5. Soit (X,)n>1, (Yn)as1 deux suites indépendantes telles
que :

(i) (Xn)az1 est une suite de v.a.i.i.d. de loi N'(my,0?).

(1) (Ya)nz1 est une suite de v.a.i.i.d. de loi N'(my, o?).

On pose

18
1
— 1—1
Frn—].nz~] ==

na :
na—1 S
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Alors, Fy,—1n,-1 suit une loi de Fisher-Snedecor.
Application : On fixe a > 0 de sorte que
IP:(-Fm—l.np_—l < (l) =1-a.

Si o = a9, alors on doit avoir

2 = —
n2_10'2
avec une probabilité 1 — a. On regarde donc si cette majoration est vérifiée.
En pratique, on met au numérateur la plus grande des deux valeurs ﬁi‘fﬁh
ng =

i‘lg-lo-z'

Comparaison de deux échantillons gaussiens : On dispose de deux
échantillons indépendants ay, ..., @, et yy, ..., yn, relevant de lois respectives
N (my,07) et N(mg, 03). On souhaite vérifier (au facteur de risque a prés) que
my = mg et 01 = g2. On procede comme suit. On commence par appliquer
le test de Fisher-Snedecor de comparaison de deux variances. Si la réponse
est positive (0 = g2 au niveau 1 — a), alors on applique le test de Student

de comparaison de deux moyennes (au méme niveaun).

5.2 Tests du y?

Définition 5.2.1. Soit (X,)n>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi N(0.1). On

pose
n

¥=> X2
i=1

La v.a. Y suit la loi du Chi ("khi”) deuz @ n degrés de liberté et admet pour
densité i
flz) = -T,—_n.r%'le‘%lm(:v).
2:T(3)

Intervalle de confiance d’une variance : Un échantillon releve d’une loi
N(m,o?), m et ¢* étant inconnus. On souhaite estimer o2.

Théoréme 5.2.1. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi N'(m,c?). On
pose

1 n e
Y = ;Z(Xi = X%
i=1

Alors,
P(Y € [a,b]) = P(x2_, € [a,b]).
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Application : Soit ay, ap > 0 tels que

. a!
PG, < 0a) = P(xE, 2 ) = 1 - &
et donc P(x2_, € [a1,as]) = 1 — a. On a alors
_ [alcﬂ OJ'_J_O'ZJ 4 [nE na'J
S = o c|—,—
n 7 Qg Qg

no nog

ot nl] est un intervalle de confiance

avec une probabilité p = 1 — . Ainsi, [

de ¢? de niveau 1 — a.

Test de 'indépendance du y?. Dans une entreprise, on a dénombré 5300
cas d’absence (dans l'année) se répartissant comme suit

maladie autre
H 1800 1700
F 1200 600

Peut-on conclure que I’absentéisme, du a d’autres causes que la maladie, est
plus important chez les hommes ?

Théoreme 5.2.2. Soit (X,,)n>1, (Y)n>1 deux suites indépendantes telles que
(1) (Xn)n>1 est une suite de v.a.i.i.d. discrétes telle que

N
]P(/Yl:ai)=pi>02i=1:---:N:ZPi=1-
i=1

(i) (Y)nz1 est une suite de v.a.i.i.d. discrétes telle que

M
P(Yi=8)=¢:>0i=1,....M> g=1
i=1

On pose
n
Tlij = Z la,(Xp)lﬁJ(YP)f
p=1
n n
n = Z Lo, (Xp) et nj = Z 15,(%))
p=1 p=1
Alors,

NOOM
e nimn; nn;
D= E g — ——= —_—
; n n
converge en loi vers la loi X?N—U(M—n lorsque n tend vers +oo.
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En vertu de la loi forte des grands nombres, on a les convergences presque
siires suivantes -
i s . _
'T?:- — P(Al = Ofi,}/] = ,13_7)

!
% SP(X) =) et % S B(Y; = 5).

On a donc pour n grand,

!
Tlij s ;ninj.

Le test du x? nous sert & estimer 1'écart entre ces deux équivalents.

Ce résultat théorique s'exploite de la maniére suivante. On considére deux
caractéres A et B pouvant prendre des valeurs ay,...,ay et 53y,..., 5.
Soit par ailleurs Z,...,7, un échantillon de mesures qu'on assimile & des
réalisations T, = (X;(w), Y1(w)),...,Tn = (Xp(w),Y,(w)). On désigne par
n;; le nombre de mesures présentant les caractéres (a;, 3;), par n; le nombre
de mesures présentant le caractére a; et par n} ceux faisant apparaitre 3;.
On pose

N M Iy 2 !
nm; nn;
D= E g Ny — — L
i n n
i=1 j=1
Soit a > 0 de sorte que

P (X?N—l)(ilf—]) <a)=1-a.

Alors, si D < a, tout va bien et si D > a, on rejette I'hypothése d’indépendance
(avec un facteur de risque a).

Test du x? de Pearson (Test d’ajustement) Soit @1, ...,z un échantillon
aléatoire, c’est a dire (on le rappelle!) un relevé de N mesures relatives & un
phénomene aléatoire.
Exemple 1 : On teste la durée de vie d'un systéme de guidage. A cet effet,
on procede a 10 essais. On désigne par z;,7 = 1,....10 le nombre d’heures
de fonctionnement du systéme précédant 'apparition d’une anomalie. On a
relevé :

i 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

x; 1 93 4 151 268 5 827 &40 200 1050

Exemple 2 : On teste le nombre de piéces & rebuter dans des lots de fabri-
cation, chaque lot comportant 100 pieces. On a répertorié 52 lots. On désigne
par x;,7 = 1,...,52 le nombre de pieces & rebuter dans chaque lot, puis par

a, =card{i € {1,...,52};2; =n},neN
le nombre de lots comportant n piéces a rebuter. On a obtenu

n 0 1 2 3 4 5
a, 18 18 8 5 2 1

28



Nous allons voir que ces mesures peuvent relever de lois statistiques sous-
jacentes.

Définition 5.2.2. On dit qu'un échantillon aléatoire x,,...,xy reléve d'une
loi discréte {an,n € I}, {a,,n € I}(respectivement d'une loi absolument
continue f) s'il correspond a une réalisation d’une suite X1,..., Xy de v.a.i.i.d.

associée d cette loi, c'est a dire si :
1.z = X1(w),...,zy = Xn(w) pour un certain w € Q.
2. Xi(Q)={an,nel},P(X,=a,) =a,,nel
(respectivement P(X € [a,b]) = f: flz)dz,Va < b).

Fixons un intervalle [a, ] C R puis notons
Y. = 1fa,bi(Xn):n' > 1.

Drapres la loi forte des grands nombres, sous de bonnes hypothéses sur les
Vil Xy = L,

Vi(w) + ...+ Yn(w) —  P(X; € [a,b)]).

N N—+o0

On en déduit que pour N "grand” le nombre
N
card{i € {1,...,N};z; € [a,b]} = Z}’,;(w)
i=1

fournit un équivalent de NP(X; € [a, b]).Pour vérifier donc que ’échantillon
releve d’une loi (supposée) donnée, il est naturel de comparer, pour différents
intervalles [a, b], les effectifs empiriques card{i € {1,...,N};2; € [a,b]} aux

effectifs théoriques NP(X, € [a,b]). Pour cela, on fait appel au théoréme
sulvant :

Théoreme 5.2.3. Soit X,,,n > 1 une suite de v.a.i.i.d.. On fixe une partition
Iy, ..., Ig de Xy(Q) puis on note :

K (S, 10, (Xilw)) = NP(X, € 1))
Dy(w) = Z NP(X, € I,,)

n=1

Alors, pour tout x > 0, fizé, on a

lim P(Dy <) =P(x%_, < )

n—s+oc -
ot Xj_y est une v.a. suivant une loi du khi deuz 6 IS — 1 degrés de liberté.

En pratique, on utilise ce résultat de la maniére suivante :

1. On admet que pour N assez grand le nombre P(Dy < ) est égal &
P(x%-1 < ).
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2. On fixe un seuil de risque a petit (o = 0,05 ou 0, 1) puis on reléve sur
la table statistique de x%_; le nombre z, tel que

IP’(,\'?‘,_I <z)=1-a.

3. On calcule a partir de I"échantillon z;,..., 2y la distance empirique

de Pearson :
2

(S ) - VPO € )
N — ; jVP(X] S In)

ot X suit la loi supposée.
4. On compare 2, & Dy :

— Si Dy > 2, et si 'échantillon reléve effectivement de la loi de X
alors Dy = Dy(w) pour un certain w € . On sait par ailleurs
que P(w; Dy(w) > @,) = . Il y a donc a—chance pour qu'il en
soit ainsi. Comme a a été pris petit, on rejette '’hypotheése.

— Si Dy < 2, alors tout va bien.

— Si Dy ~ 24, alors on ne peut conclure positivement.

Exemples d’application : Tester I'hypothése que les échantillons des exemples
1 et 2 relévent respectivement d’une loi exponentielle et d’une loi de Poisson.

5.3 Test de Kolmogorov-Smirnov
On utilise ce test pour tester si un échantillon aléatoire @, ..., zy reléve
d’'une loi donnée.

Théoreme 5.3.1. Soit X,..., Xy une suite de v.a.i.i.d.. On suppose que

la fonction de répartition F est continue. On pose

N
Dy = sup (Zi_l 1]—00,3:}(Xi) _ F(’L)) .

TeR N

La variable aléatoire v N Dy converge en loi, vers une loi limite qui ne dépend
pas de F' et dont la fonction de répartition est donnée par

+:
VE>0, Frs(t)=1+2) (—1)Fexp(—2k??).

2

Ed
1l
v

En pratique, on utilise ce résultat de la maniére suivante :
1. On réordonne la suite x1,...,zy en ordre croissant. Soit donc z; n <
Ton < ... < xnyn la nouvelle suite ainsi obtenue.
2. On calcule
i—1
)

}{7 - F(mi.f\’)

) ‘F(-'Bi,N) =

Dy = max max
1<i<N
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3. Sur la table statistique de I{olmogorov-Smirnov, on recherche le nombre
a tel que
]P)(.DN S Ui) = 0,9

4. Siona Dy < a alors le test est positif sinon il est négatif.

Remarque : L'inconvénient de ce test est qu'il ne s’applique que si la fone-
tion de répartition est continue. En particulier, il est inopérant pour les lois
discretes,
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Chapitre 6

Simulation de variables
aléatoires

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques méthodes de simulation
de variables aléatoires de loi classique. Dans tout ce chapitre, on suppose que
'on a acces & une fonction permettant de simuler une v.a. de loi uniforme
sur [0, 1].

Par exemple :

— Sur le logiciel 'R’ : runif

— Sur le logiciel Scilab : grand. .. ’unf’ ou grand...’def’

— Sur le logiciel MATLAB :rand

6.1 Méthode de la fonction inverse

La premiere propriété qui nous intéresse a déja été vue :
Proposition 6.1.1. SiU ~ U([0,1]), et si Fx est inversible, alors Fx'(U) ~
25
Application : Supposons que I'on sache calculer F', alors on peut simuler
une v.a. de méme loi que X. En particulier, cela donne quelque chose de tres
simple pour une loi exponentielle de paramétre A :

Si U ~ U([0, 1), alors — II‘E\U)

~ E(A).

En réalité, cette propriété peut étre étendue en définissant I'inverse généralisée :

Définition 6.1.1. On appelle inverse généralisée de la fonction de répartition
de X la fonction définie par

Yu € ]0,1[, F{'(u) = inf{z € R, Fx(x) > u}.

Alors on a encore
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Proposition 6.1.2. Si U ~U([0,1]), et si F;' désigne l'inverse généralisée
de X, alors
F{U(U)~ X.

Pour une loi discréte, cette méthode donne quelque chose d’assez simple :

Proposition 6.1.3. Soit X une v.a. discréte a valeurs dans E = {ay, k € N}
et (pr)ker définde par pr = P(X = ay). Soit U ~ U([0,1]). Alors,

7 o - :
¥ = Z akluqz_‘;:n‘ Pi Lo pit1)
kel

a méme lot que X.

Application : Cette méthode permet en particulier de simuler les lois de
Bernoulli, Binomiale, Géométrique, Poisson...

Pour simuler une variable de loi Normale, ¢’est plus compliqué puisqu’on
n’a pas de formule simple pour la fonction de répartition et encore moins
pour son inverse. On propose ici une premiére méthode appelée Méthode de
Box-Miiller ou Méthode polaire. On verra plus tard une autre méthode basée
sur I'algorithme du rejet.

Proposition 6.1.4 (Méthode polaire). Soit X etY deuz v.a. indépendantes
de loi N'(0,1). Définissons (R.0) les coordonnées polaires de (X,Y) :
X = Rcos(fl), Y = Rsin(#)

avec R > 0 et § € [0,2n[. Alors, R?* et 0 sont deuz v.a. indépendantes, la
premicre est de loi exponentielle de paramétre 1/2, la seconde de loi uniforme
sur [0, 27].

Démonstration. Soit (X,Y) des v.a. indépendantes de loi A/(0,1). On cal-
cule la loi conjointe de (X 2+ Y? arctan(Y/X }) en passant en coordonnées
polaires. Soit ¢ : R? — R une fonction mesurable positive.

}/
]E[¢' (X2 +Y? arctan (?))J = / o(2? + ¥, arctan(y/2)) dP v vy (2, y)
< R2

1 2,2
=— [ o(a®+ %, Eu‘ct:em(y/:.';))e‘%(I ¥ dady
27 R2
1 o 2
.3 o (r?, 8)e” 3" rdrdf
27 Jry x[0,27]
1 1
= o(1,8)=e"2'dldd
27 Jg+ x[0,27) ( )2

Donc X? +Y? et arctan(Y/X) sont indépendantes, X2+ Y2 a comme loi
une loi exponentielle de parametre 1, et arctan(Y/X) une loi uniforme sur

[0,27]. D’ou le résultat. O
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Algorithme de Box-Miiller
— Simulation de Uy, Uy ~ U([0, 1]) indépendantes.
— On pose

12—

X = (= 2In(U1)) 2 cos(27Us)
Y= (- 2111(U1))% sin(27U,),

Montrer que X et ¥ sont des v.a. indépendantes de loi (0, 1).

6.2 Algorithme du rejet

On veut simuler une variable aléatoire X de densité f telle qu’il existe
une autre densité g pour laquelle on connait un algorithme de génération et
qui, & une constante ¢ pres, majore f partout :

J g une densité ,3 c € Ry, Vz, f(z) < ¢ x g(a).

Il est clair qu’on ne peut pas trouver une densité g qui majore f directement
(i.e. prendre ¢ = 1) puisque ces deux fonctions ont une intégrale sur R égale
al.
Algorithme du rejet :
Soit X' de densité f, Y de densité g. On suppose qu'il existe une constante
c > 0 vérifiant
Va, f(z) <c x g(z).

1. On simule yy, us, y2, s, ... des nombres au hasard indépendants tels
que ¥, simule Y et u, simule ([0, 1]).

2. On simule y;,u,;. Si

y < f(y1) :
cg(y1)
on pose x; = yp, Sinon on recommence avec ya, us. Ainsi,
1 = Yn Ofl 1 = 111f{k 2 l,u,L S f(yk) } .
cg(Yx)

Proposition 6.2.1. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f. Soit
(Yo)nen une suite de v.a. réelles i.i.d de densité g, telle que é est majorée
par ¢ > 0. Soit (Uy)nen une suite de v.a. i.1.d de loi uniforme sur [0,1]. On
pose

k= inf {n >1U, < o (V)

o

Z =Y.
Alors, Z ~ X.
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Démonstration. Soit x € R.
f()
cg(¥h)
+co (},) -

+ Z]P’ (U, > cg(Y-)’i =1 con oitBillag & W et Y, < .2.‘)

n=1 5

PX<z) =P (Ul < et V] < a:)

3 f) , o F)\"
= P(U]SWEt YIS'L) X (1+§P(U1>Cq()f1 ) )
" fy) o, 1

=/ Cg(y)g(y} dy x

Oron a

*(0> o) - =(-4m)

En conclusion,
P(X<z)= fly)dy

donc X est une variable aléatoire continue de densité f. O

Application a la loi Normale : En notant ¢ la densité de la loi normale,
on a

Yz, ¢lz) =
- 9la) Var - 2T
En effet,
z° 1 x? 1 (| = 1)2
xp|——) < S s o [ o= 7 L e N,
e\p( 2)_@){])(_2 |1|> =5 5 |1,|+2_O = 5 >0

ce qui est toujours vrai. Or,

exp(3 — ]1 [2¢ 1wl _ /28 % gl

ou g est la densité de la loi "double exponentielle” qui correspond & une va-
riable de loi exponentielle £(1) affectée d’'un signe tiré a pile ou face.
Remarque : Il est important de choisir ¢ la plus petite possible pour mini-
miser le nombre de rejets.
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Aide-mémoire

Quelques lois discrétes usuelles

nom parametres X(P) EX var .Y Ee~*¥
Dirac e} da a 0 e~e
Bernoulli p (1 =p)do +pd, p (1l —p) 1—p(l—e™")
.. T n+1 n® -1 _y 1 —g4n
Uniforme n = LZI: Ox 5 B m
n
Binomiale n,.p Z Cip*(1=p)" 6 | np [np(l—p)| (1-p(1-e)"
k=0
u -
Poisson I Z e-“E(ﬁ.— 7 7 g=#(l=e™")
£>0 A
Géométrique Zp(l - p)*-t6, E 1-p 4
q p p p2 E\ -1+ D
k>t
Quelques lois a densité classiques
nom parameétres densité EX var X Be'a®
5 a+b (b - a)z glab _ gica
Uniforme a<b g (2)/ (b — @) 3 5 m
Exponentielle A \e 1R+ (z) . - A
xXp ’ R* N A2 A— o
2 2
n Xp — = /(26" 9 : 225
Normale m,o? exp ((I m) /( a )) - a2 elame—a o= /2
27 @
Cauchy i . -~ non définie non définie e~ ulel
m(p® + %)
, T((n +1)/2) o L MK (1)
Studenﬁ n \/‘,?I\(ﬂ/g)(l + IZ)[H:—U/? D| sin 2 = n— ,2: St n 2 3 m
KAl g=ae n Anr
Gamma A, ——1g- - — I .
m " Ty LR (@) 0 3 (= ia)"
af2—1,-z/2
o 2 x e . J—
Chi 2 (x°) n EOE eI} 1g+(z) n 2n (1-2ia)
Fla+b) ,_ - a ab 1Fi{a-1.6-1;-ia)
Beta b e O T L | : :
* Tare” © % i@ | 75 | erieebel | Al 15—L0)

Signification des paramétres :

e 7, A et g sont des réels positifs,
o a, b et m sont des réels,

o p€l0,1],

e 1 est un entier positif.

Remarques : » La somme de n vaiid de Bernoulli de parameétre p suit une loi binomiale (n, p).
e La somme de deux variables de Poisson (resp. normales) indépendantes suit une loi de Poisson (resp.

normale).

e La somme de n vaiid exponentielles de patamétre A suit une loi Gamma (n, A).
* La somme des carrés de n vaiid normales A/(0, 1) suit une loi du x3.
» Le quotient de deux variables normales centrées indépendantes suit une loi de Cauchy.




Table A1 The standard normal distribution

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 5000 5040 5080 5120 S160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0.2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0.4 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879
0.5 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
0.9 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389
1.0 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
1.1 8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830
1.2 8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015
1.3 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 944]
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 0545
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
1.8 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706 -
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
2.0 9772 9778 9783 9788 9793 9798 08303 C%0% Q%12 0R17
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
2.2 9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890
23 9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
2.5 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
2.6 9935 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
2.7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
28 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
2.9 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9085 9985 9986 9986
3.0 9987 9987 9987 9988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
3.1 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
3.2 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
3.3 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997
3.4 9997 9997 9799 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998
3.5 - 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 0998
3.6 9998 9998 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999

Table of the standard normal cumulative distribution function D(x) = Pr{X < x).

Example: suppose that x = 1.85. Start with x = 1.8 (the row beginning with 9641). In
the sixth column one can find the ®-value, multiplied by 104, corresponding to
x = 1.85. Hence, ®(1.85) = 0.9678 and the right-sided p-value is equal to 0.0322.



Table A3 Tﬁc upper critical values of Student’s distribution

a

k 0.200 0.100 0.050 0.025 0.010 ~ 0.005 0.001

12.706 31.820 63.656 318.294

1.376 3.078 6.314
6.965 9.925 243727

1.061 1.886 2.920 4.303
0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.214

0.941 1:533 2.132 2.776 3.747 4.604 1173
0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.023 5.893
0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3407 5.208
0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297
10  0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4,144
11 0.876 1.363 1.796 2.207 2.718 3.106 4.025
12 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930
13 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852
14 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787
15 0.866 1.341 1753 2.131 2.602 2.947 3.733
16  0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686
17 . 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
18  0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610
19 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3579
20 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552
21 0.859 1.323 1.721 2.080 2518 2.831 3.527
22 0.858 1.32] 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505
23 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 . 2.807 - 3.485
24 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467
25  0.856 ° 1316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450
26 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435
27  0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.7 3.421
28  0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2763 3.408
29  0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
30 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
35  0.852 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340
40  0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307
45  0.850 1.301 1.679 2.014 2.412 2.690 3.281
50  0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261
60  0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
70 0.847 1.294 1.667 1.994 2.381 2.648 3.211
80  0.846 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.195
9  0.846 1.291 1.662 1.987 2.368 2.632 3.183
100 0.845 1.250 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174
200 0.843 1.286 1.652 1,912 2.345 2.601 3.131
500 0.842 1.283 1.648 1.965 2.334 2.586 3.107
1000  0.842 1.282 1.646 1.962 2.330 2.581 3.098

\OOO\JO\MJLWM»—-

- Table of the upper critical values f,(a) of Student’s distribution:
Pr{T 2 (o)) = &, where k denotes the number of degrees of freedom.
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Table AZ The upper critical values of the chi-squared distribution

a

k 0.995 0.99 0975 095 090 075 0.50 025 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.00]

271 3.84 502 6.63 7.88 108

< 0.001 0.004 0.016 0.102 0.455 1.32
4.61 599 7.38 921106 13.8

0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 0.575 1.39 2.77
0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 1.21 237 4.11 625 7.8] 935 113 128 163

1

2

3

4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.06 1.92 336 539 7.78 949 I1.1 133 149 185
5 0412 0.554 0831 L.15 1.61 267 435 663 924 1.1 12.8 151 16.7 205
6 0.676 0.872 1.24 1.64 220 345 535 7.84 10.6 126 144 168 185 225
7 0.989 1.24 1.69 2.17 283 425 635 9.04 12.0 141 16.0 185 203 243
8 134 1.65 208 273 349 507 734 102 134 155 17.5 20.1 22.0 26.1
9 173 2.09 270 333 4.17 590 834 [14 147 169 19.0 217 23.6 279
10 2.16 256 3.25 3.94 487 674 934 125 160 183 20.5 232 252 296
11 2.60 3.05 3.82 457 558 7.58 103 137 173 197 21.9 247 26.8 31.3
12 3.07 3.57 4.40 523 630 844 113 148 185 21.0 233 262 283 329
13 357 411 501 589 7.04 930 123 160 19.8 224 247 277 298 345
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 102 133 171 211 237 26.1 291 313 36.1
15 4.60 523 6.26 7.26 8.55 11.0 143 182 223 25.0 27.5 30.6 32.8 37.7
16 5.14 581 691 7.96 931 119 153 194 235 263 28.8 320 343 393
17 570 6.41 7.56 867 10.1 12.8 163 20.5 248 276 30.2 334 357 408
18 6.26 7.01 823 939 10.9 137 17.3 216 26.0 289 315 348 372 423
19 584  7.63 891 100 117 126 183 227 <22 301 3IS 32 5 258
20 7.43 826 9.59 109 124 155 193 23.8 284 314 342 37.6 400 453
21 8.03 890 103 116 132 163 203 249 29.6 327 355 389 411 468
22 8.64 9.54 11.0 123 14.0 172 213 26.0 30.8 33.9 36.8 40.3 428 483
23 9.26 102 11.7 131 148 181 223 27.] 320 352 381 416 442 497
24 9.89 109 124 138 157 19.0 233 282 332 364 394 430 456 51.2
25 105 115 130 146 165 19.9 243 29.3 344 377 40.6 443 469 52.6
26 112 122 138 154 173 208 253 304 35.6 38.9 419 456 483 54.
27 118 129 4.6 162 181 217 263 315 36.7 40.1 432 470 496 55.5
28 125 -13.6 153 169 189 227 27.3 32.6 379 413 445 483 5]0 56.9
29 131 143 160 17.7 198 23.6 283 337 39.1 42.6 457 496 523 583
30 138 150 16.8 185 206 245 293 348 403 43.8 47.0 509 537 59.7
40 207 222 244 265 291 337 393 456 518 558 593 63.7 668 73.4
50 280 297 324 348 377 429 493 563 632 675 714 762 79.5 86.7
60 355 375 40.5 432 465 523 593 67.0 744 79.1 833 884 916 99.6
70 433 454 488 517 553 61.7 693 776 855 905 95.0 1004 1042 112.3

80 512 535 572 604 643 71.1 793 881 96.6 101.9 106.6 1123 1163 124.8
90 59.2 618 656 69, 73.3 80.6 893 98.6 107.6 113.1 118.1 124.] 1283 137.2
100 673 701 742 779 82.4 90.1' 99.3 109.1 118.5 124.3 129.6 1358 1402 149 .4

Table of the upper critical values x’(a) of the chi-squared distribution:
Prix’ 2 Y’(a)] = a. where & denotes the number of degrees of freedom.
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3 Table de Kolmogorov-Smirnov

Seuils critiques Dy (n)
n |a=020|a=015]|a=010]| a=005] a=0.01
1 0.900 0.925 0.950 0.975 0.995
2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929
3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.828
4 0.494 0.525 0.564 0.624 0.733
5 0.446 0.474 0.510 0.565 0.669
6 0.410 0.436 0.470 0.521 0.618
i 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577
3 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543
9 0.339 0.360 0.388 0.432 0.514
10 0.322 0.342 0.368 0.410 0.490
11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.450
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0418 -
15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404
Seuils critiques Dq(n)
n a=020|a=015|a=010| a=0.05| a=0.01
16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392
17 0.250 0.266 0.286 0.318 0.381
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371
19 0.237 0.252 0.272 0.301 0.363
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356
25 0.210 0.220 0.240 0.270 0.320
30 0.190 0.200 0.220 0.240 0.290
35 0.180 0.190 0.210 0.230 0.270
>35 | 1.07/y/m | 1.14/y/n | 1.22/v/n | 1.36/\n | 1.63//n




