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Exercice 1. Soit une fonction f entiere (c’est-a-dire holomorphe sur C) telle que pour tout z € C, il existe n € N
tel que f () (z) = 0. On rappelle le principe des zéros isolés qui dit que les zéros d’une fonction entiére non nulle
sont isolés dans C.

a) Montrer que si £ est non constante, alors ’ensemble F, = {z ; f")(z) = 0} est fermé d’intérieur vide.

b) Montrer que U F,=C.
neN
¢) En déduire que f est un polyndome.

i . On note "espace vectoriel des fonctions continues sur ui tendent vers 0 a I’infini, muni
Exercice 2. On note CJ(R") I’esp toriel des fonct t R" qui tendent vers 0 a I’infi
de la norme uniforme. Pour tout x € R", on définit les opérateurs “translation” T, sur Cg(R") et sur L?(R") par

[t fl(v) = f(y—x).

a) Soit T : L*(R") — C9(R") un opérateur linéaire, continu et commutant avec les translations au sens oul
VxeR", 1, T =Tr,.

(i) Montrer que ’application L?(R") 3 f + T f(0) est linéaire et continue.

(ii) En déduire I’existence d’une fonction g € L? (R") telle que
TF0)= [ f(x)g(—x)dx pour tout f € L?(R™).
Rn

(iii) Montrer enfin que T f = f % g pour tout f € L?>(R") (la notation * désigne le produit de convolution).
b) Réciproquement, soit g € L*>(R") fixée. Pour f € L>(R") on pose T(f) = f *g.
(i) Montrer que T'(f) € L™(R").

(i1) Montrer que la convolution entre deux fonctions continues a support compact est une fonction continue
a support compact.

(iii) En utilisant un argument de densité montrer que T'(f) € CJ(R") et que T est linéaire et continu de
L*(R") dans CJ(R").

Exercice 3. Soit 1 < p < c. On définit
0P = {x = (Xp)nen : X0 € Cet Y |xu|? < oo}
neN
muni de la norme

<=

xllp = (X lxal”) .

neN
TSVP



On définit aussi ¢% le sous espace de ¢” formé des suites nulles a partir d’un certain rang.
Les parties III et IV sont indépendantes.

Partie 1.
a) Montrer que /” muni de cette norme est un espace de Banach.

b) L’espace ¢ muni de la norme || - ||, est-il un espace de Banach ? Justifiez votre réponse.

On se donne maintenant une suite (A,), de nombres complexes et on construit 1’opérateur 7' sur ¢¥ défini par

T(x)=y ou x=(xp)n, Yy=0nn et yYn=2NAxXy.

(i) On suppose dans cette question que la suite (A,), est bornée. Montrer que T est a valeurs dans /7, que
T : (P — (P est un opérateur linéaire et continu et calculer sa norme.

(ii) Réciproquement, supposons que 7 est linéaire et continu de ¢” dans /7. Montrer que la suite (A,), est
bornée.

Partie II. On suppose dans cette partie que la suite (A, ), est bornée.

c) Déterminer I’ensemble des valeurs propres de 7.
d) Soit ¢ un nombre complexe qui n’est pas valeur propre de 7.

(i) Montrer que T — ul est une bijection de /£ dans (£ (on n’impose pas de continuité a ce stade) et
déterminer son inverse. On a noté par / I’application identité.

(ii) En déduire que T — ul admet un inverse continu dans £” si et seulement si u n’appartient pas a 1’adhérence
de I’ensemble {A, ; n € N}.

Partie III. On suppose dans cette partie que p = 2.

e) Déterminer T 1’adjoint de 7.
f) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 7" soit autoajoint.

g) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 7" soit normal.

I 1
Partie IV. On suppose dans cette partie que 1 < p < oo. Soit p’ I’exposant conjugué de p : — + — = 1. Soit (0, ),
p p

une suite de nombres complexes avec la propriété que pour toute suite (x,), € ¢¥ nous avons que Z |0t x| < oo
n

N
h) Soit Sy : 7 — C, Sy(x) = Z O, x,. Montrer que Sy appartient au dual de £7.
n=0

i) Montrer que la suite Sy est bornée dans le dual de /7. (On pourra utiliser le théoréme de Banach-Steinhaus.)

j) Calculer la norme de Sy .
k) En déduire que (ot,), € ¢

1) Réciproquement, montrer que si (o), € ¢ " alors Z |0tx,| < oo pour tout (xy,), € £P.
n



