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Questions de cours.

a) Donner la définition d’un ensemble ouvert.

b) Donner la condition nécessaire et suffisante pour qu’une application linéaire entre deux espaces normés soit

continue.

c) Énoncer le théorème de Riesz.

Exercice 1. Soit a ≥ 0. Pour P ∈ R[X ] on définit

Na(P) = |P(a)|+
∫ 1

0
|P′(t)|dt.

a) Montrer que Na est une norme sur R[X ].

b) Montrer que si 0 ≤ a,b ≤ 1 alors les normes Na et Nb sont équivalentes.

c) Soit a,b ≥ 0 avec a < b et b > 1. Montrer que Na et Nb ne sont pas équivalentes. (Indication : prendre

P = Xn.)

Exercice 2. Soit X l’espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la norme

‖ f‖1 =
∫ 1

0
| f (x)|dx.

a) Soit T1 : X → X l’application f 7→ T1( f ) où T1( f ) est la fonction

T1( f )(x) =
∫ x

0
f (t)dt.

Montrer que T1 est linéaire et continue. Calculer sa norme triple.

b) Soit T2 : X → R

T2( f ) =
∫ 1

2

0
f (t)dt −

∫ 1

1
2

f (t)dt.

Montrer que T2 est linéaire et continue. Calculer sa norme triple.


