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1 Calcul différentiel

Soient (E, || - ||g) et (F,] - ||F) deux espaces vectoriels normés sur R ou C. Pour simplifier la
notation, on ne mettra pas d’indice a la norme || - || lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion. Dans
le cas de R™ on utilisera toujours la norme euclidienne ||z|| = \/2? + 23 + - - - + 22.

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1.1. Soit U un ouvert de E, a € U et f: U — F. On dit que f est différentiable en a
sl existe une application linéaire et continue L : E — F telle que

fla+h) = f(a)+ L(h) + o(||h]]) quand h — 0.

On a utilisé la notation habituelle X = o(||h||) ssi = — 0 quand h — 0.
[

Remarques.

a) Pour pouvoir étudier la différentiabilité d’une fonction en un point il faut que la fonction soit
définie au voisinage de ce point.

b) La notion de différentiabilité ne change pas quand on remplace les normes de E et F' par des
normes équivalentes.

¢) En dimension finie le théoréme de Riesz affirme que toutes les normes sont équivalentes. Par
conséquent, si F et F' sont de dimension finie alors la notion de différentiabilité ne change pas
quand on change les normes de F et F.

Proposition 1.2. L’application linéaire et continue L qui apparait dans la définition 1.1 est unique.
On appelle L la différentielle de f au point a et on note L = D f(a) ou encore L = f'(a) lorsqu’il n’y
a pas de risque de confusion avec la dérivée usuelle.

Proposition 1.3. Une fonction différentiable en a est continue en a.

Proposition 1.4. Si E = F =R, alors une fonction f est différentiable en un point a si et seulement
st elle est dérivable. De plus, la différentielle D f(a) est l'application linéaire et continue donnée par
la multiplication par la dérivée f'(a) :

Exemples.
a) Toute application linéaire et continue entre deux espaces normés est différentiable en tout

point et sa différentielle en un point arbitraire est elle-méme.

b) L’application f : R? — R, f(x) = x5 est différentiable en tout point et sa différentielle est
donnée par
Df(a)(h) = alhg + aghl.

1.2 Deérivées directionnelles

Définition 1.5. Soit U un ouvert de £, a €¢ U, v € E et f:U — F. On dit que f admet au point
a une dériwée directionnelle dans la direction v, et on la note par af(a), st la limite suwivante existe :

v
OF (1) _ i Fl020) = Fl0)

ov e\0 €

En d’autres termes, la dérivée directionnelle %(a) est la dérivée a droite en 0 de la fonction t —
fla+tv).



Proposition 1.6. Si f est différentiable en a alors f admet des dérivées directionnelles en a suivant
toute direction et nous avons de plus que

o1
L (a) = Df(a)(v).

Exemples.

a) L’existence des dérivées directionnelles suivant toute direction n’entraine pas forcément la
différentiabilité de la fonction. Ni méme la continuité. La fonction f : R? — R

1 siy>a?
flz,y) =91 siy<0
0 sinon

admet des dérivées directionnelles en 0 qui sont nulles en toute direction. Mais f n’est pas
continue en 0, et a fortior: n’est pas différentiable en 0.

b) Méme si la fonction est continue et que toutes ses dérivées directionnelles existent en un point
cela n’'implique toujours pas que la fonction est différentiable. La fonction f : R* — R

z(z%—3y%) ]
[ () £ (0,0
f<x,y>—{0 T ey = (0.0)

est continue en 0 et toutes ses dérivées directionnelles en 0 existent :

af \ _ 2
%(0) = f(U) Vv € R*.

Elle n’est cependant pas différentiable en 0 car les dérivées directionnelles en 0 ne sont pas
linéaires en v.

1.3 Dimension finie

On suppose dans cette partie que E est de dimension finie : £/ = R".

1.3.1 Dérivées partielles

Définition 1.7. Soit U un ouvert de R*, a € U et f : U — F. On dit que f admet au point a une

dérwée partielle par rapport a la variable x;, et on la note par %(a), st la limite suivante existe :
0 a+ee;)— fla
Ox; e—0 €

ot on a noté par e; le j-eme élément de la base canonique de R™ : toutes les composantes de e; sont
nulles sauf la j-éme qui est égale a 1. En d’autres termes, la dérivée partielle 887’;(@) est la dérivée en
a; de la fonction t — f(ay,...,aj_1,t,a;41,...,a,) (on fige toutes les variables sauf x; et on dérive
par rapport & ;).

La différentielle peut s’exprimer en fonction des dérivées partielles de la maniére suivante.

Proposition 1.8. Soit U un ouvert de R", a € U et f : U — F une fonction différentiable en a.

Alors
Di(@)m) =3 hjg—;;m).



1.3.2 Matrice jacobienne, gradient

Supposons maintenant que F' est lui aussi de dimension finie : F' = R™. Une fonction f & valeurs
dans F' admet m composantes
fi
f2
f=1".
fm
Comme la limite dans R™ se fait composante par composante et que les dérivées partielles sont
définies via une limite, nous avons que f admet des dérivées partielles ssi chaque composante de f
admet des dérivées partielles et la dérivée partielle de f s’obtient en prenant les dérivées partielles
des composantes.
La différentielle est une application linéaire de R™ dans R™. Elle s’identifie donc & une matrice.
On peut exprimer cette matrice en fonction des dérivées partielles des composantes de f.

Proposition 1.9. Soit U un ouvert de R", a € U et f : U — R™ une fonction différentiable en a.
La matrice de Df(a) dans les bases canoniques de R"™ et R™ est donnée par la matrice suivante

g—%ga; g—%Ea; %Ea%

8‘](1 Dy \& Do \ A R a
Mf(a> = (%(a)>1§i§m = 0 1. 2: .
j 1<5<n . . .

Un(a) Yn(a) ... 9Y=(a)

On appelle cette matrice la matrice jacobienne en a.

Une fonction f : R? — R? peut aussi étre vue comme une fonction définie de C dans C. Nous avons
alors deux notions de différentiabilité. D une part la notion de différentiabilité sur R? vu comme un R-
espace vectoriel. Et d’autre part la notion de différentiabilité sur C vu comme un C-espace vectoriel.
Ces deux notions sont-elles les mémes ? La réponse est non. Plus précisément, la C différentiabilité
implique la R différentiabilité mais la réciproque est fausse. Cela vient du fait qu'une application
linéaire sur C est aussi linéaire sur R? mais une application linéaire sur R? ne I’est pas forcément sur

C.
Définition 1.10. Soit U un ouvert de R", a € U et f : U — R une fonction différentiable en a. On

appelle gradient de f en a le vecteur ligne

Vf(a) = (88_;1<a>’ g_xfg(a)’ e g—x“i(a))

Le gradient coincide avec la matrice jacobienne. On peut facilement voir que le gradient est la
direction ou f augmente le plus vite.

1.3.3 Continuité des dérivées partielles et différentiabilité

Le critére le plus important pour la différentiabilité d’une fonction est celui de la continuité des
dérivées partielles.

Théoréme 1.11. Soit U un ouvert de R", a € U et f : U — R™. On suppose que les dérivées
partielles de f existent dans un voisinage de a et sont continues en a. Alors f est différentiable en a.

Si la continuité des dérivées partielles est une condition suffisante de différentiabilité, ce n’est pas
une condition nécessaire (seule l'existence des dérivées partielles est une condition nécessaire). En
pratique, lorsqu’on veut décider de la différentiabilité d’une fonction concréte (qui a en général des
points de singularité) on peut procéder de la maniére suivante :



1. On étudie la continuité de la fonction. Si la fonction n’est pas continue elle n’est pas différen-
tiable.

2. Si la fonction est continue, on étudie 'existence des dérivées partielles. Si au moins une des
dérivées partielles n’existe pas, la fonction n’est pas différentiable.

3. Si la fonction est continue et toutes les dérivées partielles existent, on étudie la continuité
des dérivées partielles. Si toutes les dérivées partielles sont continues alors la fonction est
différentiable.

4. Si la fonction est continue et toutes les dérivées partielles existent mais certaines sont disconti-
nues, il ne reste plus qu’a vérifier la définition de la différentiabilité. Mais ’application linéaire
et continue L de la définition est connue (sa matrice est la matrice des dérivées partielles, la
matrice jacobienne) donc la vérification de la définition est maintenant aisée.

Exemple. La fonction

. 1 .
x? sin 74> sl (x,y) # (0,0)

fR? SR, f<fff’y):{0 si (z,y) = (0,0)

est continue en (0,0), les dérivées partielles existent partout mais sont discontinues en (0,0). La
fonction est différentiable en (0,0) de différentielle nulle.

1.4 Composition et inverse

Nous avons que la composition de deux applications différentiables est différentiable et la diffé-
rentielle de la composition est la composition des différentielles.

Proposition 1.12. Soient E, F et G trois espaces normé, U un ouvert de E, V un ouvert de F,
f:U—=Fetg:V — G. On suppose que f est différentiable en a € U, que f(a) € V et que g est
différentiable en f(a). Alors go f est différentiable en a et

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Corollaire 1.13. Si f = f(y) est une fonction différentiable a valeurs réelles définie sur un ouvert
de R™ et g = g(x) est définie d’un ouvert de R"™ a valeurs dans R™, alors

0 O on  0f dm | OF Ou
0x; © Oyy Ox; * Oyy Ox; toot Ny Oz

(f(91,92,- - 9m))

Définition 1.14. Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de E et V un ouvert de F'.
Un homéomorphisme de U dans V' est une application de U dans V' qui est bijective, continue et
d’inverse continue.

La différentielle de 'inverse est 'inverse de la différentielle. Plus précisément :

Théoréme 1.15. Soient E et F' deux espaces normés, U un ouvert de E, V un ouvert de F et
f U — V un homéomorphisme. On suppose que f est différentiable en un point a € U et que sa
différentielle D f(a) est un homéomorphisme de E dans F. Alors f~1 est différentiable en f(a) et

D(f)(f(a)) = (Df(a)) .



1.5 Inégalité des accroissements finis

Commencons par définir la dérivabilité.

Définition 1.16. Soit I un intervalle de R, E un espace normé et f : I — E. On dit que f est
dérwable en un point ty de I si la limite

P = iy 2O 100

existe.

Pour une fonction d’une variable réelle a valeurs dans un espace normé, les notions de dérivabilité
et différentiabilité coincident.

Lemme 1.17. Soit I un intervalle de R, E un espace normé, f: 1 — FE etty € I. La fonction f
est dérivable en ty si et seulement si elle est différentiable en ty. De plus, la différentielle en ty est
Uapplication linéaire et continue de multiplication par la dérivée f'(ty) et nous avons que

1D f(to)|l2@m) = I (to)]l =

Voici I'inégalité des accroissements finis dans un cas particulier.

Lemme 1.18. Soit f : [0,1] — E dérivable. On suppose qu’il existe C' tel que ||f'(t)||g < C pour
tout t € [0,1]. Alors || f(1) — f(0)]|r < C.

Enfin le cas général :

Théoréme 1.19. Soit f : U — F ou U est un ouvert de E et E, F' sont des espaces normés. Soient
a,b € U tels que le segment [a,b] = {ta+ (1 —t)b; t € [0,1]} soit inclus dans U. On suppose que f
est différentiable en tout point de [a,b] et que la norme de sa différentielle en tout point du segment
est bornée par une constante indépendante du point. Alors nous avons l'inégalité suivante

1f(a) = fO)lr < lla—bllz sup [[Df(2)]2z.r)-

x€la,b]

Corollaire 1.20. Soit f : U — F ou U est un ouvert connexe de E et I, F' sont des espaces normés.
On suppose que f est différentiable sur U et que sa différentielle est nulle en tout point. Alors f est
constante.

1.6 Théoréme d’inversion locale

Commencons par définir la notion de difféomorphisme.

Définition 1.21. — Une fonction f : U ouvert de E espace normé a valeurs dans F espace
normé est dite de classe C* si elle est différentiable et si sa différentielle Df : U — £ (E, F)
est continue.

— Une fonction f est un difféomorphisme de U dans V si U etV sont ouverts, si f est bijective

de U dans V', f est C* et =1 est CL.
Maintenant un lemme qui sera utilisé dans la preuve du théoréme d’inversion locale.

Lemme 1.22. Soient E et F' deux espaces de Banach. L’ensemble X = {T € L (E,F); T inversible}
est un owvert de £ (E, F) et Uapplication X 2 T +— T~' € Z(E, F) est continue.

Voici le théoréme d’inversion locale.



Théoréme 1.23 (inversion locale). Soient E et F' deuz espaces de Banach, f : U ouvert dans E a
valeurs dans F une fonction de classe C' et a € U tels que Df(a) est un homéomorphisme. Alors il
existe U" un ouvert qui contient a et V' un ouvert qui contient f(a) tels que f est un diffémorphisme
de U" dans V'.

Nous avons aussi une version globale du théoréme d’inversion locale.

Théoréme 1.24 (inversion globale). Soient E et F' deux espaces de Banach, f: U ouvert dans E a
valeurs dans F une fonction de classe C*. Si f est injective et D f(x) est un homéomorphisme pour
tout x € U alors f(U) est un ouvert et f est un difféomorphisme de U dans f(U).

1.7 Théoréme des fonctions implicites

Le théoréme des fonctions implicites permet de résoudre une équation du type f(x,y) = 0 en
exprimant une des variables en fonction des autres. Par exemple y = ¢(x) ou ¢ est une fonction
implicite. On sait que ¢ existe mais on ne la connait pas explicitement, d’ou la terminologie de
fonction implicite. On peut montrer ainsi que les zéros d'une fonction de R? se trouvent sur une
courbe ; on discutera cela plus en détail quand on parlera de courbes plus tard.

Définissions d’abord la notion de différentielle partielle, qui est similaire a la notion de dérivée
partielle.

Définition 1.25. Soit f : U ouvert de E x F a valeurs dans G ou E,F et G sont des espaces
normés. On dit que f = f(x,y) admet une différentielle partielle par rapport & x au point (a,b) € U
si Uapplication x — f(x,b) est différentiable en a et on note

D, f(a,b) = D(z + f(z,b))(a).

On définit de méme la différentielle partielle par rapport a y et on note

D,f(a,b) = D(y ~ f(a,y))(b).

Comme dans le cas des dérivées partielles, on peut exprimer la différentielle en fonction des
différentielles partielles.

Lemme 1.26. Soit f : U ouvert de E X F' a valeurs dans G ot E, F' et G sont des espaces normes.
Si f est différentiable en (a,b) alors elle admet des différentielles partielles en (a,b) et on a

Df(a,b)(h,k) = Dy f(a,b)h+ D, f(a,b)k.
Voici le théoréeme des fonctions implicites.

Théoréme 1.27 (fonctions implicites). Soient E, F des espaces de Banach, U un ouvert de E x F,
f : U = F une fonction de classe C*. Soit (a,b) € U tel que f(a,b) = 0 et D,f(a,b) est un
homéomorphisme de L (F'). Alors il existe un ouvert W qui contient (a,b), un owvert V qui contient
a et une fonction ¢ : V — F de classe C* tels qu’on a I'équivalence suivante :

(v,y) eWet flx,y) =0 & zeV ety=px).

Exemples.
a) Considérons le systéme
4oy +2xz+y+4y* =0
y+arz+4dzr—22=0
au voisinage du point (0,0, 0). Le théoréme des fonctions implicites s’applique et nous permet
d’exprimer y et z en fonction de x. Mais il ne s’applique pas pour exprimer z et y en fonction
de z, ni x et z en fonction de y. Par ailleurs, il ne peut pas s’appliquer pour exprimer par

exemple x en fonction de y et z car dans le théorémes des fonctions implicites le nombre de
variables qui s’expriment en fonction des autres est toujours égal au nombre d’équations.

8



b) Considérons I'équation 2zy — z + 2z2% = 5 au voisinage du point (1,2,1). On peut exprimer
z en fonction de x et y et on peut calculer les dérivées de la fonction implicite en (1,2) a
n’importe quel ordre.

2 Courbes paramétrées

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 2.1. — Une courbe paramétrée de R™ est une application continue v : I — R™ ou [
est un intervalle de R.

— Le support de la courbe est y(I).

— Une courbe plane est une courbe de R? ou une courbe de R? qui est incluse dans un plan.

— Une courbe est dite de classe C* si lapplication ~ est de classe CF.

— Une courbe est dite simple si l'application v est injective.

— Deuz courbes paramétrées B : I — R™ et v : J — R™ sont dites équivalentes s’il existe un
homéomorphisme @ : I — J tel que v o @ = (. L’application ¢ est dite changement de
parameétre, ou changement de paramétrage. Si B et v sont de classe C*, alors ¢ doit étre
un difféomorphisme de classe C*. Si ¢ est croissante, le sens de parcours de la courbe est
conservé ; dans le cas contraire il est inverse.

— La longueur d’une courbe paramétrée v : [a,b] — R™ est la borne supérieure des longueurs de
toutes les lignes polygonales dont les sommets sont sur la courbe :

n

long(y) = sup Z lv(z5) — (zj-1)|l

a=xo<r1<--<Tp=b =1

ou || - || désigne la norme euclidienne.

Proposition 2.2. Soit v : [a,b] — R"™ une courbe de classe C*. Nous avons que
b
long() = [ I/t

Remarque. Deux courbes équivalentes ont la méme longueur.

Définition 2.3. — Un point v(ty) d’une courbe ~y est dit régulier si v'(ty) # 0. Une courbe est
dite réguliére si tous ses points sont réguliers.
— Un point y(tg) d’une courbe 7 est dit bi-régulier si ~'(ty) # 0 et 7" (to) # 0.
— Une courbe est dite paramétrée par la longueur d’arc, ou par l’abscisse curviligne, si ||y (t)|| =1
pour tout t.

Remarque. Pour une courbe paramétrée par la longueur d’arc, le point v(¢) parcourt la courbe &
vitesse constante égale a 1.

Proposition 2.4. Toute courbe réguliere admet un paramétrage par la longueur d’arc.
Proposition 2.5. Dans un point régulier v(ty), la direction de la tangente a la courbe est donnée

par ' (to).

Remarque. Dans un point qui n’est pas régulier, la direction de la tangente est donnée par la
premiére dérivée non-nulle de v en t;.



2.2 Allure d’une courbe plane

Définition 2.6. Soit v une courbe C? paramétrée par la longueur d’arc. On appelle courbure la

quantité
k() = Iy (0]

V()
()12
La courbure est une mesure quantitative du caractére « plus ou moins courbé ». La courbure
d’une droite est nulle. Celle d’un cercle de rayon R est %. Intuitivement, un bout d’un cercle de
rayon tres grand semble étre presque plat ; il est donc normal que sa courbure soit petite. Nous avons
aussi la réciproque :

et centre de courbure le point

P(t) = (t) +

Proposition 2.7. a) Toute courbe réguliére de classe C* de courbure nulle est un bout de droite.

b) Toute courbe régulicre de classe C3 de courbure constante et strictement positive est un bout
de cercle.

Définition 2.8. Le cercle osculateur est le cercle dont le centre est le centre de courbure et le rayon

est linverse de la courbure : C(P(t), %)

Le cercle osculateur en () passe par y(tp). Son centre est situé sur la normale a la courbe, du
méme coté que v (ty) (qui est aussi normale a la courbe dans le cas d’une paramétrisation par la
longueur d’arc). La distance de son centre a (ty) est 'inverse de la courbure. Le cercle osculateur
en Y(ty) est le cercle qui approche le plus la courbe au point v(¢y). Plus précisément, nous avons la
propriété suivante :

Proposition 2.9. Soit v une courbe C? et ty un point bi-réqulier. Si t, < ty < t3 tendent vers t
alors le cercle qui passe par y(t1), v(t2) et y(t3) tend vers le cercle osculateur en y(ty) (au sens que
le centre et le rayon convergent).

2.3 Remarques sur les courbes gauches

Une courbe gauche est une courbe de R? qui n’est pas plane. On peut définir de méme le cercle
osculateur et la proposition 2.9 reste vraie. Le cercle osculateur est situé dans le plan osculateur qui
est engendré par 7' et 7. Une quantité spécifique a la dimension trois est la torsion qui est définie
par

_det(v',9",9")
I Ay

La torsion d'une courbe mesure la maniére dont la courbe se tord pour sortir de son plan oscu-

lateur. On peut montrer que la torsion est nulle si et seulement si la courbe est plane.

2.4 Courbes planes définies par une équation

Soit f une fonction C'* définie sur un ouvert de R? a valeurs dans R. On pose I' = {(x,y) ; f(z,y) =
0}. Soit (a,b) € I un point ou le gradient de f ne s’annule pas. Alors une des dérivées partielles de
f en (a,b) ne s’annule pas. Disons que g—i(a, b) # 0. Le théoréme des fonctions implicites dit qu’il

existe o de classe C'! définie au voisinage de a telle que, au voisinage de (a, b)

fla,y) =0 < y= o).
Ainsi, au voisinage de (a,b), 'ensemble I" est une courbe de classe C' paramétrée par = — (z, ¢(z))
La tangente a la courbe est (1,¢'(x)). On peut vérifier que ce vecteur est normal au V f(a,b)
L’équation de la tangente au point (a,b) est donc
of

(v = )5t (a,b) + (y — b)

aof B
8_y<a’b) = 0.
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3 Séries entiéres

3.1 Définition, rayon de convergence

Définition 3.1. Une série entiére est une série formelle de la forme Y a,z™ ot a, € C et z € C.
n>0

Rappelons maintenant quelques propriétés de la limsup.

Proposition 3.2. Soit (z,) une suite réelle et | = limsup x, = lim sup ;. Alors
n—00 n—=00 k>n

a) 1 est la plus grande limite de sous-suite de (z,,).
b) Sil' > 1 alors il existe N tel que z, <l pour tout n > N.
c) Six, >0 etlimsupz, =0 alors x,, — 0.

n—oo

Définition 3.3. On appelle rayon de convergence de la série entiére Y a,z" le nombre
n>0

R =sup{r > 0; |a,|r" borné}.
Le théoréme suivant regroupe quelques propriétés du rayon de convergence.

Théoréme 3.4. Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R.
n>0
a) La série converge pour tout |z| < R et diverge pour tout |z| > R.

b) La série converge uniformément sur tous les compacts du disque de convergence D(0, R) et la
méme chose est vraie pour toutes ses dérivées partielles de tout ordre.

c) Nous avons la formule d’Hadamard pour le rayon de convergence

1
I
n

lim sup |a,,
n—oo

d) Si tous les a,, sont non-nuls et % — L alors R =1 (critere de d’Alembert).

Le rayon de convergence d’'une série entiére peut étre 0 ou oco. Si le rayon de convergence est nul
la série ne converge qu’en 0, si c’est 0o la série converge en tout point. Lorsqu’on applique la formule
d’Hadamard on convient que % = oo et é =0.

Définition 3.5. Le disque de convergence d’une série entiére est le disque ouvert D(0, R) ou R est
le rayon de convergence.

Méme si la série converge sur le disque fermé, comme c’est le cas par exemple pour la série
> fl—z, on appelle quand méme disque de convergence le disque ouvert. La raison est que les autres
propriétés, comme la convergence de la série des dérivées, ne sont vraies que dans le disque ouvert
méme si la série converge sur le disque fermé.

3.2 Somme et produit

Définition 3.6. Soient > a,z" et > b,z" deux séries entiéres. La série somme est la série Y, ¢, 2"
ot ¢, = a, +b,.

Proposition 3.7. Soient > a,z2", respectivement > b,z" deux séries entiéres de rayons de conver-
J

gence Ry, respectivement Rs. Alors la série somme est de rayon de convergence R > min(Ry, Ry).
De plus, si Ry # Ry alors R = min(Ry, Rs).
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Lorsque R; = Ry on n’a plus forcément R = min(R;, Rs). Contre-exemple en posant a,, = —b,,.
Définition 3.8. Soient > a,z" et > b,z" deux séries entiéres. La série produit est la série Y, ¢, 2"

n
ol ¢ = Y agbp_g.
k=0

Proposition 3.9. Soient Y a,z2", respectivement »_ b,2" deux séries entiéres de rayons de conver-
gence Ry, respectivement Rs. Alors la série produit est de rayon de convergence R > min(Ry, Ry).
De plus, si |z| < min(Ry, Ry), alors la somme de la série produit est le produit de sommes de deux
séries (la somme du produit est le produit des sommes).

Lorsque R; # R on n’a pas forcément R = min(R;, Rs). Contre-exemple en posant »  a,2" =

1—zetd b2"=> 2"

4 Fonctions holomorphes

4.1 Définitions, généralités

Définition 4.1. Soit f une fonction définie sur un ouvert Q de C a valeurs dans C.
— La fonction f est dite C—dérivable, ou plus simplement dérivable, en zo € €2 si la limite
lim %ﬁézo) existe. La valeur de cette limite est la dérivée de f en zy :
zZ—r20

f/(Zo) — lim f(Z) - f(ZO)

Z—20 zZ— 20
— La fonction f est dite holomorphe sur §2 si elle est dérivable en tout point de ).

On peut voir trés facilement que les puissance z”, et plus généralement les polyndémes, sont des
fonctions dérivables.

On vérifie sans peine que les propriétés suivantes bien connues pour la dérivabilité sur R restent
vraie pour la dérivabilité sur C.

Proposition 4.2. a) Une fonction dérivable en un point est continue en ce point.
b) Si f et g sont dérivables en zy, alors f + g est dérivable en zy et (f+g) = f' + 4.
c) SiAe€C et f est dérivable en zy, alors \f est dérivable en zy et (Af) = Af'.
d) Si f et g sont dérivables en zy, alors fg est dérivable en zy et (fg) = f'g+ fq'.
e) Si f et g sont dérivables en zy et g(z9) # 0, alors 5 est dérivable en zy et (5)’ = %.
f) Sin € N* et f est dérivable en zy, alors f™ est dérivable en zy et (f*) = nf’ fo1.
g) St g est dérivable en zy et f est dérivable en g(zo) alors f o g est dérivable en zy et (f og) =
fregyg.
Le lien entre la C-dérivabilité et la R?-différentiabilité se fait par les équations de Cauchy—

Riemann.

Théoréme 4.3. Soit f = P +iQ) une fonction définie sur un ouvert ) de C a valeurs dans C. Soit
20 :l’0+iy0 e Q.

a) La fonction f est C—dérivable en zy si et seulement si f est différentiable en tant que fonction
de R? dans R? et les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites :

opP 5
G (o) = G2t
opP 0Q
a—y(zo) _87(20)



b) Les équations de Cauchy-Riemann sont équivalentes a

c) Si f est C—dérivable en zy alors

F(20) = 5 (20) = i o)

Exemple. La fonction f(z) = |z|? est dérivable seulement en 0. La fonction f(x,y) = 2 + iy® est
dérivable seulement sur la droite {(x,z) ; * € R}. Aucune de ces deux fonctions n’est holomorphe.

Corollaire 4.4. Soit () un ouvert connexe et f une fonction holomorphe sur ) de dérivée nulle.
Alors f est constante.

Corollaire 4.5. La somme d’une série entiére est holomorphe sur le disque de convergence et le
rayon de convergence de la série des dérivées est égal au rayon de convergence de la série de départ.

Définition 4.6. Une primitive d’une fonction f définie sur un ouvert Q) de C est une fonction
holomorphe sur Q telle que ¢' = f.

4.2 Exponentielle, fonctions trigonométriques, logarithme

Définition 4.7. Pour z € C on définit I’exponentielle complexe par

o0
z Zn
e = E —.
n!
z=0

On peut vérifier aisément a ’aide du critére de d’Alembert que la série qui définit I’'exponentielle
a un rayon de convergence infini. L’exponentielle est donc bien-définie pour tout z € C. Remarquons
aussi que lorsque z € R on retrouve ’exponentielle réelle. Voici maintenant quelques propriétés de
I’exponentielle complexe.

Proposition 4.8. Nous avons les propriétés suivantes :
a) L’exponentielle complexe est holomorphe et sa dérivée est elle-méme : (%) = e*.
b) ef1t72 — p*1p%2
c) e*tW = e*(cosy + isiny).

d) e*| = eR°* et arg(e®) = Im 2z (mod 27). En particulier, l’exponenticlle complexe ne s’annule
jamais.
6z—|—2i7r

e) L’exponentielle complexe est périodique de période 2irm : = e,

On peut aussi définir les principales fonctions trigonométriques comme sommes de séries entiéres :

i( 1y Z2n . i( 1y Z2ntl . sin 2
cos 2 = — sin z = —1)r anz =
ot (2n)! ot (2n +1)! oS 2
=\ N sinh z
he=3" 2 sinh:=Y o tanh:—
oSt “— (2n)! S = “—~ (2n+1)! WHE= osh 2
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En utilisant le développement en série entiére de l’exponentielle, on peut écrire ces fonctions
trigonométriques a l'aide de I'exponentielle. Nous avons

eiz + ef'iz eiz _ efiz e + e ? e — e ?
coszy = —— — sing = ————— coshz = ———— sinhz = ————
2 2 2 2
cos’ = —sin sin’ = cos cosh’ = sinh sinh’ = cosh tanh’ = 5 tan’ = 5
cosh cos

Toutes les formules trigonométriques connues dans R s’étendent & C sans difficulté en utilisant
les expressions des fonctions trigonométriques en terme d’exponentielle et les propriétés de 'expo-
nentielle.

On peut définir le logarithme comme l'inverse de ’exponentielle.

Définition 4.9. Soit z € C*. On appelle log(z) un nombre complexe u tel que e* = z.

Remarques.
a) log(0) n’a pas de sens. En effet, 'exponentielle ne s’annule jamais.

b) log(z) n’est pas uniquement défini. En effet, I’exponentielle est périodique de période 27i donc

si e* = z alors e" 2™ = 2 aussi.

En identifiant le module et 'argument de e* et de z on trouve la formule suivante pour log(z) :
log(z) = In|z| +iarg(z). (4.1)

Comme l'argument est défini a 27 prés, le logarithme est défini & 277 preés.
Nous aimerions maintenant définir le logarithme en tant que fonction holomorphe. Cela s’avére
plutét compliqué. On montrera plus tard qu’il n’est pas possible de faire cela sur C* tout entier.

Définition 4.10. Soit Q un ouvert de C*. Une détermination holomorphe du logarithme sur ) est
une fonction f holomorphe sur S telle que ef?) = 2 pour tout z € Q.

Pour trouver une détermination holomorphe du logarithme sur un ouvert €2 il suffit de pouvoir
définir de maniére continue 'argument sur €). En effet, cela implique que le logarithme défini par
(4.1) est régulier (différentiable) et si c’est différentiable c’est automatiquement holomorphe en vertu
de la proposition suivante :

Proposition 4.11. Soient f holomorphe et g différentiable tels que f o g = Id. Alors g est holo-
morphe.

Pour a € R, on introduit le plan fendu P, = C\ {re’ ; r > 0}. L’argument peut étre défini
de maniére continue sur P, en choisissant par exemple arg(z) €]a,a + 27[. Donc il existe une
détermination holomorphe du logarithme sur le plan fendu P,. On appelle détermination principale
du logarithme celle qui correspond au cas o = —.

Définition 4.12. On appelle détermination principale du logarithme ’application
C\R_ 3z~ log(z) =In|z|+iarg(z) ou arg(z)€]—m, x|

Dans la suite, quand on parlera du logarithme complexe il faut comprendre la détermination
principale du logarithme sauf mention contraire. Remarquons que nous n’avons pas forcément 1’égalité
log(z122) = log(21) + log(z2). Cette relation n’a lieu que modulo 27i.

Lorsqu’une détermination holomorphe du logarithme existe, on peut définir de maniére holo-
morphe pour z € C* et o € C la puissance complexe par z* = e*'°2(*) On n’a pas forcément I'égalité
(z129)* = 2928

On peut aussi s’intéresser a la détermination holomorphe du logarithme d’une fonction.
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Définition 4.13. Soit Q un ouvert de C et f : Q — C* une fonction holomorphe. Une détermination
holomorphe du logarithme de f sur Q0 est une fonction g holomorphe sur Q telle que e9%) = f(z)
pour tout z € 2.

Proposition 4.14. Soit f : QO — C* une fonction holomorphe.

a) Si g est une détermination holomorphe de log(f) sur €2, alors ¢ = fTI

b) Si f7’ admet une primitive sur €, alors il existe une détermination holomorphe de log(f) sur
Q.

1

P

En particulier, la dérivée d’une détermination holomorphe de log(z) est toujours
Corollaire 4.15. [ existe une détermination holomorphe de log(f) sur 2 si et seulement si fTI admet
une primitive sur §2.

Un dernier résultat sur le logarithme :

Proposition 4.16. Pour tout |z| < 1 nous avons que

o0

ZTL
log(1 =) (-1 t=.
oB(1+2) = 3 (-1
4.3 Intégration complexe
Commengons par plusieurs définitions.
Définition 4.17. a) Un chemin est une courbe C' par morceaux.

b) Lorigine d’un chemin =y : [a,b] — C est y(a). L’extrémité est v(b).
c) Un lacet est une courbe fermée : y(a) = ~y(b).
d) Un chemin simple est un chemin sans intersections (la paramétrisation est injective).

e) Un changement de parametre est toujours un C1 difféomorphosme croissant (le sens de par-
cours de la courbe est préservé).

f) Siy ety sont deux courbes telles que Uextrémité de vy est lorigine de o on définit 'union
Y1 V 9 comme étant la courbe paramétrée par

7:[0,2] > C, ~(t) = {::;8 Z i E Fl) 5

(par un changement de paramétrage on peut supposer ~y; définie sur [0,1] et o définie sur
[1,2].)

g) Si f est une fonction continue sur un chemin v : [a,b] — C, on définit

JECLE / () A (1)t

ot le produit f(~(t))~'(t) se fait en tant que nombres complexes.
Voici quelques propriétés élémentaires de 'intégrale complexe.

Proposition 4.18. a) L’intégrale complexe est linéaire.

b) L’intégrale complexe est invariante par changement de paramétrage.
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c) Si on change le sens de parcours d’une courbe, l'intégrale change de signe.

d) Nous avons l’inégalité

\/ff<z>dz|fglong<v>igg|f<zn.

e) Si f est holomorphe alors

[ #Gdz = 160 - @),
f) Si f admet des primitives et y est un lacet alors

/f(z) dz = 0.

g) Si Uextrémité de v, est lorigine de 7o alors

/ f(Z)dZZ/f(z)dz+/f(z)dz.

Y1Vy2

h) Si f, — f uniformément sur -y alors

/ Fi(2)dz > / £(2) de.

Comme l'intégrale complexe ne dépend pas du paramétrage de la courbe, pour travailler avec une
intégrale complexe il suffit de disposer de I'image de la courbe et de son sens de parcours. On pourra
choisir le paramétrage comme on veut dés lors que le sens de parcours est préservé. En pratique,
on ne donnera pas le paramétrage d'une courbe; on donnera seulement son image et son sens de
parcours. Dans le cas d’un lacet, parfois il n’est méme pas nécessaire de spécifier le sens de parcours.
On choisira par défaut le sens direct (ou sens trigonométrique), c’est-a-dire le sens inverse des aiguilles
d’une horloge. L’autre sens est appelé sens rétrograde.

4.4 Indice d’un point par rapport a un lacet

Définition 4.19. Soit v un lacet et zy & . On définit l'indice du point zy par rapport a la courbe

v
1

1
IIld(Zo,’}/) = 2—/

Z— 20

dz.

v
¥

Voici quelques propriétés de 'indice.
Proposition 4.20. Soit v un lacet et zo & 7.
a) L’indice est toujours entier : Ind(zg, ) € Z.
b) L’indice est constant sur chaque composante conneze de C \ 7.

c¢) L’indice est nul sur la composante connexe non-bornée de C\ ~.

Nous avons linterprétation géométrique suivante de l'indice. L’indice est le nombre de tours
que 'on fait autour de zg lorsqu’on parcourt complétement la courbe (les tours dans le sens direct
comptent pour +1, ceux dans le sens rétrograde comptent pour —1). Dans le cas d’une courbe d’allure
compliquée, il est utile de procéder de la maniére suivante. On trace une demi-droite arbitraire
d’origine zg. Pour chaque intersection de la demi-droite avec la courbe on compte +1 si la courbe
croise la demi-droite dans le sens direct et —1 sinon. On fait la somme et le résultat est I'indice de
zo. Remarquons enfin que dans le cas d’un lacet simple, I'indice & 'intérieur de la courbe est +1,
suivant que la courbe est parcourue dans le sens direct ou pas.
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4.5 Théoréme et formules de Cauchy. Applications

Définition 4.21. Un ouvert § est dit étoilé s’il existe a € ) tel que pour tout z € €2 nous avons que
tout le segment fermé [a, z] est inclus dans SQ.

Le but de cette partie est de montrer le théoréme de Cauchy suivant.

Théoréme 4.22 (Cauchy). Soit Q un ouvert étoilé, v un lacet dans Q et f une fonction holomorphe

sur ). Alors
/f(z) dz =0.
5

En fait, on peut se passer de I’hypothése que 2 est étoilé. Il suffit de supposer que f est holomorphe
a l'intérieur du lacet .
Pour montrer ce théoréme, on considére d’abord le cas d’un triangle.

Théoréme 4.23 (Goursat). Soit Q un ouvert de C, /A un triangle inclus avec son intérieur dans
et f une fonction holomorphe sur Q) sauf éventuellement en un point ou elle est continue. Alors

/ F(2)dz = 0.

Voici maintenant une version légérement améliorée du théoréeme de Cauchy.

Théoréme 4.24 (Cauchy bis). Soit Q un ouvert étoilé, v un lacet dans 2 et f une fonction holo-
morphe sur Q sauf éventuellement en un point ou elle est continue. Alors

De plus, f admet un primitive sur €.
Nous obtenons comme corollaire la formule de Cauchy :

Théoréme 4.25 (formule de Cauchy). Soit Q un ouvert étoilé, v un lacet dans Q et f une fonction
holomorphe sur Q. Pour tout z € Q \ v nous avons que

() Ind(z,7) = — [ LW

211 u—z
y

du.

L’intégrale qui apparait dans le terme de droite au-dessus peut se dériver par rapport a z. En
dérivant plusieurs fois nous obtenons des formules similaires pour les dérivées de f.

Théoréme 4.26 (formules de Cauchy). Soit Q un ouvert étoilé, v un lacet dans 2 et f une fonction
holomorphe sur Q). Alors [ peut étre dérivée autant de fois qu’on veut et pour tout n € N et z € Q\ vy
nous avons que
u
o

n!

ﬁ%mwmz—/

271
5
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Remarques.

a) Soulignons que ce théoréme montre en particulier que la dérivée d’une fonction holomorphe
est elle-méme holomorphe.

b) Comme dans les théorémes de Goursat et de Cauchy bis, nous pouvons supposer que la fonction
f est holomorphe sauf éventuellement en un point ou elle est continue. Nous obtenons alors
que f est holomorphe aussi dans ce point exceptionnel.

La formule de Cauchy dans le cas d'un cercle donne la formule de la moyenne suivante :

Proposition 4.27 (formule de la moyenne). Soit f holomorphe au voisinage du disque fermé

D(zo,1). Alors

1
f(z0) = | f(zo+re®™)dL.
/

En prenant la valeur absolue dans les formules de Cauchy dans le cas ou v est un cercle, nous
obtenons les inégalités de Cauchy.

Proposition 4.28 (inégalités de Cauchy). Soit f holomorphe au voisinage du disque fermé D(zy, 7).
Alors

n n!
1™ (20)] < — sup |f].
r C(zo0,r)

Une application immédiate des inégalités de Cauchy est le théoréme de Liouville.

Théoréme 4.29 (Liouville). Une fonction holomorphe et bornée sur C est nécessairement constante.
Le théoreme de Liouville implique & son tour le théoréme de d’Alembert.

Théoréme 4.30 (d’Alembert). Tout polynéme admet une racine compleze.
Le théoreme de Goursat admet une réciproque. C’est le théoréme de Morera.

Théoréme 4.31 (Morera). Soit f une fonction continue sur un ouvert 2. Si pour tout triangle /\

contenu dans Q0 avec son intérieur nous avons que [ f(z)dz =0, alors f est holomorphe.
A

Voici maintenant une réciproque de la propriété qui affirme que l'intégrale sur une lacet d’une
dérivée est nulle.

Théoréme 4.32. Soit f une fonction continue sur un ouvert ). La fonction f admet une primitive

dans 2 si et seulement si [ f(z)dz =0 pour tout lacet v de 2.
v

Ce théoréme nous permet ensuite de caractériser les ouverts ot une détermination holomorphe
du logarithme existe de la maniére suivante :

Corollaire 4.33. Soit Q2 un ouvert connexe qui ne contient pas 0. Il existe une détermination holo-
morphe du logarithme sur € si et seulement si Ind(0,~) = 0 pour tout lacet ~y de S).
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4.6 Analyticité des fonctions holomorphes

Les fonctions analytiques sont les sommes des séries entiéres.

Définition 4.34. Soit f une fonction définie sur un ouvert . On dit que f est analytique en un

point zy € Q sl existe une série entiére Y a,z™ de rayon de convergence > 0 telle qu’on ait
n>0

f(z) =) an(z — )"

n>0
au voisinage de zg.

Nous avons vu que les fonctions analytiques sont holomorphes. Nous pouvons déterminer les
coefficients a,, en fonctions des dérivées de f.

Proposition 4.35. Soit f une fonction analytique en zy : f(z) = > an(z — 20)". Nous avons
n>0

f(n) (20) .

VYn € N ap =
n!

I1 se trouve que toute fonction holomorphe est analytique. Ainsi, pour les fonctions d’une variable
complexe, les notions d’holomorphie et d’analyticité coincident.

Théoréme 4.36. Une fonction holomorphe est analytique en tout point.

Remarque. On a un énoncé plus précis : si la fonction est holomorphe dans le disque D(z,7),
alors le rayon de convergence de sa série entiére par rapport a 2y est au moins égal a r.

4.7 Principe des zéros isolés

Commencgons par montrer le résultat préliminaire suivant.

Proposition 4.37. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connezxe 2 et a € Q2. Si f et toutes
ses dérivées s’annulent en a (i.e. f™(a) =0 pour tout n >0), alors f est identiquement nulle.

Définissons maintenant ’ordre d’un zéro de f.

Définition 4.38. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe () et a € () un zéro de f.
L’ordre de a en tant que zéro de f, ou sa multiplicité, est 'ordre de la premiére dérivée non nulle de
f en a. Si toutes les dérivées s’annulent en a, l'ordre est dit infini.

L’ordre de a en tant que zéro de f est donc 'entier m caractérisé par la propriété suivante :
fla)=fla)=...f"V(a)=0 et f(a)#0.

Par la proposition 4.37, les zéros d'une fonction holomorphe non identiquement nulle sont tous d’ordre
fini. Nous pouvons montrer aisément le résultat de factorisation suivant.

Proposition 4.39. Soit ) un ouvert conneze, f une fonction holomorphe non identiquement nulle
sur Q et a un zéro d’ordre m. Il existe une fonction g holomorphe sur Q telle que g(a) # 0 et

f(2) = (z—a)"g(2).
Voici maintenant le principe des zéros isolés.

Théoréme 4.40. Soit Q) un ouvert connexe et f une fonction holomorphe non identiquement nulle
sur €. Alors les zéros de f sont isolés.
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Ainsi, une suite injective de zéros de d’une fonction holomorphe non identiquement nulle peut
s’accumuler ou bien & l'infini ou bien sur le bord de €2 mais jamais a 'intérieur. Exemples : les zéros
de la fonction e — 1 tendent vers l'infini, ceux de e* — 1 tendent vers 0 qui n’est pas dans le domaine
de définition de la fonction.

Le principe des zéros isolés porte parfois le nom de principe de prolongement analytique car il
permet de montrer le résultat suivant.

Proposition 4.41. Soit 2 un ouvert connexe et f, g deux fonctions holomorphes. On suppose qu’il

existe une suite injective z, qui converge vers un point de Q et telle que f(z,) = g(z,) pour tout n.
Alors f = g.

4.8 Principe du maximum

En général, la valeur absolue d’une fonction holomorphe ne peut pas avoir de maximum local a
I'intérieur du domaine de définition.

Théoréme 4.42 (principe du maximum). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe
Q. Si|f] admet un mazimum local en un point de 2, alors f est constante.

Soit. f une fonction holomorphe qui n’est pas constante et z, une suite telle que |f(z,)] —
sup | f(z)|. Si z, est non bornée, alors il existe une sous-suite z,, qui tend vers l'infini. Le sup de |f]
0

s’obtient dans ce cas a l'infini. Si z, est bornée, alors il existe une sous-suite z,, qui converge vers
un élément a. Comme f n’est pas constante, a & Q. Donc a € Q\ Q = 9. Dans ce cas, le sup de
| f| s’obtient sur le bord. On peut ainsi dire de maniére un peu formelle (car on ne sait si f a une
trace au bord ou une limite a l'infini) que |f| admet son sup a 'infini ou sur le bord de l'ouvert de
définition. Voici maintenant un énoncé rigoureux.

Proposition 4.43. Soit Q un ouvert borné, f une fonction holomorphe sur Q0 et continue sur ).

Alors

sup |£(2)] = max|f(2)].

4.9 Séries de Laurent

Les séries de Laurent jouent le role de série entiére pour les fonctions qui sont définies sur des
couronnes circulaires. Définissons d’abord ce que c’est une série de Laurent.

Définition 4.44. Une série de Laurent est une série de la forme

+oo
E anz".

n=—oo

Une série de Laurent est dite convergente si les deux séries

400 -1
E a,z" et E an 2"
n=0 n=-—oo

convergent. La somme de la série de Laurent est la somme de ces deux séries.

Les fonctions définies sur des couronnes circulaires admettent des développements en série de
Laurent. Plus précisément, nous avons les propriétés suivantes.

20



Théoréme 4.45. Soit f une fonction holomorphe dans la couronne circulaire C(a,r1,1m3) = {2 ; r1 <
+00
|z —a| <1y} 00 0 <1 <1y <o0. Il existe une série de Laurent Y, a,(z —a)" qui converge sur

n=—oo

la couronne C(a,r1,m2) et dont la somme vaut f(z) :
+o00
f)= Y aulz—ay,

De plus, les coefficients a,, sont uniquement déterminés par la formule

C(a,r)

ou r €]ry,ra| est arbitraire. En particulier, Uintégrale au-dessus ne dépend pas de r. Enfin, la série
de Laurent converge uniformément sur tout compact de la couronne C(a,ry,rs).

Sur une couronne donnée, le développement en série de Laurent est uniquement déterminé. Par
contre, sur des couronnes différentes on peut avoir des développements en série de Laurent différents
pour la méme fonction. Exemple avec —— sur les couronnes C'(0,0,1) et C(0,1, o).

22—z
La preuve du théoréme 4.45 montre en fait un peu plus : la partie réguliere du développement
+o00
en série de Laurent Y a,(z — a)™ converge uniformément sur les compacts du disque {|z| < 7o}
n=0

-1
(c’est par conséquent holomorphe sur ce disque) et la partie singuliere > a,(z — a)™ converge
n=-—o00

uniformément sur les compacts de ’ensemble {|z| > 71} (c’est par conséquent holomorphe sur cet
ensemble).

4.10 Singularités isolées

Définition 4.46. On dit que le point a est une singularité isolée de la fonction f s’il existe r > 0
tel que f soit holomorphe dans le disque pointé D(a,r) = D(a,r)\ {a} ={z; 0 <|z —a| <r}.
Les singularités isolées peuvent étre de trois types :
a) a est dite singularité artificielle (ou fausse singularité) si f est bornée au voisinage de a ;
b) a est un pole silim |f(z)] = +o0;
z—a

c) a est une singularité essentielle si | f| est non-bornée au voisinage de a mais ne tend pas vers
[infint en a.

Remarquons que le développement en série de Laurent dans un disque pointé ne dépend pas du
rayon du disque.
Nous pouvons caractériser le type de point singulier a I’aide du développement en série de Laurent
au voisinage du point.
+oo
Théoréme 4.47. Soit a une singularité isolée de la fonction f et f(z) = >, an(z —a)" le déve-

loppement en série de Laurent de f dans le disque pointé D(a,r). Alors

a) a est une fausse singularité < a, = 0 pour tout n < 0 < f se prolonge en une fonction
holomorphe en a.

b) a est un pole si et seulement si il existe m > 1 tel que a,, = 0 pour toutn < —m—1 eta_,, #0
(c’est-a-dire que le développement en série de Laurent commence & —m ). On dit alors que a
est un pole d’ordre m (pole simple si m = 1, double si m = 2, triple si m = 3, etc.). De plus,

on peut écrire f sous la forme f(z) = % ot g est holomorphe en a et g(a) # 0.
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c) a est une singularité essentielle si le développement en série de Laurent va effectivement
Jusqu’a —oo : il existe une suite ny — —oo telle que a,, # 0. On a de plus que f peut
atteindre nimporte quelle limite lorsque z — a : pour tout u € C il existe une suite z, — a
telle que f(z,) — u.

Un exemple de singularité essentielle est donnée par 0 pour la fonction ex.

4.11 Théoréme des résidus

Définition 4.48. Soit a une singularité isolée de la fonction f. Le résidu de f en a, Res(f,a), est
le coefficient de ﬁ dans le développement de Laurent de f dans un disque pointé D(a,r).

Attention, il ne faut pas se tromper de développement de Laurent. En effet, la série de Laurent
dépend de la couronne considérée. Par exemple Res( 7—,0) = —1 mais le coefficient de % dans le
développement de Laurent valable pour |z| > 1 est 0.

Il est trés important de bien savoir calculer un résidu. Voici quelques méthodes de calcul.

— Dans le cas d’un péle simple nous avons que

Res(f,a) = [(z — a) f(2)] ‘Z:a =lim(z —a)f(2).

z—a

Si f = £ avec g(a) # 0 alors

Res (fa ) g,((a)>

— Dans le cas d’un pdle multiple, d’ordre m, nous avons de méme

Res(f,a) = (2= a)"£(2)]" " (@).

1
(m —1)!
Cette dérivée étant parfois difficile a calculer, il est souvent plus facile de procéder par iden-
tification des coefficients de la maniére suivante. On écrit f = 7 avec g, h holomorphes en a.
L’ordre de a comme pole de f est la différence entre 'ordre de a comme zéro de h et l'ordre
de a comme zéro de g. Puis on écrit

f _ g _ A—m A —m41 . a1
(z—a)™  (z—a)™! z—a
d’ou a a a
=h — —mt] - 4+ .).
g ((z—a)m (z —a)m! +z—a+ )

Maintenant on remplace g et h par leurs développements en série entiére (seuls les m premiers
termes sont nécessaires), on développe le produit a droite et on identifie les coefficients. Cela
donne un systéme d’équations tres facile a résoudre, ce qui nous permet de trouver a_; qui
est le résidu cherché. Pour simplifier encore plus les calculs, on fera le changement de notation
u = z — a et on développera en puissances de u.

Exemples.

a) Nous avons que Res(f—il, i) = g— (pole simple).

b) Tous les résidus de sont égaux & 1 (poles simples).

4+1
c) De méme, tous les résidus de cotan z Sont 1 (poles simples).

Le résidu de 2ZJ)F3 en 1 est o~ (pole triple).

)
)

d) Les poles de -5— sont tous doubles et les résidus sont tous —2i.
)

€
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Voici maintenant le théoréme des résidus, le théoréme le plus important de cette partie sur les
fonctions holomorphes.

Théoréme 4.49 (théoréme des résidus). Soit 2 un ouvert étoilé, f une fonction holomorphe sur
Q sauf en un nombre fini de points ay,as,...,a; et v un lacet tracé sur  qui ne passe pas par les
singularités de f. Nous avons que

k
/f(z) dz = 27?@2 Res(f,a;) Ind(a;,)
o =1

Remarques.

a) Dans la somme au-dessus, seules les singularités de f situées a l'intérieur de la courbe 7
apparaissent (les autres disparaissent car l'indice est nul). En fait, nous n’avons pas vraiment
besoin que f admette un nombre fini de singularités dans 2. Il faut seulement avoir un
nombre fini de singularités a l'intérieur de la courbe 7. Par compacité, cela est toujours vrai
si la fonction f n’admet que des singularités isolées.

b) Dans le cas d’une courbe simple orientée dans le sens direct, le théoréme des résidus s’écrit
sous la forme

/f(z)dz:Zm' Z Res(f,a;).

aj€int(y)

4.12 Applications du théoréme des résidus

Le théoréme des résidus est le résultat le plus important du cours de fonctions holomorphes. Voici
quelques applications de ce théoréme.

4.12.1 Exemples de calculs d’intégrales
Le théoréme des résidus fournit une méthode de calculs pour des diverses intégrales (classiques).
Voici plusieurs exemples.

1. Les intégrales de la forme
2m

I = /R(cost,sint) dt
0

ou R(x,y) est une fraction rationnelle en x et y qui ne s’annule pas sur le cercle uniteé.
Pour calculer I on cherche une fonction f holomorphe avec des singularités isolées telle que

I= / £(2) dz.

|z|=1

En notant z = e on a que cost = 3(z 4 1) et sint = 5-(z — 1). On trouve facilement
1 1 1.1 1
z :,—R<— 2+ =), =(z—— >
fle) = —R(5(+ 7)oz =)
On remarque que f est une fraction rationnelle. On conclut donc par le théoréme des résidus
que

I =2mi Z Res(f, z;).

z; pole de f
lzjl<1
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Nous trouvons par exemple la formule suivante :

2m
1 2m
dt =
/a2—2acost+1 la? — 1]
0

pour tout @ € R\ {£1}.

2. Les intégrales de la forme
+o00
I = / R(x) dx

ot R est une fraction rationnelle sans singularités réelles et telle que | l‘im zR(z) = 0.
Z|—00

Dans ce cas on applique le théoréme des résidus a la fonction R(z) sur le lacet donné par
I'union de v, = [—A, 4] et o = {Ae” ;0 <t < 7}. On fait ensuite A — oo et on trouve la
formule suivante

+oo
/ R(z) dx = 2mi Z Res(R, z;).
o z;j pole de R
Im(z;)>0
Exemple :
+00 1
T
———dr = —.
/ 1+222 " "2

3. Les intégrales de la forme
+o0o
I= / R(x)e™ dx

ot R est une fraction rationnelle sans singularités réelles et telle que | l‘im zR(z) = 0.
Z|—o0

Comme au-dessus on trouve

+oo
/ R(x)e™ dx = 2mi Z Res(R(2)e”, ;). (4.2)
—o0 z; pole de Re'?

Im(z;)>0

Si on sait calculer l'intégrale de R(z)e', on sait aussi calculer l'intégrale de R(z)cosz (et
celle de R(x)sinx) : ou bien on prend la partie réelle si R(z) est réelle ou bien en écrivant
cosr = “E€ " Attention, on ne peut pas appliquer directement la méthode de I'exemple 2.

directement a la fonction R(z) cos z car celle-ci ne décroit pas sur v quand A — oco.

4. Méme intégrale que dans l'exemple précédent mais cette fois-ci on suppose seulement que
|l‘im R(z) = 0. Dans ce cas nous avons que R(z) = ¢ + O(#) quand |z| — oco. Comme
Z|—0o0
'intégrale généralisée | J 1 % dx converge (critére d’Abel) et qu'une fonction en O(#) est

x|>
+o0o )
intégrable & linfini, nous avons que lintégrale [ R(z)e™ dx est une intégrale généralisée

— 0o
convergente. L’approche utilisée dans I'exemple 2. s’applique encore en utilisant le lemme de
Jordan suivant.
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Lemme 4.50 (Jordan). Soit f une fonction continue sur {Im(z) > 0} telle que lim f(z) = 0.

|z]—o0
Alors

A—o0

lim /f(z) dz =0

ol ya est larc de cercle y4 = {Ae™ |0 <t < r}.

La formule (4.2) reste valable dans ce cas.
Exemple :

/ x3sin p (2 1)
— " dr=n(— — ).
xd + 512 4+ 4 3e2  Ge

0

2. Les intégrales de la forme
+00

I= / Rx(? dr

0

ot R est une fraction rationnelle sans singularités réelles et telle que | l‘im R(z) =0.
Z|—0o0

Dans ce cas nous appliquons le théoréme des résidus a la fonction i(j ) qui est holomorphe sur
C\ R, (avec des singularités isolées) oil on définit z® = e*1°8% et le logarithme est défini sur
C\ R, en prenant 'argument dans 'intervalle |0, 27[. Le lacet utilisé est 'union des courbes

sulvantes :

m={Ae"; n <t <2m—n},

Yo = {te™; e <t < A},

vs = {ee’ s n <t < 2m -},

vy = {te" ; e <t < A}
Aprés avoir appliqué le théoréme des résidus, on fait d’abord n — 0, puis ¢ — 0 et A — oo.
On obtient a la fin la formule suivante

—+00

R(z) melom R(z)
dr = Res(——=, %j).
/ zo sin(ma) Z es 2 )
0 z; pole de Zﬁf)
Z]'GC\RJr
Exemple :
x® m
" dr = .
/ (14 an) ¥ = sin =
0

4.12.2 Théoréme de Rouché

Une application inattendue du théoréeme des résidus est le comptage des zéros d’une application
holomorphe. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 4.51 (Rouché). Soient f et g deuz fonctions holomorphes sur un ouvert étoilé ). Soit
un lacet simple tracé sur Q et orienté dans le sens direct. On note par Z(f,v) le nombre de zéros de
f situés a Uintérieur de vy comptés avec leurs multiplicités (un zéro d’ordre m compte pour m zéros).

2 =55 |
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b) Si|f —gl <|f| sur~ alors Z(f,v) = Z(g,7)-

Application : tout polynome de degré n admet exactement n racines (comptées avec leurs multi-
plicités).

4.12.3 Théoréme de ’application ouverte

Une fonction holomorphe non-constante est ouverte (c’est-a-dire qu’elle envoie les ouverts en des
ouverts).

Théoréme 4.52 (Théoréme de application ouverte). Soit Q un ouvert connexe et f une application
holomorphe sur 0 qui n’est pas constante. Alors f est ouverte : pour tout U ouvert de 2 nous avons
que f(U) est ouvert.

On ne voit pas le rapport, pourtant ce théoréme est une conséquence du théoréme de Rouché
(donc du théoréme des résidus).

Remarque. On montre en fait une affirmation plus précise. Si f(29) = wy et si w est suffisamment
proche de wy, alors dans un petit voisinage de zy I’équation f(z) = w admet exactement m racines
ou m est la multiplicité de zy en tant que zéro de f — wy.

4.12.4 Théorémes d’inversion locale et globale

Les fonctions holomorphes étant de classe C' en tant que fonctions de deux variables réelles, on
peut se placer dans R? et leur appliquer les théorémes d’inversion locale et globale qu’on a montré
dans le cadre des fonctions différentiables (Théorémes 1.23 et 1.24). Dans le cadre des fonctions
holomorphes, les théorémes d’inversion locale et globales s’énoncent sous la forme suivante.

Théoréme 4.53 (Théoréme d’inversion locale). Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert Q.
Soit zy € 2 tel que f'(z0) # 0. Il existe U voisinage ouvert de zy et V wvoisinage ouvert de f(zo) tels
que | est bijective de U dans V et f~1 est holomorphe sur V.

Définissons maintenant les biholomorphismes.

Définition 4.54. Un biholomorphisme entre deux ouverts §1 et Qg de C est une application f :
Q1 — Qo holomorphe, bijective et telle que f=1 est holomorphe.

Le théoreme de ’application ouverte et le théoréme d’inversion locale nous permettent de montrer
le théoréme d’inversion globale suivant.

Théoréme 4.55 (Théoréme d’inversion globale). Soit f une fonction holomorphe et injective sur Q.
Alors f est un biholomorphisme de ) dans f(Q).

La preuve du théoréme d’inversion globale montre le fait remarquable suivant : une fonction
holomorphe injective est de dérivée non-nulle. A comparer avec le cas réel ou la fonction x3 est
injective mais de dérivée nulle en 0. De méme, dans R une fonction de dérivée non-nulle est injective
mais cela n’est plus vrai dans C. En effet, I’exponentielle est de dérivée non-nulle mais elle n’est pas
injective puisque périodique.

Application. Pour tout A € C de partie réelle > 1, I'équation e * + z — A = 0 admet exactement
une solution z, de partie réelle > 0. De plus, z, dépend de maniére holomorphe de .
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4.13 Théoréme de représentation conforme de Riemann

Une version simplifiée du théoréme de représentation conforme de Riemann dit qu’il y a toujours
un biholomorphisme entre deux ouverts étoilés différents de () et de C. La version générale du théoréme
de représentation conforme de Riemann dit la méme chose pour des ouverts simplement connexes.
La définition d’un ouvert simplement connexes fait intervenir la notion d’homotopie : il faut que tout
lacet soit homotope & un point, c’est-a-dire qu’il puisse étre déformé contintiment en un point. Tout ¢a
en restant dans I’ouvert bien-entendu. Nous n’allons pas introduire cette complication supplémentaire
ici, tout ¢a est déja assez compliqué comme cela. Nous donnerons une définition équivalente de la
simple connexité sans parler d’homotopie. La notion introduite dans cette définition sera exactement
la propriété utilisée dans le théoréme de représentation conforme de Riemann.

Définition 4.56. Un ouvert () est dit simplement connexe s’il est conneze et si toute fonction
holomorphe non-nulle sur ) admet un logarithme sur €.

Rappelons qu'un logarithme de f sur €2 est une fonction holomorphe g sur 2 telle que f = e9.

En combinant la proposition 4.14 et le théoréme de Cauchy (théoréme 4.22) on voit que tout
ouvert étoilé est simplement connexe. De maniére intuitive, un ouvert simplement connexe est un
ouvert d'un seul morceau et sans trou.

La propriété d’étre simplement connexe est stable par biholomorphisme.

Proposition 4.57. Soit Q un ouvert simplement conneze et f un biholomorphisme de Q dans €Y.
Alors ' est simplement conneze.

Voici maintenant quelques résultats nécessaires a la preuve du théoréme de représentation conforme
de Riemann.

Théoréme 4.58 (Montel). Soit Q2 un ouvert et f, une suite de fonctions holomorphes sur . On
suppose que la suite f, est bornée sur les compacts de ) (pour tout K compact de ) il existe une
constante C(K) telle que |f,| < C(K) sur K quel que soit n). Alors il existe une fonction f holo-
morphe sur ) et une sous-suite fy,,) qui converge vers f uniformément sur les compacts de €.

Théoréme 4.59 (Hurwitz). Soit f,, une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert conneze )
qui converge uniformément sur les compacts vers une fonction holomorphe f. On suppose que toutes
les fonctions f,, sont injectives. Alors [ est injective ou constante.

Lemme 4.60 (Schwarz). Soit f : D(0,1) — D(0,1) une fonction holomorphe qui s’annule en 0.
Alors |f(0)] <1 avec égalité si et seulement si f est une rotation.

Voici enfin 1’énoncé du théoréme de représentation conforme de Riemann.

Théoréme 4.61 (Théoréme de représentation conforme de Riemann). Soient 0y et Qs deux ouverts
simplement connexes non-vides et différents de C. Il existe un biholomorphisme de 1 a .

L’hypothése que les ouverts ne soient pas C tout entier ne peut étre enlevé. Par exemple, il n’existe
pas de biholomorphisme entre C et le disque unité comme on peut le voir en appliquant le théoréme
de Liouville.

D’ou vient la terminologie “représentation conforme”? Avec nos notations, ce serait plus naturel
de parler de “représentation holomorphe”. Par définition, une application conforme est une appli-
cation qui préserve les angles. Il se trouve que les applications holomorphes sont des applications
qui préservent les angles. De plus, elles préservent aussi leur orientation. Plus précisément, si 'on
prend deux courbes qui se croisent en un point alors ’angle entre leurs images par une fonction
holomorphe (c’est-a-dire I’angle entre les tangentes aux courbes) et son orientation sont les mémes
que pour les courbes de départ. On peut aussi montrer la réciproque : les fonctions holomorphes sont
exactement les fonctions qui préservent les angles et leur orientation. Attention, si 'orientation n’est
pas préservée alors la fonction n’est pas forcément holomorphe. Par exemple, la fonction z +— Z est
une symétrie donc conserve les angles mais ce n’est pas une fonction holomorphe.
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