
Compléments de CM

Arithmétique sur Z

Définition Soient a P Z et b P Z˚ :“ Zzt0u. Lorsque il existe un entier q P Z tel que a “ bq, on
dit que a est un multiple de b et que b est un diviseur de a. On la note par b|a. l

Un des théorèmes principal est

Théorème (Division Euclidienne).
Soient a P Z et b P Z˚. Alors, il existe un unique paire pq, rq P Z2 tel que

1. a “ bq ` r,

2. 0 ď r ă |b|. l

Ce théorème est un clé pour montrer plusieurs propriétés qui l’on décrit ici.

Soit pa, bq P Z2ztp0, 0qu.
Alors, l’ensemble M :“ tm P N | a|m et b|m u est non-vide car ab P M. Le plus petit élément de
M X N˚ est appelé le plus petit commun multiple (PPCM en bref), noté ppcmpa, bq.
Pareillement, l’ensemble D :“ t d P N˚ | d|a et d|b u est non-vide car 1 P D et fini. Le plus grand
élément de D est appelé le plus grand diviseur commun (PGCD en bref), noté pgcdpa, bq.

Théorème (PPCM) Soit pa, bq P Z2ztp0, 0qu et soit m P Z tel que a|m et b|m.
Alors, ppcmpa, bq divise m. l

Théorème (PGCD) Soit pa, bq P Z2ztp0, 0qu et soit d P Z tel que d|a et d|b.
Alors, d divise pgcdpa, bq. l

Théorème Soient a, b P N˚. Alors, ab “ ppcmpa, bq ¨ pgcdpa, bq. l

L’algorithme d’Euclide, i.e., des divisions euclidiennes successives, nous permet de montrer

Théorème (Bézout) Soit a, b P Z˚ deux entiers. Alors, a et b sont premiers entre eux, i.e.,
pgcdpa, bq “ 1 si et seulement si il existe un pair pu, vq P Z2 tel que au ` bv “ 1 (identité de
Bézout). l

Corollaire Soient a, b P Z˚ et d P Z˚. Alors, l’équation ax “ by “ d (équation diophantienne)
admet une solution px, yq P Z2 si et seulement si pgcdpa, bq divise d. l

Une application importante du Théorème de Bézout est le théorème suivant:

Théorème (Lemme de Gauss) Soient a, b P Z˚ deux entiers qui sont premiers entre eux. Soit
c P Z non nul tel que a divise bc. Alors, a divise c. l

Définition Un entier p P N˚ est dit un nombre premier si les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.
l

N.B. 1 n’est pas un nombre premier. l
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Le lemme de Gauss est un clé pour montrer le théorème suivant:

Théorème (Décomposition en facteurs premiers) Soit n P N supérieur à 2. Alors, il existe
une unique écriture de n sous la forme n “ pm1

1 pm2
2 ¨ ¨ ¨ pms

s où

1. les entiers p1, p2, ¨ ¨ ¨ , ps sont premiers,

2. les exposants mi P N˚,

3. p1 ă p2 ă ¨ ¨ ¨ ă ps. l

Un simple corollaire de ce théorème est suivant:

Théorème Soient a, b P Z˚. Soient p1, p2, ¨ ¨ ¨ , ps nombres premiers 2 à 2 distincts tels qu’ils existent
m1,m2, ¨ ¨ ¨ ,ms et n1, n2, ¨ ¨ ¨ , ns P N tels que a “ pm1

1 pm2
2 ¨ ¨ ¨ pms

s , b “ pn1
1 pn2

2 ¨ ¨ ¨ pns
s . Alors,

1. ppcmpa, bq “ p
maxpm1,n1q

1 p
maxpm2,n2q

2 ¨ ¨ ¨ p
maxpms,nsq
s ,

2. pgcdpa, bq “ p
minpm1,n1q

1 p
minpm2,n2q

2 ¨ ¨ ¨ p
minpms,nsq
s . l

Définition Soit n P N˚ et soient a, b P Z. On dit que a et b sont congrus modulo n,
noté a ” b rns, si n divise a ´ b. l

Cette relation !”" vérifie les trois axiomes suivants:

1. (Réflexivité) a ” a rns,

2. (Symétrie) a ” b rns ðñ b ” a rns,

3. (Transitivité) a ” b rns et b ” c rns entrâıne a ” c rns.

On dit que cette relation !”" est une relation d’équivalence.

Théorème Soit n P N˚ et soient a, b, c, d P Z tels que a ” b rns et c ” d rns. Alors,

1. a ` c ” b ` d rns,

2. ac ” bd rns. l

Théorème (Théorème de reste chinois) Soient n1, n2 P N˚ deux entiers qui sont premiers
entre eux et soient a1, a2 P Z. Notons l’ensemble des solutions de l’équation sur x P Z

x ” ai rnis pi “ 1, 2q

par S. Alors, il existe un unique k0 P N vérifiant

1. S “ k0 ` n1n2Z,

2. 0 ď k0 ă n1n2. l.
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Vocabulaires et Opérations sur Polynômes K: un corps commutatif, e.g., K “ Q,R,C etc.

1. Vocabulaires:

• Pour ai P K (0 ď i ď n), une formule (ou expression)

P pXq “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` anX
n

où X est un indéterminée, est appelée un polynôme.

• Pour un α P K, on peut substituer X par α; on obtient un nombre P pαq.
L’application associée K Ñ K;α ÞÝÑ P pαq sera notée P .

• Le degré de P est le plus grand d tel que ad ‰ 0, noté degpP q.
Pour le polynôme nul 0, le degré est ´8, par convention.

• Pour un polynôme P de degré d, le coefficient ad de Xd est appelé
le coefficient dominant.

• Un polynôme est dit unitaire si son coefficient dominant vaut 1.

• L’ensemble des polynômes à coefficients dans K sera noté KrXs.

2. Opérations: P pXq “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` apX
p, ak :“ 0 pour k ą p,

QpXq “ b0 ` b1X ` ¨ ¨ ¨ ` bqX
q, bk :“ 0 pour k ą q.

• La somme P ` Q: le polynôme c0 ` c1X ` ¨ ¨ ¨ ` cmaxpp,qqX
maxpp,qq

où ck :“ ak ` bk @ k ě 0.

• Le produit PQ: le polynôme c0 ` c1X ` ¨ ¨ ¨ ` cp`qX
p`q

où ck :“
ř

i`j“k aibj @ k ě 0.

• Le polynôme dérivé P 1: le polynôme a1 ` 2a2X ` ¨ ¨ ¨ ` papX
p´1.

• Le polynôme composé P ˝ Q: le polynôme

pP ˝ QqpXq :“ P pQpXqq “ a0 ` a1QpXq ` ¨ ¨ ¨ ` apQpXqp.

• Le conjugé P (pour P P CrXs): le polynôme P pXq “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` apX
p.

Pour un α P C; P pαq “ P pαq.

Lemme Pour P,Q P KrXs,

1. degpPQq “ degpP q ` degpQq,

2. degpP ` Qq ď maxpdegpP q, degpQqq,

3. degpP 1q “ degpP q ´ 1,

4. degpP ˝ Qq “ pdegP qpdegQq. l

3



Arithmétique sur KrXs K: un corps commutatif, e.g., K “ Q,R,C etc.

Grâce aux résultat suivant, les propriétés suivantes sont montrés par une méthode très similaire
comme pour Z:

Théorème (Division Euclidienne).
Soient A P KrXs et B P KrXszt0u. Il existe un unique couple de polynômes pQ,Rq P KrXs2 tels que

1. A “ BQ ` R,

2. R “ 0 ou degpRq ă degpBq. l

Définition On dit que un polynôme non nul B divise A, noté B|A, si le reste de la division
euclidienne de A par B est nul, i.e., il existe un polynôme Q tel que A “ BQ. l

Soit pA,Bq P KrXs2ztp0, 0u.
L’ensemble des multiples communs à A et B a un unique élément uintaire de degré minimal appelé
le plus petit commun multiple (PPCM en bref) de A et B, noté ppcmpA,Bq.
L’ensemble des diviseur commun de A et B a un unique élément unitaire de degré maximal appelé
le plus grand diviseur commun (PGCD en bref) de A et B, noté pgcdpA,Bq.

Théorème (PPCM) Soit pA,Bq P KrXs2ztp0, 0qu et soit M P KrXs non nul tel que A|M et B|M .
Alors, ppcmpA,Bq divise M . l

Théorème (PGCD) Soit pA,Bq P KrXs2ztp0, 0qu et soit D P KrXs non nul tel que D|A et D|B.
Alors, D divise pgcdpA,Bq. l

Théorème Soient A,B P KrXs deux polynômes non nuls.
Alors, il existe un constant λ P K tel que AB “ λppcmpA,Bq ¨ pgcdpA,Bq. l

Comme pour les entiers, des divisions euclidiennes successives, nous permet de montrer

Théorème (Bézout) Soient A et B deux polynômes non nuls. Alors, A et B sont premiers entre
eux, i.e., pgcdpA,Bq “ 1 si et seulement si il existe un pair pU, V q P KrXs2 tel que AU ` BV “ 1
(identité de Bézout). l

Une application importante est le théorème suivant:

Théorème (Lemme de Gauss) Soient A,B P KrXs deux polynômes qui sont premiers entre
eux. Soit C P KrXs non nul tel que A divise BC. Alors, A divise C. l

Définition Un polynôme P P KrXs est dit irréductible dans KrXs s’il est non nul et ne peut
pas s’écrire comme le produit de deux polynômes de degrés strictement inférieurs. l

Le lemme de Gauss est un clé pour montrer le théorème suivant:

Théorème Soit P P KrXs non nul. Il existe une écriture de P sous la forme P “ λPm1
1 Pm2

2 ¨ ¨ ¨Pms
s

où

1. λ P K est une constante,
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2. les polynômes Pi sont irréductibles dans KrXs,

3. les polynômes Pi sont unitaires et non constants,

4. les exposants mi sont des entiers naturels non nuls.

De plus, cette écriture est unique à la numérotation des Pi près. l

Un simple corollaire de ce théorème est suivant:

Théorème Soient pA,Bq P KrXs2ztp0, 0qu. Soit λ, µ P K et soient P1, P2, ¨ ¨ ¨ , Ps P KrXs irréductibles
et unitaires 2 à 2 distincts tels qu’ils existent m1,m2, ¨ ¨ ¨ ,ms et n1, n2, ¨ ¨ ¨ , ns P N tels que

A “ λPm1
1 Pm2

2 ¨ ¨ ¨Pms
s , B “ µPn1

1 Pn2
2 ¨ ¨ ¨Pns

s .
Alors,

1. ppcmpA,Bq “ P
maxpm1,n1q

1 P
maxpm2,n2q

2 ¨ ¨ ¨P
maxpms,nsq
s ,

2. pgcdpA,Bq “ P
minpm1,n1q

1 P
minpm2,n2q

2 ¨ ¨ ¨P
minpms,nsq
s . l

Définition Soit P P KrXs non nul et soient A,B P KrXs.
On dit que A et B sont congrus modulo P , noté A ” B rP s, si P divise A ´ B. l

Comme pour les entiers, cette relation !”" est une relation d’équivalence.

Théorème Soit P P KrXs non nul et soient A,B,C,D P KrXs tels que A ” B rP s et C ” D rP s.
Alors,

1. A ` C ” B ` D rP s,

2. AC ” BD rP s. l

Théorème (Théorème de reste chinois) Soient P1, P2 P KrXs deux polynômes qui sont
premiers entre eux et soient A1, A2 P KrXs. Notons l’ensemble des solutions de l’équation sur S

S ” Ai rPis pi “ 1, 2q

par S. Alors, il existe un unique S0 P N vérifiant

1. S “ S0 ` P1P2KrXs,

2. degpS0q ă degpP1q ` degpP2q. l.

Les structures en commun entre l’anneau des entiers Z et l’anneau des polynômes KrXs est ap-
pelé anneau euclidienne, ou plus généralement anneau principal. Les théorèmes mentionnés
jusqu’ici pour Z et KrXs peuvent être montrés de façon complètement parallèle.

D’ici, nous allons traiter les racines d’un polynôme.
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Racines d’un polynôme K: un corps commutatif, e.g., K “ Q,R,C etc.

Théorème Soit P P KrXs non nul et α P K. Alors, les deux conditions suivantes sont équivalentes:

1. P pαq “ 0,

2. X ´ α divise P .

On dit alors que α est une racine de P . l

Preuve D’après la division euclidienne de P par X ´ α, il existe un polynôme Q P KrXs et un
constant R P K tels que

P pXq “ pX ´ αqQpXq ` R.

Évaluons X en α dans cette identité, on obtient R “ P pαq. l

Appliquant ce théorème plusieurs fois, on peut montrer le corollaire suivant:

Corollaire Soit P P KrXs un polynôme non nul de degré d. Alors, P a au plus d racines. l

N.B. Si K n’est pas C, une racine d’un polynôme P n’existe pas forcément dans K.
Cependant, dans C, d’après le théorème de D’Alembert-Gauss, il en existe toujours. l

La proposition suivante est une conséquence simple du théorème de D’Alembert-Gauss:

Proposition

1. Les polynômes irréductibles de CrXs sont les polynômes de degré 1.

2. Les polynômes irréductibles de RrXs sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré
2 de discriminant strictement négatif. l

Pour le deuxième énoncé, notons que si un polynôme réel P P RrXs admet une racine complexe
α, alors son conjugé est aussi une racine de P , puisque 0 “ P pαq “ P pαq “ P pαq.

Définition Soit P un polynôme dans KrXs, α P K et m P N˚.
On dit que α est une racine d’ordre m si pX ´ αqm|P et pX ´ αqm`1 ∤ P . l

On note la dérivée k-ième de P par P pkq. L’ordre d’une racine peut -être caractérisée en terme
des polynômes dérivés:

Théorème Soit P P KrXs un polynôme non constant et soit α P K et m P N˚.
Alors, les deux conditions suivantes sont équivalentes:

1. pX ´ αqm divise P ,

2. P pαq “ P 1pαq “ ¨ ¨ ¨ “ P pm´1qpαq “ 0. l

Ce théorème est montré essentiellement par la formule de Leibniz:

pPQqpkqpXq “

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

P piqpXqQpk´iqpXq.
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