
Annexe sur Cardinal

Cardinal

Soient A et B deux ensembles. On dit que A et B ont la même cardinalité s’il existe une
application bijective entre A et B.

Soit E un ensemble. On dit que E est fini s’il existe une application bijective entre E est

1. le vide H, ou

2. l’ensemble v1, nw “ t1, 2, . . . , nu pour un n P N˚.

Sinon, on dit que E est un ensemble infini.

Le cardinal E, noté CardpEq (, 7E ou bien |E|), est 0 pour le cas E “ H et n pour le cas
E “ v1, nw.

Exemples. Soit E un ensemble fini de CardpEq “ n.

1. CardpPpEqq “ 2n.

2. Pour 0 ď k ď n, posons PpEqk “ tX P PpEq |CardpXq “ k u. Alors,

CardpPpEqkq “

ˆ

n

k

˙

“
npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1q

k!

ˆ

“
n!

k!pn ´ kq!

˙

.

Ces nombres
`

n
k

˘

s’appellent les coefficients binomiaux.

Soient E et F deux ensembles de CardpEq “ n et CardpF q “ k.

1. Le cardinal de l’ensemble des applications de F dans E est nk.

2. Pour 0 ď k ď n, le cardinal de l’ensemble des applications injectives de F dans E est

k
ź

r“1

pn ´ pr ´ 1qq “ npn ´ 1qpn ´ 2q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1q “
n!

pn ´ kq!
,

appelé l’arrangement.

3. Pour k ě n, le cardinal de l’ensemble des applications surjectives de F dans E est

n
ÿ

r“0

p´1qr
ˆ

n

r

˙

pn ´ rqk.

Une preuve de cette formule utilise ce que l’on appelle le principe d’inclusion-exclusion,
expliqué ci-dessous. (Pour 1 ď i ď n, poser Ai “ tf : F Ñ E | i R Im f u et appliquer le
principe.)
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Georg Cantor (1845 - 1918) a montré en 1891 le théorème suivant:

Théorème. Aucune application de l’ensemble E dans l’ensemble PpEq n’est surjective. l

Preuve. Supposons qu’il y aie une application surjective f : E Ñ PpEq. Posons

X “ tx P E |x R fpxq u.

C’est une partie de E, donc un élément de PpEq. Montrons que X R Im f .

En effet, par hypothèse, il existe un élément a P E tel que X “ fpaq. Si a P X, alors, a R fpaq “

X, i.e., a R X. Si a P X, alors, a R fpaq “ X d’où a P X. C’est une contradiction. Donc, par
l’absurd, on en déduit que X R Im f , i.e., f n’est pas surjective. l

Par conséquence, les cardinalités de E et de PpEq sont jamais la même. Par conséquence, il
existe une infinité de l’! infini ".

Soit E un ensemble infini. Lorsque le cardinal de E est le même que le cardinal de N, on dit
que l’ensemble E est dénombrable. Sinon, on dit que E est non dénombrable. Par exemple,
les ensembles Z et N ˆ N sont dénombrable. En particulier, l’ensemble Q des fractions rationnelles
est dénombrable ! Cependant, on pourra montrer que l’ensemble des nombres réels R est non
dénombrable...
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Le principe d’inclusion-exclusion

Soit E un ensemble et A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An parties finies de E. Le principe d’inclusion-exclusion donne

une formule sur le cardinal de la partie
n

ď

i“1

Ai. Pour n “ 2, voici le diagramme de Venn:

A1 A2

E

Dans la somme CardpA1q ` CardpA2q, il est claire que les éléments appartenant à A1 X A2 sont
comptés deux fois, d’où pour calculer CardpA1 Y A2q, il faut soustraire CardpA1 X A2q, i.e.,

CardpA1 Y A2q “ CardpA1q ` CardpA2q ´ CardpA1 X A2q.

Plus généralement, le cardinal de la partie
n

ď

i“1

Ai est donné par le principe d’inclusion-exclusion:

Card

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

“

n
ÿ

r“1

p´1qr´1
ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăirďn

Card

˜

r
č

k“1

Aik

¸

.

On pourra le montrer par récurrence. (Exercice: vérifier-le.)

Voici une application amusante. Soit n P N˚ et soit Sn l’ensemble des applications bijective de
v1, nw :“ t1, 2, . . . , nu sur lui-même. Calculons, le nombre d’éléments sans point fixe, i.e., applications
f vérifiant fpiq ‰ i pour tout i P v1, nw. Pour en calculer, considérons la partie Si de Sn constituée
des applications f fixant i, i.e., fpiq “ i. Alors, nous sommes intéressés à calculer le cardinal du

complémentaire de
n

ď

i“1

Si dans Sn. Puisque CardpSi1 X Si2 X ¨ ¨ ¨ X Sirq “ pn ´ rq! pour des entiers

1 ď i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ ă ir ď n, d’après le principe d’inclusion-exclusion, on a

Card

˜

n
ď

i“1

Si

¸

“

n
ÿ

r“1

p´1qr´1
ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăirďn

pn ´ rq! “ ´
ÿ

r“1

p´1qr´1

ˆ

n

r

˙

pn ´ rq! “ ´n!
n

ÿ

r“1

p´1qr

r!
,

on en déduit que

Card

˜

Snz

n
ď

i“1

Si

¸

“ n!

˜

1 `

n
ÿ

r“1

p´1qr

r!

¸

“ n!
n

ÿ

r“0

p´1qr

r!
.

Notons que lim
nÑ8

n
ÿ

r“0

p´1qr

r!
“ e´1, où e est le constant de Néper.
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