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Exercice 1 Racines n-iémes (7=2+2+2+1 pts)

On considére 'équation (F) d’inconnue z € C suivante :

(B): 2°—2iz3+iz®+2=0.

1. Déterminer les racines carrées de 2i.

Correction. Considérons I’équation w? = 2i et posons w = x4y avec (z,y) € R2. Alors on obtient
2?2 — y? + 2izy = 2i ce qui veut dire que 22 — y? = 0 et 2zy = 2. De plus, |w|? = 2% +y? = [2i| = 2

et on obtient le systéme

x2—y2:O
2+ =2
20y =2

En ajoutant les deux premiéres équations, on trouve 222 = 2 donc z € {=1,1}. En les soustrayant,
on trouve de méme 2y? = 2 et donc y € {—1,1}. La troisiéme équation nous indique que = et y

ont le méme signe, donc les solutions sont

wi=1+17 et wo=-1—1.

. Déterminer les racines cubiques de —i.

Correction. On souhaite résoudre I'équation w® = —i. On pose w = re' avec r > 0 et 0 € R et
on remarque que —i = e 2 , ’équation devient donc r3e 3¢ = ¢z, ce qui implique que

r?’—l r=1
<~ 2
39:3?”+2/m, ke {0,1,2}. 9:g+§k, k€ {0,1,2}.

Les trois racines cubiques de —¢ sont donc

i(5+28) T V3 i

1 . um i A YiN
w1:€7’2:Z’ w2:ez 3 — e 6 = - — =, QU3:€Z(2

. Déterminer (a,b) € C? tels que, pour tout z € C, 2° — 2iz3 +i22 +2 = (23 — a) (2% - b).

Correction. Soit z € C, alors on a
(23 —a)(z® —b) = 2° — bz —az? +ab= 2" —2i2% +i2? + 2

ce qui implique, par identification, que —b = —2i, —a = 7 et ab = 2, ce qui nous permet de dire
que

a=—i, et b=2

qui vérifient bien ab = —2i% = 2.



4. En déduire les solution de I’équation (E).

Correction. On a
2P =20 4 +2=0 < (P +i)(2?—2i)) =0 < 23 = —iouz?=2i

D’aprés les questions 1. et 2., ’ensemble des solutions de cette équation est donc

S:{1+i,—1—i,i,—\/§—Z \/g_z}.

Exercice 2 PGCD et PPCM (2 pts ) Calculer les PGCD et PPCM de 135 et 375.

Correction. Décomposons en produit de facteurs premiers ces deux entiers :

135=5x27=3>x5
375=5x75=5x5x15=3x 5°.

Ainsi, PGCD(135,375) = 3 x 5 = 15 et PPCM(135,375) = 33 x 53 = 3375.

Exercice 3 Systémes de congruences (9=2+2+2+ 3 pts)
1. Calculer le PGCD de 714 et 493.
Correction. D’aprés 'algorithme d’Euclide :
714 =1 x 493 + 221
493 =2 x 221 + 51
221 =4 x 51417
51 =3 x 17+0.

Ainsi, PGCD(714,493) = 17.
2. Trouver une solution particuliére (zg,0) € Z? de I’équation 493z + 714y = 51.

Correction. On remonte 'algorithme d’Euclide :
17=1221 -4 x51
=221 — 4 x (493 — 2 x 221)
=9 x 221 —4 x 993
=9 x (714 —493) — 4 x 993
=9 x 714 — 13 x 493.

En remarquant que 51 = 3 x 17 et en multipliant par 3, on obtient
51 = 27 x 714 — 39 x 493

et (zo,yo) = (—39,27) est une solution particuliére de 1’équation.
3. En déduire les solutions de ’équation diophantienne 29z + 42y = 3.
Correction. On remarque que 493 = 17 x 29 et 714 = 17 x 42. D’apreés la question précédente,
on a ainsi, aprés division par 17, et en écrivant I’équation a résoudre en premier,
29z + 42y = 3
29 x (—39)+42x27=3



On soustrait les équation et on obtient 29(z + 39) + 42(y — 27) = 0, soit 29(x + 39) = —42(y — 27).
Ainsi, 29 divise 42(y — 27) et comme 29 et 42 sont premiers entre eux, d’aprés le Lemme de Gauss
on sait que 29 divise y — 27, et ainsi il existe k € Z tel que y — 27 = 29k, c’est-a-dire y = 27 4 29k.
On remplace dans 1’équation et on obtient z + 39 = —42k, donc x = —39 — 42k. Finalement,

I’ensemble des solutions est

S = {(z,y) = (—39 — 42k, 27 + 29k), k € Z} .

4. Résoudre le systéme d’équation suivant :
n =10 (mod 29)
n="7 (mod 42)
Notons que 29 - 42 = 1218.

Correction. Une fagon rapide de résoudre ce systéme est d’écrire n = 292 + 10 = 42y + 7 pour
(z,y) € Z2, ce qui permet d’écrire 42y — 292 = 3 et de trouver, en utilisant la question précédente,
(z,y) = (39 + 42k, 27 + 29k) avec k € Z. On trouve ainsi

n =29z + 10 = 29(39 + 42k) + 10 = 1141 + 1218k, k € Z.

Exercice 4 Nombres premiers (4 =2+ 2 pts )
Pour n € N, soit F,, = 22n + 1 le nombre de Fermat.

1. Montrer, par récurrence, que la suite {F), },cn vérifie I'identité suivante :
Vn € N, Foy1 = KF) - F,+2.

Correction. Pour n € N, définissons la propriété P(n): F, 11 = FoFy -+ F, + 2.
Initialisation : Pour n =0, ona F; =22 4+1=4+1=5ct Fy+2=2% +1+2=5, donc P(0)
est vrai.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a
FoFy - Fop1 +2=FF - FoFpy1 +2= (Fpp1 —2)Fp1 +2=F2 1 — 2F41 +2

et on calcule directement que

F2,—2F, 42 = (22““ n 1)2—2 (22"+1 v 1)+2 — o2 x0T ot — 9 B,

et donc P(n + 1) est vraie.

Ainsi, on a montré que pour tout n € N, P(n) est vraie.

2. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.
Correction. Pour tout n € N, on a que F}, est impair, donc comme Fj, 1 = FoF1--- F,, +2, on en
déduit que 2 = F,41 — FoFy -+ F,, et donc que si p est un facteur commun & Fj,1 est a un autre
Fy, k < n, alors p divise 2. Comme tous les F;, sont impairs, on en déduit que PGCD(Fy, Fj, 1) = 1
pour tout n € N et tout k£ < n. Ainsi, tous les nombres de Fermat sont premiers entre eux deux-
a~-deux. Pour tout n € N, définissons p,, comme le plus petit diviseur premier de F;,. Comme tous
les F;, sont premiers entre eux, alors tous les p, sont différents, et donc il en existe une infinité.

Ainsi, il existe une infinité de nombres premiers.



Exercice 5 BONUS (2pts) Trouver le reste de la division euclidienne de 632! — 4237 par 5.
Correction. Comme 6 = 1[5] et 4 = —1[5] on obtient

6321 _ 4237 — 1321 _ (_1)237[5] = 1—(=1)[5] = 2[3],

et donc le reste est 2.



