Université Claude Bernard Lyon 1 UE Algébre 1
Semestre d’automne 2023-2024

Feuille 4 : Nombres complexes (correction)

Exercice 1. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes suivants :

a) z =4+ bi, b) z = (—-242i) + (5 + 3i), c) z=(=3—-"Ti)(1—2i),
B . ) . 43 (4-3i)(1 - 2i)
d) z= (44 59)(5+ 3i)(1 — 2i), e) Y=o f) z= 3 ,
(74 61)(—3 — 2i) ‘
pu— 4 .
g) z 1 +4+61
Correction exercice 1.
a) Re(z) = 4,Im(z) = 5, b) Re(z) = 3,Im(z) = 5, c) Re(z) = —17,Im(z) = -1,
14 23 19 83
d) Re(z) = 79,Im(z) = 27, e) Re(z) = 2—9,Im(z) 397 f) Re(z) %,Im(z) g’
g) Re(z) = —6,Im(z) = —5.
1+wm

Exercice 2. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de z = pour m € R.

2m +i(m? — 1)

Correction exercice 2.

- 1+im (A +im)(2m —i(m* — 1)) 2m+m(m? — 1) + 2im? — i(m? — 1)
T om+ i(m2—1) (2m)? 4+ (m? — 1)2 N m* +2m?2 + 1
- mi+m+i(m®+1)  m(m®+1) 4 i(m? + 1)
B (m? +1)? B (m? +1)2
_ om+i
S om2 41
donc Re(z) = ——— et Im(z) = !
m2+1 m2+1

Exercice 3. Soit z € C. Exprimer le conjugué des nombres complexes suivants en fonction de Re(z) et

Im(z) :
a) z+1, b) 2% + 3, c) 2+ 2z, d) 24+ 2z —1,
e) 2341, f) i2? — 3z, g) z — zZ+iz, h) 22 —iz 4+ 4.

Correction exercice 3. Pour simplifier, notons = Re(z) et y = Im(z).

a) z+1=x+1—1y, b) 22 +3i = 2% +y* —i(2zy + 3),

¢) Z+ 2z = 3z — 2y, d) Z+ 2z —i=2x+1,

e) 3 +1=2®—-3y%z+1+i(y> - 32%), f) 922 — 3z = —2zy — 3z +i(y* — 2% — 3y),
g) z—z+iz=—y+i(z+2y), h) 22 —iz+4=a—y? —y+4+i(z—2zy).

Exercice 4.

1. Calculer le module des nombres complexes suivants :

a) z =2+ bi, b) z = =3+ 2i, c) z=(3-20)(9+1), d)z=
2. Exprimer le module des nombres complexes suivants & I’aide du module de z :

a) 2z, b) 222, c)



Correction exercice 4.

1.
a) |z| = V29, b) |z| = V13, ¢) |z| = V1066, d) |z = 1.
2.
8) 22 = |2llz] = 2%, ) [22%] = 2Jaf? o 2= 2 a 52| = 512
’ ’ z |z’ z '

Exercice 5. Soit (z,2) € C2. Etablir la relation |z + 2/|* + |z — 2/|* = 2(|z|* 4 |#/|*) et en donner une
interprétation géométrique.

Correction exercice 5.

e+ 2P+ e =P =+ ) (E+2) + (2 - 2) (2 - 7)

=22+ 22 + 27 + |7+ 2| — 2 -2 + )P

/
=2(|21* + |']%).
3
]
,
2.5
2
22| Iz
|z+2]
15 Iz
1
0.5 z
]
0 0.5 1 1.5 2 25 3
-0.5

On appelle cette égalité 'identité du parallélogramme : dans un parallélogramme, la somme des carrés
des longueurs des cotés est égale a la somme des carrés des longueurs des diagonales.

Exercice 6.

1. Représenter les points d’affixes suivantes dans le plan R = (O, 7, 7)
a) z=1—1, b) z, c) z+ %, d) z—z.
2. Représenter les vecteurs suivants dans le plan R = (O, ?, 7)
a) U d'affixe 2 + 1, b) W daffixe —342i, «¢) U + W, d) 27 — .



Correction exercice 6. On note A, B, C et D les points d’affixes respectives z, Z, z + Z et z — Z.

2
15
C
1 { ] 3
05 5 w
B V+W Vv
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 ? wW 1 W
-0.5 \
2v-w
4 & -3 -2 Q-0 I 2 3 4 5 6 7
15 -1 Y
D
2@ =2
Exercice 7. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que :
2
1 1 1 1 z—3
a) [1—z| <= b) Re(1—2) < = c) Re(iz) < = d [1——-| =2 <2
Ji-dsy  DRO-Dsy g Ry d)fi-] ) |5

Correction exercice 7.

1
a) L’ensemble des points d’affixe z € C tels que |1 —z| < 3 est le cercle de centre 2 d’affixe 1 et de rayon
1

5.
b) Notons z = x + iy avec x et y réels. Alors, 1 —z=1—xz — iy et

1 1
Re(l—z)§§<:>1—x§§<:>x2

N | —

1
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe a droite de la droite verticale x = 5

c¢) Notons z = z + iy avec x et y réels. Alors iz = —y + ix. et
1 1 1
Re(iz) < - —y< - y>——.
eiz) S5 & ys5ey2—3
1
[’ensemble des solutions est le demi-plan complexe au-dessus de la droite horizontale y = —35

d) Notons z = = + iy avec = et y réels. Alors

2
=2&

2

T 22 -1 =2 e (@ - 12+ y? =202 + 7)

'1_1

z

e -+1+y =224+ 1=+ 2+’ e l=(z+1)2—-1+y>
s @+1) 42 =2

I’ensemble des solutions est le cercle de centre de coordonnées (—1,0) et de rayon v/2.
e) Notons z = x + iy avec x et y réels. Alors

2

T cde -3 <4z +32 e (232 + 12 <4(x+3)2 +y?)

< z+3
e —6x+9+1y° <4+ 6x+9+y?) o 2? —6x+9+y? < 422 + 24z + 36 + 4y°
S 0<322+30x+27+ 3> <0< 2?+10z + 9412
S0<(z+5)?2-25+94+1y* =16 < (2 +5)* +42

z—3
z+3

L’ensemble des solutions est 'extérieur du disque de centre de coordonnées (—5,0) et de rayon 4.



Exercice 8. Soit z € R.

1. Calculer cos(3z) en fonction de cos(z), puis sin(3x) en fonction de sin(x).

2. Linéariser sin(z) puis cos(z) sin?(z).

Correction exercice 8. Egalités & connaitre :

e = cos(z) + isin(z) e~ = cos(x) — isin(x)
e 4 e = 2 cos(x) e — 7 = 2jsin(x)
T —ix i ,—ix
cos(z) = % sin(z) = %

1. On a

cos(3x) + isin(3z) = ') = 3% = (¢7)3 = (cos(z) 4 isin(z))?
= cos®(z) + 3i cos?(z) sin(z) — 3 cos(z) sin?(x) — i sin3(z)
= cos®(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(z) sin(z) — sin®(z)).
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :
cos(3z) = cos®(x) — 3cos(z) sin’(z) et sin(3z) = 3cos?(z) sin(x) — sin®(z).
On réécrit cela en
cos(3z) = cos®(z) — 3cos(z)(1 — cos?(x)) = 4cos®(z) — 3 cos(z),

sin(3z) = 3(1 — sin(x)) sin(x) — sin®(z) = 3sin(z) — 4sin®(z).

i _ ,—ix 4 ix _ ,—ix\4
sint(x) = <e ¢ > = (e )
1

On utilise la formule du binéme :

=b* — 4ab® + 6a%0? — 4630 + a*

(ez:p _ 671:1:)4 67413: _ 46116732:2 + 6622:p672m _ 4631:136711 + e4m

sint(z) = 16 = 16
B 6741'1 _ 4672% 16— 4621'3: + e4iz
B 16
et el (2 4 7)1 6 2cos(4x) — 8cos(2z) + 6
B 16 B 16
1 1 3
=3 cos(4z) — 5 cos(2z) + 3



eix 4 e—ix €—4ir o 46—21'3: 16— 462ix 4 e4ix

cos(z) sin(z) = 5 X T
e—3i:r + e—5ir _ 4e—ix _ 46—3ix + 66” + 66—2'27 _ 4€3im _ 4€ir + 651'33 + eSim
B 32
e5ix + 6—52'3: _ 3€3im _ 36—3im + 261'3: + 26—1'33
B 32
e5iz + 6—52'3: _ 3(e3i:p + 6—3ix) + 2(8” + e—im)
32

2 cos(52) — 6 cos(3x) + 4 1 3 1
_ 2cos(5a) cgs; z) + 4 cos(x) = - cos(5z) — = cos(3z) + £ cos(a),

Exercice 9. Soient n € N* et 6 € R. Calculer

U, = Zcos(k:ﬁ) et V,, = Zsin(k‘@)
k=0 k=0

Correction exercice 9.

Up +iV, = Z cos(kf) + i Z sin(kf) = (cos(kf) + isin(kf)) = Z etk?,
k=0 k=0 k=0 k=0

ik _ (eiG)k:7 donc

Un + Vo =Y ()
k=0

Si =0 (mod 27), alors ¢ =1 et U, +1iV;, = n+ 1. En identifiant les parties réelles et imaginaires, on
obtient U, =n+1et 'V, = 0.‘
Si 6 # 0 (mod 27), alors ¢ # 1 donc

D’apres la formule de Moivre, e

1— (eiG)n-i-l 1 — e(n+1)i0

Un +iVy = 1 — it - 1 — et

A partir de 1a, deux solutions : dans la solution calculatoire, on multiplie par le conjugué du dénominateur

1 — eiln+1)0 (1 _ ei(n—i-l)ﬂ)(l _ e—i@) 1 — g0 _ o(nt1)if + enif

L—e® — (1—ef)(1—e) —  1—el—e041
_1- cos(#) + isin(f) — cos((n + 1)0) — isin((n + 1)0) + cos(nh) + i sin(nb)
2 —2cos(0)
_1- cos(f) — cos((n + 1)0) + cos(nb) 4 i(sin(d) — sin((n + 1)0) + sin(nd))
2 —2cos(6) ’

On en déduit
1 — cos(#) — cos((n + 1)0) + cos(nh)

sin(f) — sin((n + 1)0) + sin(nh)
2 —2cos(0) '

2 —2cos(f)

Un = et V,, =

La deuxiéme solution est plus astucieuse, en factorisant les exponentielles

. -n+1 sn+41 +1 ..
1 —eint1)f im0 g=i%0 _ pifg=0 io 2i sin(—2410)
) == - - = e —_—
_ pi0 —i6 ﬁ [
1—¢ B e _ 2isin(—3)

= eii

SIS

n+1 9)

o (30) n (30)) 50
sin(*310)

sin( sm(ile)
:cos(2 ) sm(g) —1—25111(2 )Smé)

On en déduit
n 9> sin(2+19)

ilg
U,, = cos (— — et V,, = sin (99) M.
sin(3) 2 sin(3)

2



Exercice 10.

1. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :

_1+iv3 d>z_\/6—i\/§
BRVCER A B '

a) u=—3, b) v=1-—1, c) w
2. En déduire le module et un argument de uw et E.
v

Correction exercice 10.

a) u= —3=3(—1+0i) = 3(cos T +isinm) = 3¢'™ donc |u| = 3, arg(u) = 7 (mod 27).

b)v=1—i=+v2 <\}§ —z\%) = \/i(cosg —isin%) = \@(COS (—%) + isin <—£>) = V27,
Donc |v] = V2, arg(v) = —% (mod 27).

Ici on a deviné. On va donner la méthode générale :

lv| = V12 4+ 12 = V2.

Posons 0 := arg(v). On a

1
cosf) = Re(v) cost) = —
0] V2
in 6 Im(v) sin 6 1 !
sinf = =—F—=—-"F
[l V2 V2
7r
=-7 (mod 27)
1+v3)(vV3—1 3—1+ 3 3 2V3+2 3 1 o
)w:( +2\[2)(\[ Z):f s l+\f: V3 l:£+7i:e’5donc\w|zletarg(w)zz
V12 4 4 2 "2 6
(mod 27).
3_i .
d) z=+2 <\[2 Z) = V2e76 donc |z| = V2 et argz = —% (mod 27).
, m T
2. D’une part, |[uw| = |u||lw| = 3 et arg(uw) = arg(u) + arg(w) = 7 + =6 (mod 27), et d’autre part,
’%’ = li: =1 et arg (%) = arg(z) — arg(v) = —% - (—%) = —% + Z = % (mod 27).

Exercice 11. Soit z = \/2 +V3+ i\/2 — V3.

1. Calculer 22, déterminer le module et un argument de 22 et écrire 2>

sous forme trigonométrique.
2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire une expression de cos (%) et sin <11)

Correction exercice 11.
1. 2% = (\/2 + \/§>2+2i\/2 + \/5\/2 - \/§—< 2 — \/§>2 = 2+\/§+2z‘\/(2 +V3)(2-V3)—(2-V3) =

3 1 ;T
2+\/§—2+\/§+2i(22—\/§2>:2\/§+22‘. Onaalor822:4<\f—i—l> = 4e"s donc \z2]:4et

2 2
s

arg(z®) = — (mod 2m).

2. Pour le module, |z| = +/|z|2 = V/|22| = 2. Pour argument, 2arg(z) = arg(z?) (mod 27) donc
2arg(z) = arg(z?) + 2kn , k € Z.

1 1
Ainsi arg(z) = 5 arg(2?) + km , k € Z. Clest a dire arg(z) = 3 X % + km = % +km, kel

On peut aussi écrire : arg(z) = % (mod 7).



3. En utilisant 2), on peut écrire z = 2¢'1z = 2 <cos (%) + 7 sin (%)) = 2cos (%) + 2 sin (%)
T

On a d’une part z = 2 cos <1> + 2i sin (12> et d’autre, part par hypotése, z = \/2 + \/§+i\/2 — 3.
Donc en identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient

2cos<%> :\/2+\/§et QSiH(%) =1/2 V3.

cos(w)zmet sin(ﬂ>:2_\/§.

12 2 12 2

On en déduit :

Exercice 12.
1. Donner la forme trigonométrique de (1 4 ¢)" pour tout n € N (utiliser la formule de Moivre).

2. En déduire une expression trés simple de (14 4)" + (1 —4)".

Correction exercice 12.

1. Tout d’abord la formule de Moivre dit :

(cosB 4 isin )" = cos(nh) + isin(ndh) pour tout n € Z

Avec la notation d’Euler, la formule s’écrit :

. n .
<e’9) = ¢ pour tout n € Z

2

2¢me méthode : |1 +1i| = V12 4+ 12 = V2.
Posons 0 := arg(1+1). On a

2 2 o
1+i=12 (f + 2\2[> = /2¢'7. Ici on a deviné la décomposition a faire.

Re(1 + 1) 1 V2

cost =———" cos) =—=—
14| NP

sin # :M sin @ :LZQ
|1+l V22

Donc 6 = % (mod 2).

On en déduit que 1 +i = /2 <cos (%) + 7sin (Z)

Donc

(14" = (\/ie%)n = V2" (e!T)",

. it \ "™ s
D’aprés la formule de Moivre, ((324) =™, donc

INE]

(14 i)™ =22e™7,

2. Comme 1 —i=1+i,ona(l—i)"=(1+i)" = (1+4i)"=22¢ "1, Donc

I+d)"+(1—-0)" = 22¢Mi 422 i =23 (em% + e_m%) =23 (2 cos (%)) =221 cos (%T) .

Exercice 13. Soient z € C* et n € N*. Il existe exactement n nombres complexes w vérifiant w™ = z. Ces
nombres sont appelés les n racines n-iéme de z.

1. Représenter dans le plan complexe les 6 racines 6-iéme de 1 et les 4 racines 4-iéme de —1.

2. Soit n > 2 un entier. Déterminer les n — 1 racines du polynoéme complexe 1+ z + 22 4+ ... + 2" 1.



Correction exercice 13.

1. On doit résoudre 2% = 1.
0 . 6 0\ _ 6 i
Posons p :=|z| et § := arg(z). Donc z = pe" et z° = (pe ) =p’e”.
6 _6i0 _ 0 P’ =1
7 7
=l e = ‘:’{69 —0+2%r=2%r (keZ) ) 6 :2’%”:%”(;{6%)'

Les racines 6-iémes de 1 sont les "3 pour k € {0,1,2,3,4,5}.

zozeozl.

- 1 3
zlzelgzcosg+ising:2+i\2f.f

om 2w 2 1 3
zp=¢€"3 =cos— +isin— = —— +1—.

. 3 3 2
z3=¢€" =cosm+isinT = —1.

jix 47r+‘, T 1 V3
z4=€"3 =cos— +isin— = —= —i—.
* 3 3 2 2
z5zei57ﬁ:ei%%:ei(%*%):ei(**):cosz—zsmz L \/§

3 32 "2
On place 1 et —1, et on place les quatre autres sur le cercle unité (vu que leur module est 1) ayant

pour absisse — ou ——.
2 2

0.5

L
=

Pour trouver les racines 4-iémes de —1, on va resoudre 2= 1

Posons p := |z| et 6 := arg(z). Donc z = pe® et 2* = 19 p4 40,

4
4 410 i Y =1
d= e pd=e ‘:’{49 =7+ 2kn (k € Z) :””’”:(H%)” (keZ)’

4

; 2k
Les 4 racines sont les e 4 pour k € {0,1,2,3} :

L 2 2
zg = €' :cos%—i—isin% = \g—{—z\g
3 . 3m \/5_1_\@
—.

3
z1=¢€e"4 =cos— +isin— = ——

4 2 2
5 57r+ Y V2 V2
=€t =cos— +i =1 =
=2 g e 2 2
771- ( E) T .. T \/i . 2
z3=¢"1 ="\ 1

=cos— —isin— = — —i—.
4 4 2
Ce sont les points d’intersection du cercle unité avec les diagonales du plan.



0.5

f =t

2. z = 1 n’est pas racine du polynéme complexe 1 + z + 22 4+ ... + 2" L. Pour z € C\ {1}, on a

1—2"
Ltz+z22 4.+ =
1—2z

Les racines du polyndéme complexe sont donc les racines n-iémes de 'unité privées de 1.
On doit résoudre z" = 1.

Posons p := |z| et 6 := arg(z). Donc z = pe' et 2" = (pe“g> = ple™?.

pro=1 P
nf =0+ 2kt = 2%kr (k € Z) ‘:’{9 _ 2T ez

n

M =1 pnenie — eDi {

. N . 2ikm
Les racines n-iémes de l'unité sont les e » pour k € {0,1,...,n}.
2inm

Notons que z, = e n = %™ =1.

2ik

Donc les racines de 14 z + 22 4 ... + 2" L sont les z;, = e = pour k € {0,...,n—1}.

Exercice 14.

1. Déterminer les racines cubiques de 1 et les représenter dans le plan complexe.

—1+iV3

2. On note j = — Montrer que 1+ j 4 j2 = 0.

3. Exprimer les racines cubiques de 1 en fonction de j.

Correction exercice 14.

1. Pour trouver les racines cubiques de 1, on doit résoudre z3 = 1. Il y a 2 facons de faire.
Méthode 1: 23 =14+= 2"~ 1=0+= (z - 1)(z*+2+1)=0<=z2z=1ouz’+2+1=0.
Résolvons 22 + z+1 = 0.

A=1-4=-3=3= (V3>
Une racine carrée de A est § := iv/3.
e N e AVE]

1T T4 2

b+  —1+iV3
29 = = .
2 2 2

~1-iv3 o ~1+iV3
2 9

Les racines cubiques de 1 sont donc : 1,

Méthode 2 : On va utiliser I'écriture polaire c’est & dire trigonométrique.
La forme polaire de z est z = pe? (p > 0), on doit déterminer p et 6.
3
3 i0\3 3 30 _ 0 pro=1
‘ (pe™) pe =¢ 30 =0+ 2kr =2k (k€ Z)
p =1

Ainsiz?’:1<:>{6 :%Tﬂ' (ke2)



On sait qu’on va avoir 3 solutions car ’équation est de degré 3. Donc les racines cubiques de 1 sont les
2ik

e 3 pour k € {0,1,2}, autrement dit :

2im 1 V3 dim 1 V3

wozl,wlzeT:—i—i—i? eth:eT:—§—z7.

0.5

.

=1 -0.5 0 0.5

=1

2. On note que j = w; est une des racines 3-iémes de 1. Deux méthodes :

1— 3
—Commej;él,onal—l—j—i—jgzlij,:ocarj?’:l.
—J

=0.

i i ]. 3 ]. 3
— Oncalculejzzz%:(e%)zze%:zQ, doncl+j—|—j2:1—2+i\2[—2—i\2[
3. Comme vu dans la deuxiéme méthode de la question précédente, z; = j et 2o = j2 (et 1= jo).

Exercice 15.

1. Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
a) z =17+ 24i, b) z =9+ 403, c) z=1+1.
2. Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 22 = —2v3+ 2, b) 2% =3 — 4i.

Correction exercice 15.

1. On utilise la méme méthode pour les trois questions :

a) Soient a et b deux réels tels que (a + ib)?> = a® — b* + 2iab = 7 + 24i. En identifiant les parties
réelles et imaginaires, on obtient

a> =7 (Ly
2ab = 24. (L)
ab=12. (Lo

~— ~— ~— ~—

En identifiant les modules dans (a + ib)? = 7 + 24i, on a |(a + ib)?| = |7 + 24i|. On obtient
2
<\/a2 n b2> — V72 F 242, soit
a?® + b* = V625 = 25. (L3)

En calculant (L;) 4+ (L3), on obtient 2a? = 32, d’ott a = 4+4. En calculant (L3) — (L;), on obtient
2b? = 18, d’ott b = +3. De plus, (L2) montre que a et b sont de méme signe. On obtient donc que
les deux racines de z sont 4 + 3i et —4 — 3.

10



b) Soient a et b deux réels tels que (a + ib)? = a® — b* + 2iab = 9 + 40i. En identifiant les parties
réelles et imaginaires, on obtient

CL2 - b2 =9 (L1
2ab = 40. (L)
ab = 20. (L)

2
En identifiant les modules dans (a + ib)? = 9 4 404, on obtient (\/ a? + 62> =92 + 402, soit

a® +b* = V1681 = 41. (L3)
En résumé on a le systéme suivant :
a®—b =9 (L)

(
ab =20 (Lg)
a> +0* =41 (L3)

En calculant (L1) 4 (L3), on obtient 2a = 50, d’ott a = +5. Si @ = 5 alors d’aprés (L), b = 4.
Donc 5 + 44 est une racine carrée de 9 + 40i, par suite 'autre racine carrée est son opposée c’est
a dire —5 — 44.

En conclusion, les deux racines carrées de z = 9 4 407 sont 5 + 47 et —5 — 44.
¢) Soient a et b deux réels tels que (a+1ib)? = a® — b% + 2iab = 1 + 1. En identifiant les parties réelles
et imaginaires, on obtient

a>—b =1 (L1)
2ab = 1. (L2)

2
En identifiant les modules dans (a + ib)? = 1 + i, on obtient (\/ a’+ bz> = V12 + 12, soit
a? + b = V2. (L3)
1 2
En calculant (L) + (L3), on obtient 2a? = 1++/2, d’ot a = + +2\[

V2 -1
2

. En calculant (L3) — (Ly),

on obtient 20> = v2 — 1, dou b = + . De plus, (L2) montre que a et b sont de méme

signe. On obtient donc que les deux racines de z sont

\/1+ﬁ .\/ﬂ—l v fvaen
g TNt R

2. Pour ces deux questions, on pourrait utiliser la méme méthode que précédemment, mais il y aura mieux
sous réserve qu’a la fin on tombe sur un angle connu pour pouvoir donner son sinus et son cosinus :

a) Cette méthode est valable si on sait exprimer sous forme trigonométrique le complexe dont on
cherche le carré. Dans ce cas, étant donné 22, on a |z| = /|22 = /|22 et arg(z?) = 2arg(2)
(mod 27) donc arg(z?) = 2arg(z) + 2kn (k € Z).

arg(2?)
2

Par suite 2arg(z) = arg(z?) — 2kn (k € Z), d’ou arg(z) =
arg(z?) (
2

— km (k € Z). On peut écrire

arg(z) = mod 7). Ici, on a

1 i
2= /342 =4 <—?+2z’> — 4%,

i 5 5
donc z = +2¢13 = 42 ( cos 1—7; + ¢sin 172r> On ne peut pas aller plus loin, finalement il valait

mieux utiliser la méthode précédente.
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b) Ici astuce est de faire apparaitre une identité remarquable
P2=3-4i=4-2x2-1=2>-2x2i+i>=(2-1)>

Donc z = +(2 — 7). Les solutions sont 2 — i et —2 + 4.

Exercice 16. Résoudre dans C les équations suivantes :

a)

c)
e)
g)

iz2 + (1 =5i)z—2+6i =0, b) (14 2i)2% — (94 3i)z+ 10 — 5i = 0,
24 41022 + 169 = 0. d) 22432 -2i =0,
1
25— (342022 4+2+2i=0, f)Z:—2
z
25 0, h) 27(z — 1)+ (z+1)5 = 0.

Correction exercice 16.

a)

On a
A:(1—5i)2—4i(—2+6i):1—10i—25+24+8z':—

On obtient ses racines carrées en écrivant —2¢ =1—2i—1 = (1 — i)2. Donc une racine carrée de A est
0=1—1.
Les racines de 1’équation sont donc

—(1-57) -6 —(1—=52)—(1—1 —2 4+ 617 1
o ( ‘2) _ = Z)‘ (1—12) O L gy
21 21 21 1
—(1—=5i) 496 —(1—=50) 4+ (1—1) 43
Zy = - = - =—==2
21 21 21

A= (—(9+3i))% = 4(1 + 2i)(10 — 5i) = 81 + 54i — 9 — 40 + 20i — 80i — 40 = —8 — 6.

On cherche 6% = A de la forme § = a + ib (a et b réels), c’est-a-dire —8 — 6i = a*> — b* + 2iab. En
identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient a* —b? = —8 et 2ab = —6. De plus |A| = |§]?, donc
a? 4+ % = \/(=8)2 + (—6)2 = V100 = 10.

On a alors 2a% = (a® 4+ b%) 4 (a®> —b?) = —8+10 = 2 donc a = 1. Alors b*> = 10—a? = 9 donc b = +3.
Comme 2ab = —6 < 0, a et b sont de signes opposés, donc § = +(1 — 3i). On va choisir § = 1 — 3i.
On en déduit

(9+3i) — (1-3i)) 4+3i (4+30)(1-2) 4-8i+3i+6

“ 2(1+ 2i) 1+ 2i 12 + 22 5 "
(9 + 3) + (1 — 34) 5 5(1 — 2i) ,
29 = - = - = =1-2i.
2(1+ 2i) 14+2i 12452

Posons Z = 22, Péquation devient Z2 + 10Z + 169 = 0. Alors,
A =10% -4 x 169 = 10% — (2 x 13)? = (10 — 26)(10 + 26) = —16 x 36 = —4% x 6% = (24i)*.

On en déduit les deux solutions

—10 + 24
le%:—fwm,

—10 — 24i
322702 L= 512

On cherche z = a + ib tel que 22 = Z; ce qui donne

a? b =-5
2ab =12

a? 4+ b% = /(—5)2 + 122 = /169 = 13.

12



Alors 202 = a®> + b+ a®> — b = 13— 5 = 8 donc a = £2, et b*> = 13 — a® = 9 donc b = £3. Comme
ab > 0, a et b sont de méme signes donc on obtient deux solutions : 211 =2+ 3i et 210 = —2 — 3i.
On peut résoudre de la méme maniére 2% = Z, et on trouverai 291 =2—3i et 200 = =2+ 3i. Au lieu
de ¢a, on peut aussi remarquer que 24 +102% + 169 est une équation a coefficients réels et donc que
si z est solution, z l'est aussi. Par conséquent, les deux solutions manquantes (sur les quatre totales)
sont bien 291 =%11 =2 —3i et 200 =Z12 = -2+ 3i.

On commence par chercher une solution simple, i en est une car i>+3i —2i = 0. On peut donc factoriser
z — i dans le polynome 2° + 3z — 2i : on cherche a, b et ¢ complexes tels que

P 432-2i=(z—i)(a? +bz+c) e 22 +32 -2 =az + (—iz + b)2% 4+ (—ib+ )z —ic

a=1

—ia+b=0 ‘;:1
—ib+c=3 o

. . c=
—ic= —21

Ainsi 23 +32 -2 = (2 —i)(22 +iz +2). Le dlscrlmlnant de 22 +iz+2est A =i —4x2=—-9=(3)2

—3i —i+3i
On choisit § = 3i. Il y a donc deux racines z; = 5 - —2i et z9 = L+

= 4. Ainsi, I’équation

23 4+ 32 — 2i = 0 a deux solutions i et —2i.

Posons Z = 2°, I'équation devient Z% — (34 2i)Z +2+2i =0. On a
A=(3+420)—-402420))=94+12 —4—-8—8i=—-3+4i=—-4+2x2+1=(2i+1)%

Il y a deux solutions

g o3+ —2(2¢+1)

342+ (2 +1)
2

=1,

=2+ 2.

Zy =

Il reste a résoudre z° = 1 et 2° = 2 + 2i. Les solutions de 2 = 1 sont les racines troisiémes de 1'unité
(Voir exercice 5-14), a savoir

2im 1 V3 dim 1 V3

1,6 3 :—54‘17 et 643 :—5—27

Pour résoudre 2% = 2 + 2i, commengons par mettre 2 + 2¢ sous forme trigonométrique.

12+ 2i) = V22 + 22 = /8 = 22

Posons 6 := arg(2 + 2i).

g _Re2t2) 2 1
cosf) =———F =" =~
2+2| 25 V2
. Im@2+2) 2 1
sinf =——"=—=—
2+2i] 22 V2
Donc@z 1 convient. Par 5u1te2+21—2% T,
Posons p := |z eta = arg(z).
On a z = pe'® et 23 = pPe¥®.
3 3 . l_\[
3 ym pe =22 p =22=v2
=9 2<:>332a:2gz4<:>
Z + 21 p e € {3@ :Z 2]{37['(]{362) 1% :% %(kez)

Les racines troisiémes de 2 + 27 sont donc

i T s 2 2 s
ZO:\/ieﬁVzl:\/»egu _\/>€34 :\/§<_\[+’L\[) :—1—|—zet 252:\/56112 .

2 2

En conclusion, ’ensemble des solutions cherchées est :

[y T 3 ]. 3 T 4T
{1637 \fem \[64 \[6112} {1 S \f _if7_1+i,\f26m,¢§6112},

5 T3 2
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1
57 | b
_7 1 ’z |_ 22
z = 72 = 1
z arg(z’) = arg <2> +2km, k€7
z
D’une part,
Flo o= L et apla1el]=1
22 22| 2|2 ‘

D’autre part,

1
arg(z’) = arg <22> +2km & Targ(z) = —2arg(z) + 2km < —Targ(z) = —2arg(z) + 2km

_ 2km

< —Harg(z) = 2kw & arg(z) = .

(keZ)

. _ 2ikm .
Les solutions sont donc les ¢ 5 pour k € Z. Il y a donc 5 solutions :
2im _ dim _ 6im dir 8im 2w

zo=1, z1=€e 5, z9=¢€ 5, z3=e€ 5 =e5, zg=¢€ 5 =es5 .

D=2 - 1) =22 -2+ 1) =2z - D(z+1)(z —i)(z +19).
Les solutions sont donc 0, 1, —1, ¢ et —1.

1 6
21z —1)° 4+ (2 +1)° =0 (2+1)° =272 -1)° & (z:) = —27.

1
Posons Z = %, I’équation devient Z® = —27.

6 125 = | - 27 2|8 = 27 = 33
Z :—27@ 6
arg(Z°) = arg(—27) + 2km, k € Z 6arg(Z) =7n+2km,k €Z
12| =33 =3
= 2k + 1 i
arg(Z) = (g)” ke {0,1,2,3,4,5)
i L 1
Il y a donc 6 solutions Z; = V3e g pour k € {0,1,2,3,4,5}. Fixons k pour résoudre Zj = %+ T
2k —
zr+1
Zy, = 1 @Zk(zk—l) =u4+le lig—Zry=zu+1 Zrayp—z2=2r+1 < (Zk—l)zk =7Zr+1
Zk —
Z+1
ZE = )
N Ze—1

Si on veut les solutions sous forme algébrique, on écrit

i+l (LA V(G- 4P - Ze+Ze 13- (Zk—Zp) -1 2—2iIm(%)
Zr=1 (Z—-1)(Z,—1) |Zi|> -2 —Zp+1 3—(Zn+2Z,)+1  4—2Re(Zy)

. . 2k+1)m
C1—ilm(Zy) 1—2\/35111(( = )

 2—Re(Zp) 2—\/5008((2k‘g1)”)7

2k

et ce pour k=0, k=1, ... jusqu’'a k = 5.

k
1 —iy/3sin () :z—i\/ﬁ:z_i\/g
) '

Z =
0 2—\/§cos( 4-3
1—1iV3
z1 = 5
o 1—iv3sin (5F)  2-iv3  2-4V3
2 2—\/3(:08(%”) 4+ 3 7T
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C1—iVBsin () 2+iv3 2403
3_2—\/3003(%”) 443 T
Z4:1—z‘\/§sin(9§):1+i\/§

2—\/§cos(%7r 2
25:1—2'\/35111(“7”) 2+iV3
(

Exercice 17.

1. Donner les applications de C qui représentent les transformations du plan suivantes.
a) La translation du vecteur d’affixe —2 + 1.
b) L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 4 2i.
c¢) La rotation d’angle /6 et de centre 1.

d) La symétrie centrale du centre i.

2. Identifier les transformations suivantes dans le plan complexe .
a) fi:z—2+4+3—2i. b)fg:z»—>ei27wz. c) f3:2»—>6i2?7rz—1. d) farz—32z—-5+1.

Correction exercice 17.

1. a)z—z—2+41

b) L’application vérifie f(z) — (1 + 2i) = 3(z — (1 4 21i)), ce qui se simplifie en f(z) =3z — 2 — 4i.
¢) L’application vérifie f(z) — 1 = €' (z — 1), ce qui se simplific en f(z) =esz+1—¢5.
d) L’application vérifie f(z) —i = —(z — 1) soit f(z) = —z + 2i.

2. Identifier les transformations suivantes dans le plan complexe .
a) fi est la translation de vecteur d’affixe 3 — 2i.
27
b) f2 est la rotation d’angle - et de centre O.

¢) On commence par chercher le point fixe de f3 :

o o 1
e’%z—lzz@z(e’%—l)zlﬁz: =

2 1 3
f3 est donc la rotation d’angle % et de centre d’affixe —= — z\f

d) On commence par chercher le point fixe

3z—0+i1=z& 2=

| Ot
N | .

5 i
f4 est donc ’homothétie de rapport 3 et de centre d’affixe — — 3
Exercice 18. Soit ¢ € C tel que |¢| < 1.
1. Montrer que |z 4 ¢| < |1 4 ¢z| si et seulement si |z| < 1.

2. On notera D = {z € C, |z| < 1} le disque unité et C' = {z € C,|z| = 1} le cercle unité. Montrer que
I’application

f: D — D
Z+c
z
1+ ¢z

est une bijection pour laquelle f(C) = C.
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Correction exercice 18.
1.

lz+cl<|l+é|e|lz+c?<|1+é) e (z4+e)(Z+¢) < (1+E2)(1+c2)
szl +eztcz+ )P <l+cz+ez+ |z < |22+ > <1+ |22|c]?
S0 <1 e + |2Ple] = |2 & 1= [ + (Je]* = D[] 2 0 & (1~ |e[*)(1 — |2*) 2 0
<:>1—]z\QZO<z>lz|z|2<:>|z]§1.
2. Montrons tout d’abord que f est bien définie, c’est-a-dire que si z € D, alors f(z) € D (autrement dit,
que f(D) C D). Soit z € D. D’aprés la premiére question,

| z+ec |z + ¢
F=) = 1+ecz |1+cz] -

<1

Donc f est bien définie.
Soit maintenant 2’ € D. Donc |2’| < 1. On veut montrer qu'il existe un unique z € D tel que 2’ = f(2).
Montrons d’abord qu’il existe un unique z € C tel que 2’ = f(z), on montrera ensuite que ce z est
effectivement dans D.

’ z+c

Y =117 s(l+ez)=z2+ce—c=z-ezed-c=201-7¢
cz
/
—c
& 1Z = z, le dénominateur est non nul car |2’¢| < 1, en effet |2'¢| = |2/||¢] = |/||¢| < 1.
On a donc montré qu'’il existe un unique z € C tel que 2’ = f(z), reste & montrer que z € D. On pose
¢ = —¢. On a |¢| < 1 donc par la question 1.,
|2" + ¢
2l = F = <
|1+ &2/

Ainsi, z € D donc f est bien une bijection. Montrons que f(C) = C.
— Montrons que f(C) C C :soit z € C, ie. |z| =1.

PO I e Y = 2 G Y e O e e
L e A B I I R I R I A B
_]1+5z\_

S 14e]

Donc f(z) € C, ce qui montre que f(C) C C.
— Montrons que C C f(C) : soit 2’ € C, il existe alors un unique antécédent z € D. Comme vu
2+

1+cz
(avec ¢’ au lieu de ¢) montre que |z| = 1, i.e. que z € C. Ainsi, pour tout 2’ € C, il existe z € C

tel que 2’ = f(z) donc 2’ € f(C). Donc C C f(C).
Par double inclusion, on a montré que f(C) = C.

P / —
précédemment, en posant ¢ = —¢, on a alors z = . Le méme calcul que précédemment

2

Exercice 101. Soit f:z — ﬁ définie sur C\{—3,0}. Calculer f(1 —id)et f(1+1).
Correction exercice 5-101.
F(1— i) = 1-i)?—-1 1-1-2—-1_ 1+2  (14+2i)3+5)  3+5i+6i—10
T Q-i)(1-i+3) 4—i—4i—1  3-—5i 32 4 52 B 34
RIS
BETRREY S
On note de plus que pour z € C,
72 -1 22-1  —
= = f(2).
10=3G15 = 7 =10
En particulier, f(1+14) = f(1—14) = f(1—1) = 1—0—2
P ’ - - 34 34
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Exercice 102. Soit z = Calculer z°.

3
V3+i

Correction exercice 5-102. Il est possible de développer z* puis de I'exprimer sous forme arithmétique.
Mais il est plus simple de passer par la forme trigonométrique :

:3(\/3—2')_3(\@ i):3 iz

JPrz 2\2 2)72°
Ainsi, 2t = ﬁe*% = ge*% = ge%ﬁ = _8t ZM
’ 24 16 16 32 32

Exercice 103.

1. Calculer cos?(x)sin®(z) en fonction de sin(z).

2. Linéariser cos’(z).

Correction exercice 5-103.

1. cos?(z)sin®(z) = (1 — sin?(x)) sin®(z) = sin®(z) — sin®(x).
2.

COS4(£) _ ei:v + efi:p 4 _ 641'30 + 4631'30671':1: + 6e2ix672iz + 4€ix€f3i:p + €f4ix
2 16
et e hiT 4 42 4 e7%T) + 6 2cos(4x) + 8cos(22) +6 1

1 3
16 = 16 =3 cos(4z) + 3 cos(2x) + 3

Exercice 104.

1. Donner les solutions complexes de z* = 1.

1 3
2. Résoudre dans C I’équation z* = 5~ z\g

1 3 1 3
3. Résoudre dans C l'équation 2® + (—2 + z\2f> 24— \2[ =0

Correction exercice 5-104.

1. Les racines quatriémes de 1'unité sont {1,4,—1, —}.

1 V3 i ) N im .
2. 5 iy = 3 donc une racine quatriéme de ce complexe est e3 . Les autres s’obtiennent en le

multipliant par les racines quatriémes de I'unité, soit

i 1 /3
6325"—27
o Sty e Y3
2 2
—e% e e’%f_;'_“r et 641?77 — _1 — ’Lﬁ
in im _im _im 2\/§

1 3 1 3
3. Posons Z = z*, 'équation devient Z% + (—5 + 2\2[)2 — 5 z\g = 0. Une premiére solution est

1 3
de résoudre I’équation comme dans I’exercice 5-16. On trouverai A = 3(= + zi) qui a pour racines

5 7175
1V3eF =+ <3+i\/§> 1 _,v3

5 5 | ce qui donne les solutions Zy = —— — i— et Z5 = 1. On présente ici une

2 2
autre solution :
1 3 1 V3 Z\? Z
224 (—=+i-)Z — = — i~ =22 4 7+ j% = 5> 41,
+(2+22) 5 iy =E HIZH)T =] 7 +j+
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A
On pose T = =, Péquation devient 72 + T + 1 = 0, dont les solutions sont T} = j et T» = j2. On en
J

1 V3

déduit les solutions Z; = j2 =-5- 27 et Z9 = 4° = 1.
1 3 3
Ainsi, par questions 1 et 2, Péquation 2% + < 5 \2f> 2= == 1\2[ = 0 a pour solutions

Exercice 105.

1. Déterminer les quatre nombres complexes a, b, ¢ et d différents de 1 qui sont solution dans C de
I'équation z° = 1.

2. Montrer que pour tout nombre complexe z, on a 1+ z + 22 + 22 4+ 24 = (2 — a)(z = b) (2 — ¢)(z — d).

Correction exercice 5-105.

24T
1. Ce sont les racines cinquiémes de l'unité autres que 1, c’est-a-dire z = e’ 5 pour k € {1,2,3,4}.
5

2. Pour z € C\ {1}, onal+z+22+23 424 . Comme 1 n’est pas racine de 1+ z + 22 + 23 + 24,

les autres racines de ce polynéme sont les z; pour k: € {1,2,3,4}. Ce polynéme peut donc se factoriser
enl4z+224+242 =2 —2)(z—2)(z—2)(z—2z).

Exercice 106. Déterminer I’ensemble des racines n-iémes des nombres complexes suivants :

a)z:ei%pourn:3, b)z:ei%pournzél, ¢) z=—1pour n =5.

Correction exercice 5-106. Pour chacun des trois cas, on trouve une racine n-iéme (comme les nombres
sont de module 1, il suffit de diviser un argument par n), et on trouve les autres racines n-iémes de z en
multipliant par les racines n-iémes de I'unité.

1147 21w 3lim

2im 11im 4im 19im —5im
){64 €4+ — e 12 64+ — e 12 (:e 12 )} ){620 620+2—e20 620+m—e20 320}
i iy 24T 3im i 4aim 6im Tim im | 8im i —aiT
C) 1 =¢m donc{eo 5t+t% :65,65+5 = -1, €o+ :es’es_" 265(265)}.

Exercice 107. Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans C 1’équation suivante :

234 (1-3i)22 — (6 —i)z +10i =0

Correction exercice 5-107. Cherchons une solution réelle x de I’équation. En identifiant les parties réelles
et imaginaires, on a

3., .2 2
3 a2 a . z’ 42 —6x=0 z(z*+2—-6)=0
+(1—30)z"— (6 Z)x+1oz_0©{—3x2+m+10:0@{—3x2+x+10:0

@{ z € {0,2, -3}

322 +24+10=0

Seul z = 2 est solution de —3z2% + 4 10, donc la seule solution réelle est 2. 2 étant racine, on peut factoriser
le polynéme : il existe a, b et ¢ complexes tels que, pour tout z € C,

54+ (1—-3i)22 — (6 —14)z+10i = (2 — 2)(az® + bz +¢).

On développe et on identifie les coefficients des polynoémes, ce qui donne

a=1 a—1
“2atb=1-3i 5 Jy_3_ 3
—2b+c=—-6+1 c— _5i

—9¢=10i -
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Il reste & trouver les solutions de 2%24-(3—3i)z—5i = 0. Ona A = (3—3i)%+20i = 9—9—18i+20i = 2i = (1+i)>.
Ce trindme a donc deux racines :

3—3i— (14
2 = 12(+Z):12i,
3-3i+1+i _
= =2

L’ensemble des solutions de ’équation initiale est donc S = {2,1 — 2,2 — i}.

1
Exercice 108. Résoudre dans C ’équation 526 +(143i)2° +8+8i=0.

1
Correction exercice 5-108. Posons Z = 2%, I'équation devient §Z2 +(1+43i)Z+8+8 =0.0Ona
1
A = (1+3i)? —45(8+8i) =1—9+6i—16—16i = —24—10i. On cherche a et b récls tels que (a+ib)> = A :

a’?— b =-24

(a+z‘b)2:—24—10i<:>a2—b2+2mb:—24—10z'<:>{ b — 5

On ajoute I'égalité des modules a? + b* = 1/242 4 102 = /576 + 100 = /676 = 26. Ainsi,
2a% = (> + b?) + (a* — b*) = 2 donc a = £1,b* = (a® + b?) — a® = 25 donc b = +5.

Comme ab < 0, a et b sont de signes différents, donc les deux racines deuxiémes de A sont 1 — 5i et —1 + 53.
On en déduit les solutions pour ’équation en 7 :

—(1+43i) — 1 +5i

! 2><%
—(14 32 1— 57
2y — —0LF Z)J[ )
2x 3

On cherche donc les racines troisiémes de Z7 et de Z5. On utilise ici une méthode mais d’autres sont présentées
dans D’exercice 16. ici, on va chercher une racme troisiéme puis obtenir les autres en la multipliant par les

4im

racines troisiémes de I'unité que sont 1, e ot es,

3im

Z1_2\f2<—\f+ V2 =2%2¢1

Njw

. . o 1 im im .
> . Ainsi, une racine troisiéme de Z7 est 22¢1 = V2e1 =1+i. Les

racines troisiémes de Z; sont donc

im
2171:\/564
2im T 211r 1lsm
21,2263\@64:\/564+ —\/5612,
4im s im  dim 19i7
2173263\/564 :\/§e4+3 :\/5612_

— Z9=8e2 = 2%e73 . Ainsi, une racine troisiéme de Z7 est 2e2 = 2i. Les racines troisiémes de Zs sont

donc
291 = 21,
2im i +227r Tim
290 =€ 3 X21=2e2 =2e’6
4im +4’Lﬂ' 11lim
293 =¢€3 X22—2€2 =2e 6 .

1lim 193 7im 1lim

Les solutions de I’équation sont donc S = {\@e%, V2e 12 V212, 2i,2e76 , 26 }.

Exercice 109. On considére I’équation suivante :

A 334+ (2-0)22+32-3+i=0 (E)

1. Montrer que 'équation (E) admet 2 solutions réelles.
2. Résoudre (E) dans C
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Correction exercice 5-109.

1. Soit € R. En identifiant les parties réelles et imaginaires, on a

4 3 2
. . r* =32 +22°4+3z-3=0
334—3a:3+(2—z):z2+3x—3+z:0<:>{ a2 1=0 .
Les solutions de —22 +1 = 0 sont 1 et —1, et ce sont aussi des solutions de z* — 323 + 222 + 3z — 3.
Ce sont donc deux solutions réelles de (E) (plus précisément, ce sont les seules).

2. D’aprés la question 1., on peut mettre (z — 1)(z + 1) = 22 — 1 en facteur : il existe a, b et ¢ complexes
tels que
2t =323 + (2 )2t + 3z — 340 = (2> — D)(az® + bz +1).

En développant le membre de droite et en identifiant les coefficients des polynémes, on obtient

a=1

b=-3 a=1
c—a=2-—1,ie. b=-3

—-b=3 c=3—1
—c=—-3+1

On a donc z* —32% + (2 —i)2® + 32 — 340 = (22 = 1)(2* = 32+ 3 — i). Il reste a trouver les solutions
de2? =3243-i=0.0OnaA=9—-4(3—i)=-3+4i=1+4i—4=(1+2i)? les deux solutions

sont donc
3— (1424
=302
2
3+1+4+2¢
22:%:24-2'.

L’ensemble des solutions de (E) est donc S = {1,—1,1 —4,2 +i}.

Exercice 110. On considére la fonction f suivante :

f: C —- C
z = z(1-2)

1. Déterminer les points fixes de f, c’est a dire résoudre f(z) = z.

1 1

fz)=51<5

2. Montrer que si .
d 2]~ 2

1<1 1
——| <= r
2=y 5> alors

. 1 1 1
Indication : on pourra remarquer que z(1 —z) = ( z — 3 3~ z |+ 1

Correction exercice 5-110.

2

1. Pour 2€C, f(z) =220l —2)=z202-22 =282 =02=0.

2. Pour z € C,
1 1 1\ /1 1 1\? 1 1\% 1
— = = — —_ = = — — —_ — _— = = |[— — — —7< —_ —
-3 =fa-a-3 = |(-=3) G-) + -3 = G-5) -3 <=1 ]+
Lo 1f Lt
4 2 4

Ainsi, si

L < 1
zZ— = —, alors
2

20



