Résumé de CM4

Composée d’applications‘

Soient K, F et G ensembles et f: E — F et g : F' — G deux application. Alors, on peut définir
I’application de F dans G appelée la composée de f et g, notée g o f, définie par

(9o f)(x) =9(f(z)) =z€kE.

Voici quelques propriétés: soient E et F' deux ensembles et soient f: E — F et g: F — F deux
applications.

1. Lorsque g o f est injective, f est injective.
Preuve. Soient z et y deux éléments de F tels que f(z) = f(y). Par définition, on a

(go f)(z) =g(f(x)) =9(f(y)) = (g0 f)y)-
=y,

L’application g o f étant injective, on en déduit que x d’ou f est injective.

2. Lorsque g o f est surjective, g est surjective.
Preuve. Soit y un élément de G. L’application g o f étant surjective, il existe x € E tel que y =
(go f)(x) =g(f(x)), dou f(z) € F est un antécédent de y par g, i.e., g est surjective.

En particulier,

3. lorsque go f =1Idg, ou Idg : E — E;z — x est 'application identité, f est injective et ¢
est surjective. Donc,

4. lorsque go f =1Idg et fog = Idp, les applications f et g sont bijectives.

Soient E et I’ deux ensembles et f : E — F une application.

1. Pour une partie A C E, la partie de F' définie par { f(z) |z € A} s’appelle 'image directe
de A, notée f(A).

2. Pour une partie B C F, la partie de E définie par { x| f(x) € B } s’appelle 'image réciproque,
notée f~1(B).

O
Voici quelques propriétés: soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application.

1. Soient A; et Ay deux parties de FE.
i) f(A1UAz) = f(A1) U f(A2).
i) f(A1NAz) C f(A1) N f(Az).
iii) f(A1\ A2) D f(A1)\ f(A2).
2. Soient By et By deux parties de F.
i) f7H(B1UBy) = fH(B1)U f(Ba).
ii) f71(B1N By) = f~1(B1) N f(Ba).
iii) f7'(B1\ Ba) = f~H(B1) \ 1 (Ba).
3. Soient AC Eet BCF.
AcC fTHf(A),  BDf(fH(B)).

Une preuve de ces énoncés est un bon exercice a travailler !



Coefficients binomiaux

Soient n et r deux entiers tels que 0 < r < n. Le coefficient binomial (Z) est le nombre de
parties & r éléments :

<n> nn—1)---(n—r+1) nn-1)--nm—r+)n-r)(n—r—-1)---2-1 n!
r! rln—r)(n—r—1)---2-1 ri(n —r)l’

r

On a les propriétés suivants :

1. <Z> - <nﬁr> (symétrie),
2. <Z> = (:: i) + (n; 1) (B. Pascal (1623 - 1662)),

3. (a+b)" = Z <Z> a"b"™"  a,b: deux nombres (Bindme de Newton).
r=0

Les deux premieres propriétés peuvent étre montrées par calcul direct, et la troisieme par recurrence.
Une interprétation combinatoire de chacune des propriétés est a voir.

La deuxieme propriété est la base de Triangle de Pascal:
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