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CORRECTION

Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.

Vous devrez faire attention a rédiger correctement. Toute rédaction incompléte ou imprécise sera sanc-

tionnée méme si le raisonnement est correct. N’écrivez pas au crayon a papier.

Exercice 1 Calculs de sommes (5 points = 2.5 + 2.5).

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout k& € N\{0,1}, e e el R et en
déduire, pour tout entier N > 2, la valeur de la somme
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Correction. Soient a et b deux réels, alors pour tout k£ € N\{0,1}, on a
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et donc, par identification, on trouve que a —b =0 et a + b = 2 c’est-a-dire que (a,b) = (1,1). On
a donc, pour tout N > 2 entier,
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2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N*,
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Correction. Pour tout n € N*, on définit la propriété P, : Z kP = ————.
k=1
Initialisation : si n = 1, alors

n 2 2 2 92
Z n“(n+1) 1% x 2
Y € 4 4 5

donc P; est vraie.

Heérédité : soit n € N*. Supposons P, vraie et montrons qu’alors P, est vraie. On a
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et donc P,41 est vraie.

Ainsi, pour tout n € N*, P, est vraie par récurrence.

Exercice 2 Injectivité, surjectivité, bijectivité (6 points = 2 + 2 + 2).
Les applications suivantes sont elles injectives ? surjectives ? bijectives ? Justifier votre réponse.
1. [ Z—=7Z,n—n®+1,
Correction. f n’est pas surjective car —1 € Z n’a pas d’antécédent par f. De plus, f n’est pas

injective car f(1) = f(—1) =2 et {1,—1} C Z. Ainsi, f n’est pas bijective.

2. g:R\{—1} > R\{1}, 7 1> +‘°1’

Correction. Montrons que g est bijective. En effet, soit y € R\{1} et z € R\{—1}, alors on a

y=g(r) < y= % — ylz+1)=2-3

= yr+y=x—3

— z(y—-1)=-y—-3

—y—3
= R\{—1}.
= =z 1 e R\{-1}

Ainsi, y admet un unique antécédent par g dans R\{—1} et donc g est bijective.

3. h:R—> R, z— x|z|
Correction. On remarque que h(z) = 22 si x > 0 et h(z) = —2? si 2 < 0. Soit y € R et = € R,
alors :
esiy>0,onay=nh(r) & y=1z] &= y=12° T = /Y,
esiy<O,onay=~h(r) < y=2jz| &= y=—-1? &= —y=1% &= r=—-/—y.

Dans les deux cas, y admet un unique antécédent par h dans R, donc h est bijective.



Exercice 3 Ensembles (3 points).
Soient A, B et C' trois ensembles tels que ANB=ANCet AUB=AUC.
Montrer que B = C.
Correction. Montrons tout d’abord que B C C. Soit x € B, alors x € AU B, donc x € AU C, puisque
AUB=AUC. On a alors deux cas :
e Siz € C, on a bien montré que B C C.
e Sinon, siz € A, alorsz € ANBetdonczx e ANC,car ANB =ANC, et donc z € C ce qui
prouve aussi que B C C.

Pour montrer que C C B, il suffit d’intervertir B et C' dans le raisonnement précédent.

Exercice 4 Images directes et réciproques (6 points = 1 + 2.5 + 2.5).

Soit f : R — R telle que pour tout # € R, f(z) = 2. De plus, on définit A = [-3,1], B = ]-1,2],
C =[-2,9et D =]4,16].

1. Déterminer AN B et CUD.
Correction. Ona ANB =] —1,1] et CUD = [-2,16].
2. Montrer que f(ANB) C f(A)N f(B) mais que f(A)N f(B) ¢ f(ANB).

Correction. On a

F(ANB) = f(]=1,1]) =[0,1],  f(A) = f([=3,1]) =10,9], f(B) =f(—1,2]) = [0,4],
et ainsi,

fLANB) =[0,1] C f(A) N f(B) =0,4], f(A)N[f(B)=1[0,4] £10,1] = f(ANB).

3. Montrer que f~Y{(CUD) = f~Y(C)uU f~1(D).
Correction. On a
F7HCUD) =1 ([-2,16]) =] — 4,4
et
SHC) = 7N (=2,9) =] = 3,3[,  fTH(D) = f71(14,16]) =] — 4, —2[U]2,4],

donc on a bien

FHO VD) =] = 3,3[U(] - 4,-2U]2,4) =] — 4,4[= f'(CUD).

Exercice 5 BONUS (2 points = 1 + 1).

Ecrire les phrases suivantes avec les quantificateurs :

1. Il existe une application bijective entre N et Q.
Correction. 3f : N — Q, Yy € Q,3lx € N,y = f(x).

2. Il n’existe pas d’application surjective de N dans R.
Correction. Vf : N — R, f(N) # R.



