Résumé de CM2

Les notations ¥ et II avec quelques propriétés de base‘

Soient 0 < m < n des entiers naturels, et soient @y, i1, - - -, 6, des nombres réels. On définit
la somme des ap pour k variant de m a n par

n
Zak:am+am+1+-~‘+an.

k=m

On pourra aussi écrire cette somme par

m<k<n

Soient by, b1, - - -, by des nombres réels, et soir A € R. Alors, on a

Zak+bk Zak+zbk’ Z)\ak /\Zak
k=m k=m

Ces deux propriétés s’appellent la linéarité de »";_ . De méme, le produit des ay, pour k variant
de m a n est défini par

Hak:amxam+1x-~-xan.
k=m

On pourra aussi écrire cette somme par

I o

m<k<n
1T Canbr) = (T o H bk [ aw) =2+ T an
k=m k=m k=m k=m

Voici quelques formules a retenir:

1. (suite arithmétique) Soient a,d € R tels que ar = a + (k — 1)d. Alors,

Zak = —n(a + a,) = %n(2a + (n—1)d).

2. (suite géométrique) Soient a,r € R* := R\ {0} tels que r # 1 et aj, = ar~L.

Preuve. Montrons 1. Posons S = )"}'_; a;. Comme

n
S:a1+a2+---+an_1+an:an—l—an_1+---+a2—|—a1:Zan+1_l,



(on a fait le changement d’indice k par n+ 1 —1), on a

n

n n
285 =5+5= Zak + Zan+1_k = Z(ak + Gpt1—k)-
k=1 k=1 k=1

Puisque

ag + ant1—k =(a+ (k—1)d) + (a + (n — k)d)
=2a+((k—1)+(n—k))d=2a+ (n—1)d,

(cette derniere est indépendant de k !), on en déduit que

- 1
28 => (2a+ (n—1)d) =na+ (n—1)d), ie, §= 520+ (n—1)d).
k=1
Montrons 2. Posons S = >"}'_; ax. Alors, on a

S=a+ar—|—ar2+...+arn—2_‘_arn—1’

rS = ar +ar® + -+ ar" 2 + ar" ' 4+ ar™.

Calculons la différence, on en déduit que

1—r"

1—7r"

(1-r)S=a—ar"=a(l—-1r"), ie., S=a

O
La troisieme formule, un peu générale, est sommes téléscopiques: c’est la somme de forme
3. > p_(ap —ag_1) avec deux entiers m < n. On a

n
Z (ar, — ag—1) = an — Qm—1.
k=m
En effet, on a

n

Z (ak - ak—l) = (am - (1,7”,1) + (aerl - am) R (an - anfl) = Qp — Am—1-

k=m k=m k=m+1 k=n

Exemple.  Soit m € N\ {0}. Comme

k(k+1)(k+2)---(k+m—1)(k+m)—(k—1)k(k+1)---(E+m—1)
=m+Dk(k+1)(k+2)---(k+m—1),

on en déduit que

zn:k(k+1)~--(k+m—1):m:_1-n(n+1)---(n+m).
k=1



Voyons un cas particulier m = 2. D’apres cette formule, on a
= 1
D k(k+1) = gn(n+1)(n+2).
k=1

La formule pour la suite arithmétique (a = d = 1) implique que

On en déduit que

n

ZkQ > (K k+1)—k:)=zn:k(k+1)—zn:k:

k=1 k=1 k=1

:%n(n—k )(n+2) - n(n+1) (2(n+2) —3) = én(m 1)(2n + 1),

d’ou
1
E k? = gn(n +1)(2n +1).

Cette formule est a retenir. De méme, on peut montrer que

Zk?’ ( n—l—l)) :

Un exemple pour le produit est, pour n € N\ {0},
n
Hk:1><2><---><n:n!.

Plus généralement, pour entiers 0 < m < n, on a

S CIxeex(m=1)xmx(m+1)x---xn _ nl
Hk_mx(m+1)><---><n— 1x--x(m—1) ~ (m-1)Y

k=m



