
Résumé de CM3

Coefficients binomiaux

Soient n et r deux entiers tels que 0 ≤ r ≤ n. Le coefficient binomial
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On a les propriétés suivants :

1.
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(symétrie),

2.

(
n

r

)
=

(
n− 1

r − 1

)
+

(
n− 1

r

)
(B. Pascal (1623 - 1662)),

3. (a+ b)n =
n∑

r=0

(
n

r

)
arbn−r a, b: deux nombres (Binôme de Newton).

Les deux premières propriétés peuvent être montrées par calcul direct, et la troisième par recurrence.
Une interprétation combinatoire de chacune des propriétés est à voir.

La deuxième propriété est la base de Triangle de Pascal:
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1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ensembles

Un ensemble est une collection d’objets, appelés éléments, qui sont clairement définis. Cette
(pseudo-)définition est très ambiguë, mais on se content de ça pour le moment. E = {x1, x2, · · · , xn}
signifie que E est un ensemble dont les éléments sont x1, x2, · · · , xn−1 et xn. On dit que xi (1 ≤ i ≤ n)
appartient à l’ensemble E, noté xi ∈ E ou E ∋ xi.

Remarque. Le fameux paradoxe de Russell, découvert en 1901, est formulé ainsi: l’ensemble
des ensemble n’appartenant pas à eux-mêmes appartient-il à lui-même ? E. Zermelo
a proposé une théorie axiomatique des ensembles en 1908, sur laquelle A. Fraenkel a rajouté deux
autres axiomes en 1922. Leur théorie, appelée la théorie ZF, avec ou sans l’axiome de choix (C),
fait une base des mathématiques d’aujourd’hui. □
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Exemples.

1. N = {0, 1, 2, · · · }: l’ensemble des entiers naturels,

2. Z = {· · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · }: l’ensemble des entiers relatifs,

3. Q =
{ a

b

∣∣∣ a, b ∈ Z tel que b ̸= 0
}
: l’ensemble des fractions rationnelles.

4. R: l’ensemble des nombres réels (construction à voir plus tard !)

Le dernier exemple est le vide , noté ∅, qui ne contient aucun élément. □

Pour simplifier les écritures, on utilise des quantificateurs suivants:

• ∀ = pour tout.e.s (ou tous).

• ∃ = il.s existe.nt, ∄ = il.s n’existe.nt pas.

Soient A et B deux ensembles. On dit que

1. l’ensemble A est inclu dans l’ensemble B
déf.⇐⇒ ∀x ∈ A, x ∈ B.

Dans ce cas, on dit aussi que A est une partie (ou un sous-ensemble) de B.
On le note par A ⊂ B, A ⊆ B, B ⊃ A ou bien B ⊇ A.

2. les ensembles A et B sont égaux lorsque A ⊂ B et A ⊃ B en même temps.
On le note par A = B.

N.B. Pour tout ensemble E, le vide ∅ est une partie de E. □

Soit E un ensemble.

1. Soit A une partie de E. Le complémentaire de A (dans E), noté Ac, est la partie de E
définie par

{x ∈ E |x ̸∈ A }.

2. L’ensemble des parties, noté P(E), est l’ensemble défini par

{A |A ⊂ E }.

En particulier, ∅ ∈ P(E).
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