Résumé de CM4

Opérations sur ensembles‘

Soient A et B deux ensembles.

1. La réunion des ensembles A et B est ’ensemble, noté A U B, défini par

{z|r€e Aouzx e B}.

2. L’intersection des ensembles A et B est ’ensemble, noté A N B, défini par

{r|xr e Aetz € B}.

3. La différence des ensembles A et B est 'ensemble, noté A\ B, défini par

{r € Al|z ¢ B}.

Voici les diagrammes de Venn de la réunion AU B, I'intersection AN B et la différence A\ B:

AUB ANB A\ B
A

Voici quelques propriétés importantes:
1. Soient A, B,C et D ensembles.

i) SSACcCet BCC,alorsona AUB C C, et
ii) siDCAet DC B,alorsona D C ANB.

2. Soient A, B et C ensembles.
i) (Associativité)
(AUB)UC =AU (BUCQC), (AnNB)NC=An(BNCQC).

ii) (Distributivité)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

3. Soit E un semble et soient A et B deux parties de E. Alors, on a

(AUB) = A°NB°,  (ANB)° = (A°U B°).



Applications

Une application est la donnée de deux ensembles E et F' et de fleche f : E — F qui associe
a chaque élément de E un (unique) élément de F. Lorsque un élément x de F est associé & un
élément, disons y, de F', on la note y = f(x). On dit que y est 'image de z et x est un antécédent
de y.

Soient E et I’ deux ensembles et f : E — F une application.

1. L’application f est dite injective lorsque, pour deux éléments = et y de E, f(z) = f(y)
implique que =z = y.

2. L’application f est dite surjective lorsque tout élément de F' admet au moins un antécédent.
3. L’application f est dite bijective lorsque elle est injective et surjective en méme temps.

Remarque. Avec les quantificateurs, on pourra écrire ces définitions comme suit:
1. f: injective 4 Ve,ye E, f(x)=fy) = z=uy.
2. f: surjective LI Vye F,3z e E f(x)=y.
3. f: bijective LY Vye F, 3z € E f(z)=y.

Soient F, F et G ensembles et f: F — F et g : FF — G deux application. Alors, on peut définir
I’application de F dans G appelée la composée de f et g, notée g o f, définie par

(9o f)(x) =9(f(z)) =z€kE.

Voici quelques propriétés: soient F et F' deux ensembles et soient f : F — F et g: F — F deux
applications.

1. Lorsque g o f est injective, f est injective.
Preuve. Soient z et y deux éléments de E tels que f(x) = f(y). Par définition, on a

(go f)x) =g(f(x) = g(f(y)) = (g0 f)y)
v,

L’application g o f étant injective, on en déduit que x = y, d’ou f est injective.

2. Lorsque g o f est surjective, g est surjective.
Preuve. Soit y un élément de G. L’application g o f étant surjective, il existe x € F tel que y =
(go f)(z) =g(f(x)), don f(z) € F est un antécédent de y par g, i.e., g est surjective.

En particulier,

3. lorsque go f =1dg, ou Idg : ¥ — E;x — x est 'application identité, f est injective et g
est surjective. Donc,

4. lorsque go f = Idg et f o g =1Idp, les applications f et g sont bijectives.



Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application.

1. Pour une partie A C E, la partie de F' définie par { f(z) |z € A} s’appelle 'image directe
de A, notée f(A).

2. Pour une partie B C F, la partie de F définie par { z | f(x) € B } s’appelle 'image réciproque,
notée f~1(B).

d
Voici quelques propriétés: soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application.

1. Soient A; et Ay deux parties de FE.
i) f(A1UA2) = f(A1) U f(A2).
11) f(Al N AQ) C f(Al) N f(AQ)
iii) f(A1\ A2) D f(A1)\ f(A2).
2. Soient By et By deux parties de F.
F7HBY U fH(By).
~H(B1) N f7H(Ba).
Y(Bi)\ f~(Ba).

i) f~Y(B;1 U By)
i) f~Y(B1NBy) = f
i) f7H(B1\ B2) = f~
3. Soient AC Eet BCF.

Ac fTHfA),  BOf(fHB)).

Une preuve de ces énoncés est un bon exercice a travailler !

Exemples d’applications bijectives‘

Voici deux applications bijectives amusantes (a travaiiler) !
1" exemple: Une bijection f de N dans Z:

n 7 @ pair,
_n+l
2

(el

f*N—Z; n%{

n : impair.

Avant commencer a montrer sa bijectivité, essayons de voir comment cette fonction se comporte:

n (|0 1 |2 3 4] 5 6|7 |8|29
fmy o] —-1]1|-2|2|-3|3|—-4|4|-5

On constate que f(Npgir) = N et f(Nimpair) = —N*¥, ol

Npair = {n € N, n : pair} Nimpair = {n € N, n;impair}.



Montrons la surjectivité de f. Soit n € Z. (Il suffit de montrer que 3m € N vérifiant f(m) = n.)

1.) Lecasn > 0. Dans ce cas, il suffit de poser m = 2n. En effet, m = 2n € N est pair d’ou

f(m) = f(2n) = % :2n = n.

2.) Le cas n < 0. Dans ce cas, il suffit de poser m = —2n — 1. En effet, —2n est un entier pair
strictement positif, donc m = —2n — 1 € N et c¢’est un entier impaire. Donc, par définition, on a
(-2n—-1)4+1  —2n  2n

f(m) = f(~2n—1) = -

n.
2 2 2

Dans les deux cas, nous avons trouvé m € N vérifiant f(m) = n, d’ou application f est injective.

Ensuite, montrons l'injectivité de f. Soient m,n € N tels que f(m) = f(n). (Il suffit de montrer
que m =n.)

1.) Lecas f(m) = f(n) > 0. Dans ce cas, m et n sont pairs, donc par définition, on a

sm=fm=fm)=n = m=n

2.) Lecas f(m) = f(n) < 0. Dans ce cas, m et n sont pairs, donc par définition, on a

_m—l—l_ _n—l—l

P stm=fm == = m=n

Dans les deux cas, nous avons montré que m = n, d’ou f est injective.

2¢me exemple:  Une bijection f de N dans N2:
) 1 1
f:N—= N7 n— §(m+1)(m—|—2)—n,n—1—§m(m—|—1)

(m+1)(m+ 2). En effet, si on pose

| =

1
avec un entier positif m vérifiant im(m +1)<n<

1
g:N? 5 N; (m,n)»—>§(m+n)(m—|—n—l—1)+n+1,

on pourra montrer que go f = Idy et f o g = Idye, i.e., 'application g est la réciproque de f.



