Résumé de CM6

Nombres complexes ‘

On a traité brievement les systémes de nombres:
(N,+,x) — (Z,+,x) — (@Q,+,x) — (R, +,x)

suivant le souhait de gagner une liberté de certains de ces opérations + et x sauf le dernier, ou on

souhaite avoir une stabilité par rapport & la < lim >>.
L’étape suivante est non-triviale; on veut résoudre équations algébriques, en particulier, une

équation de seconde degré az? +bx 4 ¢ = 0 pour a,b,c € R avec a # 0. Pour cela, créons i = /—1 !
Considérons ’ensemble
C:={a+bila,beR},
avec le symbol 4 qui vérifie i> = —1. On considere deux opérations; la somme + et le produit x ou
-, définies par
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i,
(a+bi) - (c+di) := (ac — bd) + (ad + be)i,
pour a, b, c,d € R. Ces opérations vérifient les axiomes suivants:
1. Par rapport a la somme + :
i)+ (Associativité) (z1 + 2z2) + 23 = 21 + (22 + 23).
i)y (Elément neutre) z+0 =04z = z ol 0 := 0 + 0i.

iii)4+ (Symétrique) Vz € C, 32/ € C tel que z+ 2/ =2/ + 2 = 0.
Cet élément 2’ sera noté —z.

iv); (Commutativité) z +w = w + z.
2. Par rapport au produit X :
i)y (Associativité) (z1 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23).
ii)x (Elément neutre) z-1=1-2=zou1:=1+ 0i.

iii)y (Symétrique) Vz € C\ {0}, 32 € Ctelque z-2' =2 -z =1.
Cet élément 2’ sera noté z 1.

iv)x (Commutativité) z - w = w - z.
3. (Distributivité):

(214 22) w=121-w+ 23w, w- (21 +22) =w-21 +w- 29.

On dit que (C, 4+, X) est un corps commutatif.

Remarque. En 1843, le mathématicien irlandais W. Hamilton eut découvert un nombre, appelé
quaternion. L’ensemble de tels nombres, noté H est un < doublage > de C:

H={a+bi+cj+dk|ab,c,deR}



avec les symbols ¢, j et k vérifiant
=42 =K"= -1, ij=—ji=k, jk=—-kj=1i, ki=—ik=j.

On pourra montrer que ¢’est un corps non commutatif. Un < doublage > de H, appelé octonion
ou octave, fut introduit par J. T. Graves et indépendamment par A. Cayley. Le produit sur
I’ensemble de tels nombres O n’est plus associative ! U

Via Iapplication bijective C — R?; z = a + bi ~ (a,b), on peut représenter des nombres
complexes sur un plan R? (plan complexe):

Ri

bi¢-------- z=a++bi

Les nombres réels a et b, notés Rez et Imz, sont appelés la partie réelle et la partie imaginaire,
respectivement. Le nombre complexe a — bi est dit le conjugé du nombre complexe z, noté par Zz.

Pour le nombre complexe z = a + bi avec a,b € R, le nombre va? + b? est dit le module du
nombre complexe z, noté par |z|, et 'angle § dans le dessin ci-dessous s’appelle un argument du
nombre complexe z, noté par arg(z) = 6.

N.B. Plus précisément, tenant en compte de rotations, il faut dire que arg(z) =60 mod 27. O

Soient z; et z3 deux nombres complexes non nuls. Posons 7, = |zx| et 0, = arg(zx) (k = 1,2).
Alors, par définition, on a zj = rg(cosfy + isinfy). De plus, on a
2129 =r17ra ((cos 61 cos 3 — sin 0 sin ) + i(sin 61 cos Oz + cos 01 sin 6y))
=rir9(cos(61 + 02) + isin(0; + 62)),
i.e., on a
2122 = |21] - |22, arg(z122) = arg(z1) + arg(z2).

En particulier, soit f : R — C la fonction définie par f(6) = cos@ +isinf. Alors, le calcul ci-dessus
montre que cette fonction vérifie I’égalité suivante:

fla)- f(B) = fla+B).



Ca fait penser a une fonction exponentielle ? En effet, le mathématicien suisse L. Euler (1707 -
1783) a découvert la formule suivante, qui porte son nom :
0

e = cosf +isinb.

‘ Equation algébrique

Rappelons que notre point de départ pour une introduction de nombres complexes était de
résoudre une équation algébrique de second degré axz? + bx + ¢ = 0 (a # 0) avec a,b,c € R
~b+VvVA  —b—VA

2a ot 2a
le discriminant de cette équation. Lorsque A < 0, il nous suffit de mentioner que VA = v/—A - i
I (Dans C, on peut donc résoudre n’importe quelle équation de second degré avec les coefficients
réels.)

Alors, que se passe-t-il sur une équation algébrique de second degré az? +bzx +c = 0 (a # 0) avec
les coefficients complexes ? Dans ce cas, le seul terme qu’il faut traiter en détail est, encore !, le
discriminant A; cette-fois ci, A est un nombre complexe et il faut considérer les racines carrées
d’un nombre complexe.

quelconque. En effet, les racines de cette équation sont ,ou A := b?—4ac est

Racine carrée:  Pour w € C )\ {0}, calculons les racines carrées avec deux méthodes différentes.

1ére

méthode. Notons w = p + qi avec p,q € R. Soit z = a + bi (a,b € R) un nombre complexe
vérifiant w = 22. Or 22 = (a + bi)? = a® + (bi)? + 2abi = a® — b? + 2abi, par identification, on

a a? —b?> = p et 2ab = q. De plus, comme |w| = [22| = |2|?> = a® + b%, On obtient le systeme
d’équations suivant:

CL2 - b2 =D,

2ab = q,

a? +b% = |w|.

Par la premiere et la troisieme, on obtient

a2 lw| +p

w| —p . lw| + p [lw| —p
& b2:7| e. =+ & b=+ ——=.
2 2 16 “ 2 2

Reste a utiliser la deuxieme équation pour déterminer quelle combinaison des signe 4 sont possible;
on trouve les deux racines carrées de w ainsi.

2°me méthode. Travaillons avec la forme exponentielle: w = Re? (R € R* et § € R). Cherchons

2 20pi

z=re"¥ (r € RY et p € R) vérifions w = 2%. Or 2% = r%¢**', on a

R=|w|=|2% =2 =7 ie, ?=R,
d’ott r = R2 = v/R. Ensuite, w = 22 implique que Re? = r2e2%" = Re? ie., ¥ = ¢?'. En
tenant en compte du fait que la fonction 8 — e est 2m-périodique, i.e., 6(9+2W)1(: el e2mi) = ¥
d’apres la formule d’Euler, I’égalité /" = €2¢* implique

1
20 =0+ 2kr ke ie., g0:§9+k'7r keZ.



Que signifie-t-il ? Par définition, e?’ = e2% . ¢ (k € Z). Puisque ¢*™ = (¢™)* = (—1)*, on
en déduit que les deux racines carrées du nombre complexe w = Re? sont

1 1p:
+R2e2%

Dans tous les cas, les racines carrées d’un nombres complexes sont nombres complexes. Par
conséquence, les racines d’une équation algébrique de second degré sont encore nombres complexes.

Que peut-on dire pour une équation algébrique de degré > 2 7

Traitons un cas simple: étant donné w € C\ {0}, trouver tous les z € C vérifiant 2" = w pour un
n > 1. Ce probleme est résoluble généralisant la deuxieme méthode expliquée ci-dessus pour n = 2:

Racines n-éme: Travaillons avec la forme exponentielle: w = Re® (R € R* et § € R). Cherchons
z=re¥ (r e R% et p € R) vérifions w = 2™. Or 2" = r"e™", on a

R=|w|=1|z"|=|z]" =r" ie, =R,

d’ott ¥ = R» = {/R. Ensuite, w = 2" implique que Re?" = r"e™* = Re™¥, ie., ¢ = ™. En
tenant en compte du fait que la fonction 6 — % est 2r-périodique, i.e., el0+2m)i(= i . 271) = 0

d’apres la formule d’Euler, Pégalité ¢ = ™" implique

1 2k
npg=0+2kr keZ ie., cp:fﬁ—l——ﬂ k€ Z.
n n
Que signifie-t-il 7 Par définition, el = e%(% . erﬁﬁi (k € 2). Etudions les valeurs de e¥

2kmi . N . e, s
(k € Z). Tout d’abord, comme (e n )® = €™ = 1, ces valeurs sont des n-eme racines d’unité ! De

plus, puisque

2(k+n)wi 2kmi+2nmi 2kmi 2nmi 2kmi omi 2kmi . 2(k+n)mi 2kmi
e = =e n =en ren =en - =¢n i.e., e n =e n ,

ki
ks e n est n-périodique. Ceci implique 1’égalité suivante

2k 2kmi
{6 "m}kez = {6 ”m}ogk<n-

On en conclut que les racines n-éme de w = Re?* sont

2kmi

1 1y, 2kmi
z=Rnen” . n 0<k<n.

Plus généralement, le théoréme suivant est connu:

Théoréme (D’Alembert-Gauss). Toute équation algébrique avec les coefficients complexes ont les
racines dans C. ( On dit que le corps des nombres complexes C est algébriquement clos. ) O

Une preuve simple de ce théoréme nécessite Analyse complexe....

Ce théoreme insiste que on peut toujours trouver les racines d’un polynéme avec les coefficients
complexes dans C, mais il ne dit rien comment les trouver.... Voici 'histoire:



1. En 1545, J. Cardano (1501 - 1576) a publié sa formule donnant les solution d’une équation
algébrique de degré 3

2. En 1540, L. Ferrari (1522 - 1565) a trouvé une méthode permettant a résoudre une équation
algébrique de degré 4.

3. En 1823, N. H. Abel (1802 - 1829) a montré qu'une équation algébrique de degré > 5 n’est
pas forcément résoluble, i.e., on ne peut pas forcément obtenir les solutions uniquement par
des opérations algébrique, i.e., /-, +, —, X, +.

4. En 1828, Evariste Galois (1811 - 1832) lui a abordé le probleme de détermination si une
équation algébrique donnée est résoluble uniquement avec des opérations algébriques.

Pour les curieuse ou curieux,,, voici la résolution des équations de degré 3 et 4:

Equation cubique| La méthode de Tartaglia-Cardan, découverte par Scipione del Ferro en 1515.

Ici, on travaille sur une équation algébrique de degré 3 de la forme

2® +ar® +br+c=0 (1)

1
avec a, b, c € C. Tout d’abord, on pose x =y — ga. Alors,

5 9 1\* 1\? 1
°+ax®+br+c=y—ca|] +taly—za) +bly—csa]+c
3 3 3
=4y +3 —la 243 —la 2 + —la ’
—\Y 3%)Y 3¢) Y 3
valy+2(=2a)y+ (-1a : oyt (—ta)) +e
Y 3%)Y 3 4 3

1 1 2
=y° + (b— 3a2> y+c— gab+ ﬁa?’,

d’ou il nous suffit de travailler sur une équation de la forme
v +py+q=0 (2)
avec p,q € C. Soient u,v € C tels que y = u + v. Par définition, on a
v +py+q=(ud+0*+¢q) + Buv +p)(u+v)=0.
Dong, si on trouve deux nombres complexes u et v vérifiant
WP +qg=0 et 3uv +p =0, (3)
on obtiendra les solution de ’équation algébrique (2). Comme (3) implique que

{u3+v3:—q,

3,3 — 1.3
u-v ——2*72?,



les deux nombres u? et v3 sont des racines du polynéme

1
(T — )T —v3) =T? — (u + 03T + w0 = T? + T — —p°,

27
d’ou
O A 5 S kA o
B 2 B 2 ’
s —1 3
Posons j = e% = —;\[2 On en déduit que les solutions de (3) sont

3| =+ [P+ Dt 8 —q— P+ 5D RV R T IS RNV L o
- 2 ) 2 ? .7 2 7] 2
3l —q + 2_|_i 3 3| —g — 2+i 3
2 q q 27p . q q 27p
j 5 J 5 :

sachant que j2 = 1. A chaque pair ci-dessus, la somme u + v nous donne une solution de (2), et les
solutions de (2) sont ainsi obtenues.

Equation quartique| La méthode découverte par Ludovico Ferrari (1522 - 1565).

L’équation en question est une équation algébrique de degré 4 de la forme

et +ax® +bx? fex+d=0 (4)

1
avec a, b, c,d € C. Tout d’abord, on pose x =y — 1% Alors,

s 1\* 1\° 12 1
x4+ ax® +bx* +cx+d= y- 4@ +a y— 19 +b y— 10 +c y— 10 +d

3 1 1 1 1 3
4 _ 2 2\ 2 _ 1+ 13 _ 4 Loy 9 4
=y +<b 8a)y +<c 2ab—|—8a>y+<d 4ac+16ab 256@),

d’ou il nous suffit de travailler sur une équation de la forme

y' oy’ +ay+r =0, (5)
Réécrivons cette équation sous la forme y* = —py? —qy—r, on ajoute & deux cotés 229>+ 22 (z € C):
y' 4 2zy° + 27 = (22 = py® —qy + (22— 7). (6)

Choisissons le scalaire z pour que le coté droit soit un facteur carré, i.e., le discriminant du coté
droit
A= (—q)* =422 = p)(z* =)



soit nul. Notons que le scalaire z vérifie une équation cubique. Avec un tel z, on peut réécrire
léquation (6) comme

(y*+2) = (Ay+B)* <+  (*+2)—(Ay+B)* = (" +Ay+2z+B)(y*—Ay+z—B) =0,

avec deux scalaire A et B. Reste a résoudre ces deux équations de second degré.



