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CORRECTION

Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.

Vous devrez faire attention a rédiger correctement. Toute rédaction incompléte ou imprécise sera sanc-

tionnée méme si le raisonnement est correct. N’écrivez pas au crayon a papier.

Exercice 1 Injectivité et surjectivité (6 =2+ 2+ 2 pts). Les applications suivantes sont-elles
injectives, surjectives, bijectives 7 Justifier votre réponse.
(a) f:7Z — 7 x N définie par f(n) = (n®,n?).
Correction.  Soient m,n € Z tels que f(m) = f(n). Alors, m3 = n® et m? = n%. m? = n?
implique que m = +n et comme m> = n3, on a m = n, i.e., f est injective. Par contre, f ne peut
étre surjective, car par exemple, (1,0) n’a pas un antécédent.
(b) g: [3m, 27| — [-1,V/2] définie par g(z) = v2sinz.
Correction. La fonction g étant décroissante et continue, elle prend sa valeur dans [g(27), g(37)]
[~1,v/2]. Donc, g est bijective.
(c) h:R? — R? définie par g(z,y) = (z + vy, 2% — y?).
Correction. Comme 2% — y? = (z +y)(z — y), h n’est ni injective ni surjecvtive car h(0,0) =

(0,0) = h(1,—1) et (0,1) n’a pas un antécédent car z+y = 0 implique 22 —y? = (z+y)(z—y) = 0.

Exercice 2 Images direct et réciproques (4 = 2 + 2 pts). Toutes les réponses doivent étre justifiées.
1
(a) Déterminer f=1( | -2, 5| ) avee f:10,27] — R;x + sin(x).

Correction. Le tableau de variations de la fonction f est comme suit :

T 0 %71' %7’[’ 27
f(z) /! N\ /
De plus, par définition, on a f(0) = f(27) = 0, f(%ﬂ‘) = —1et f_l(%) = {%77, %ﬂ'}. Donc,

P it

(c) Montrer que g : [0,2] — [2,6];2 — (x —2)?+ 2 est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Correction. La fonction g étant décroissante, g(0) = 6 et g(2) = 2, elle est bijective. Pour trouver
sa réciproque, posons y = g(z), ie.,y = (x—2)>4+2 & (r—2)? = y—2. Puisque -2 < 2—2 <0,

onazr—2=—+y—2 dottz=—y—2+2. Donc, g (y) = -y — 2+ 2.

Exercice 3 Somme (5 =1+ 2+ 2 pts).
1. Soit k > 1, vérifier que k* + k> + 1= (k2 + k + 1)(k* =k + 1).
Correction. On a
P +E+1)( —k+1)=((k*+1)+ k) (K +1) — k) = (* +1)? — k?
=(K* + 2k +1) k> = k' + k2 + 1.



2. Trouver a,b € R tel que pour tout k£ > 1,

k B a . b
Er4k2+1 kK2—k+1 k2+k+1

Correction. D’aprés la question précédente, on a

a N b Cak®+k+1)+b(k*—k+1)  (a+bk*+ (a—bk+ (a+b)
K2 —k+1 k24+k+1 (R2—k+1)k2+k+1) k*+ k2 +1
. . . S . 1 1
Par identification, celle-ci implique que a +b=0et a—b =1, d'ott a = 3 et b= —3

3. En déduire la somme
n
> e
4 2 :
P E*+ k2 +1
Correction. D’aprés la question précédente, on a

Z": k _12”: 1 B 1
k:1k4+kz2+1_2k:1 (k—1Dk+1 k(k+1)+1)’

donc c’est une somme téléscopique :

n k n 1 n+1 1
2 — = - - -
Zk4+k2+1 Z(k:—l)k—i—l Z(k—l)k+1
k=1 k=1 k=2
1 1 1

- _ [
0-1+1 ((n+1)—1)(n+1)+1 n?24+n+1

d’ou

Z’"‘: k U 1 ~ n’+n
k212 n2+n+1) 2m2+n+1)

Exercice 4 Ensemble (5 =1+ 1+ 3 pts) .
Posons E = { (m,n) € N?|m? — 3n? = 1}. Soit f : N2> — N? Papplication définie par

flm,n) = (2m + 3n,m + 2n).

1. Vérifier que (1,0) € E.
Correction. (1,0) € N2 par définition et 12 —3-0% =1, d’'ou (1,0) € E.

2. Montrer que pour tout (m,n) € E, f(m,n) € E.

Correction. Comme m et n sont deux entiers naturels, 2m + 3n et m + 2n le sont aussi. En plus,

(2m + 3n)? — 3(m + 2n)? =(4m? + 12mn + 9n?) — 3(m? + 4mn + 4n?)
(4 —3)m? + (12— 12)mn + (9 — 12)n® = m? — 3n% = 1,

d’ou f(m,n) € E.
Soit {(Zn, Yn) fnen une suite dans N2 définie par (29, v0) = (1,0) et (Zni1,Ynt1) = f(Tn, Yn)-

3. Montrer que x, < Tp4+1 et (Tn,yn) € E pour tout n € N. En déduire qu'il existe une infinité

d’éléments dans E.

Correction. Montrons que x,, < x4 et (zp,yn) € E pour tout n € N par récurrence.

(Initialisation) Par définition, g = 1 et 1 = 229 + 3yp = 2, d’ott on a xp < x; € N. Et puis,

(zo,y0) = (1,0) € E d’apreés 1.



(Hérédité) Supossons que l'on a x, < xp41 et (zn,y,) € F pour un n € N. D’apreés la question
précédente, on a (rp4+1,Yn+1) = f(Tn,yn) € E. De plus, comme z, € N et x, < z,41 par

I’hypothése de récurrence, x, 11 > 0 et

Tnt2 = 2Zn41 + 3Ynt1 >22p11 (car (Tp41,Ynt1) € E implique que yp41 € N)

>Tpp1 (car zpyg > 0),

d’ott 19 > xpy1. Donc, par récurrence sur n € N, x,, < xp41 et (zp,yn) € E pour tout n € N.

Puisque (2, yn) € E pour tout n € N, E contient une infintié d’éléments.

Exercice 5 BONUS (2 = 1 (pour la contraposition) + 1 (pour le reste) pts).

Soient A, B, C trois ensembles. Montrer I'implication
(AUB)ZC = (AZC ouB¢ZO(),

en prenant sa contraposée.
Correction Les négations de < (AUB) Z C > etde < (AZC ouBZC)>sont <K AUBCC >
et < (AC Cet BCC) >, respectivement. Donc, la contraposition de 'implication ci-dessus est

(ACCetBCC) = AUBCC.

Montrons cette implication. Soit © € AUB, i.e, x € Aouxz € B.Sixz € A, A C C implique z € C, et si
x € B, BC C implique x € C. Dans tous les cas, € C est toujours valide. Donc, ona AU B C C.



