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Moment a valeurs dans un groupe et groupe fondamental de surfaces.

Voici les sources:

(1) Alekseev, Malkin, Meinrenken: Lie Group valued Moment Maps. J. Differential Geometry 48
(1998), 445-495. o

(2) Alekseev, Kosmann-Schwarzbach: Manin Pairs-and Moment Maps. J. Differential Geometry
56 (2000), 133-165.

(3) Alekseev, Kosmann-Schwarzbach, Meinrenken: Quasi-Poisson Manifolds. Canadian J. Math.
Vol 54 (1), 2002 pp. 3-29.

Dans cet exposé, j'utilise principalement (une partie de) Particle (3). Cest le plus simple et le plus
direct.

Question principale
Seit Sp une surface connexe compacte orientable de genre g (une sphére & g anses) et S la surface
obtenue a partir de Sy en y découpant r disques lermeés:

S

—

S

Comment définir naturellement une structure de Poisson sur la partie lisse de I'espace
Hom(m(5),G)/G? '

Ici 71(S) est le groupe fondamental de S, G est un groupe de Lie compact et Uaction de G
sur Hom(m (S),G) est par conjugaison: pour un morphisme ¢ : m(5) — G on a (g - ¢}(a) =
gd(a)g™', g € G.

Présentation de m(9)

Je rappelle ici comment obtenir la présentation standard du groupe m(S5) par recollement.

Voici un texte excellent et trés accessible sur ces questions:
- W. Fulton: Algebraic Topology. A First Course. Graduate Texts in Math. 153. Springer.

Soit D = {z,| z |< 1} C C le disque unité, D_, = D\ {=1,29,...2,} le disque privé de n points .
Zi S .D



On a (D) = {0} ot T est Ia classe du lacet constant a(t) = 0,¢ € [0, 1].

Le morphisme de revétement universel C — C\ {0} : z — exp(z) étant de noyan 2miZ, on a
mi(D_1) = Z. Cest le groupe libre (5} de générateur la classe du lacet &; de D_;:
e N

1. Le théoréme de Seifert Van Kampen. (cf Fulton page 197-199)

Supposons que I'espace topologique X = U UV soit réunion de deux ouverts U,V avec U, V,U NV
connexes par arcs et que X, U, V,UNV admettent un revétement universel (c’est le cas des variétés
topologiques usuelles i.e. modelées sur R™). Fixons z € UNV.

Alors mi (X, x) est caractérisé (& isomorphisme prés) par la propriété universelle suivante: pour
tout groupe G et toute paire de morphismes

hy :m(Uyz) =G, hy im(Vie) = G,

il existe un unique morphisme .
h:m(X,z2) =G

tel que le diagramme

e h-U

T,

: A
m{UNV,z) " m(X, ) 2 G

NS
m(V,x) / hy

soit commutatif. Ici la fleche = (U, ) — (X, z) est le morphisme de groupes induit par I’
inclusion 7 — X.

En particulier, m, (X, z) est engendré par m (I/, z) et w1 (V, z}. Lorsque 7: (UNV) est trivial, 7, (X, z)
est. (par défnition) le produit libre (U, z) » m(V, z).

m (U )

2. Bouquet de n cercles. - S P |
Appliqué & D_ ceci donne: - ' P ‘Q oy
. - -

Le groupe m1(D_s) est le groupe libre (b1, B) de générateurs les classes des lacets by, bo (bouquet
de deux cercles).
De méme, m1(D_,) est le groupe libre engendré par les classes du bougquet de n cercles.



En déformant Iz sphére privée de n disques 52, comme suit:

on voit, que m1{52,) = 71(D_(n-1)) que 'on peut présenter par
m(S2.,) = (b1, ba,. .. by, By bo. . by = 1).
(J'utilise la méme notation pour lacet et classe de lacets.)

3. Groupe fondamental de S.
- Le tore privé d’un disque.

Aprés excision d’un disque et déformation on se raméne 4 la figure

On a done 7, (8" x §'\ D) = =) (D_a) i.e. cest le groupe libre de générateurs les classes des lacets
a) et az. On peut (cf figure) le présenter comme suit:

’1'1"1(SJ X SE \D) == ((I];agl_b], a1 azﬂ]—lag-lb] = ])

- Le tore.

Le revétement universel
R? = 5" % §": (t,8) s (exp(2mit), exp(2mia))
donne m; (5! x §') = Z? (]l;le Pon présente par
(St % §') = (01,02, arasa; ;! = 1).
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(Cette présentation s’obtient aussi par Seifert Van Kampen en prenant 7 = §' x '\ D et V = D’
un disque ouvert contenant strictement le disque fermé D. Par ce qui précéde, 1 (U) est un groupe
libre, w3 (V') est trivial et U NV étant une couronne, on a m (U NV) =Z.)

En procédant par recollement successif on obtient la présentation standard

WI{S) = <a3: g, ..., 0349-1,00g, bh v )bra [ala aﬂ][CLS: fl'!] o [GZQ—]:aﬁg]ble T br == 1>

. ol g1
ol lg,e'l =aa' a a7 est le commutateur.
Y

Moment
Je rappelle ici la notion usuelle de moment en géométrie symplectique ou Poissonienne.

Soit (M, P) une variété de Poisson (ie. P est un bivecteur sur M tel que le crochet {f, g} =
P(df,dg) sur C™(Af) soit un crochet de Lie) et une action

WG xM—=M:(gm)—g-m
préservant le bivecteur P. On appelle moment toute application
jiiM =g
équivariante {i.e. j(g-m) = Ad,;ﬁlj(m)) telle que pour tout 2 € g,
P{j*Z, )= Z".

Iei Z7(m) = a‘leu exp(—tZ) - m est le champ fondamental sur M associé d Z € g ot dj*Z & QF (M)
est la 1- forme définie par dj* Z(m) v =< dmjv,Z >, v € TrnM (on a utilisé dmjv € Tjmg* =~ g%).

Voicl les propriétés principales:

Soit M, C M l'ouvert G— invariant défini par M, = {m € M, Stab (m) = {1}}. Supposons que
Paction de & soit propre.

(1) Le quotient M, /G est alors une variété lisse qui est de Poisson pour le crochet des fonctions G—
invariantes (c’est 'unique crochet sur M, /G pour lequel la projection p : M, — M. /G satisfait
{f,gharjcop={fepgop}).

(2) L'application moment j : M, — g* est une submersion. En particulier, 71(0) M M, est une
sous-variété G— stable de M. L’espace réduit (571(0) N M.)/G est anssi une variété de Poisson
qui est une sous - variété de Poisson de M, /G.

On en tire une Idée directrice pour définir des crochets de Poisson sur des espaces de modules
d’objets:

Munir la variété A d’objets génériques d’une structure ‘naturelle’ de Poisson avec ‘moment’ j
M — N ol N est une variété marquée par un point o, réaliser les dguations satisfaites par les
objets m € M qui nous concernent comme I’ équation j{m) = o et voir I'espace de modules comme
un espace réduit 77! {0)/G. De nombreux crochiets intéressants sont apparus dans la littérature de
cette maniére {systémes intégrables complexes comme quotients d’Hamiltoniens libres sur un espace
symplectique, classification des variétés toriques par Delzant, nature symplectique du groupeide
de Weinstein par Cattaneo - Felder et Crainic - Fernandes, crochet d’Atiyah - Bott sur Pespace
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des modules de connexions plates sur une surface,...). A ma connaissance il n’y a pas de modus
operandi pour ces choses.

Ici les objets sont les représentations p de 1(S) dans un groupe compact . Les équations
satisfaites sont alors I'image dans GG de I'unique relation de 71{S):
Hom(w1(8),G) est décrit par 'ensemble des (A1) Agy, By, ..., By) € G29+7 satisfaisant la

relation
{Aerz] T [A?-g—lwAZg] : B] e B?' =1.

G297 devrait donc jouer le role de M et application
F:GHITT 5 G Ay, Br) vy [Ar, As] . [Asg1, Asg] By ... By
devrait jouer le role de 'application momen$ pour laguelle
i"Y1)/G = Hom(m1(5),G)/G.

Cet exemple est 'une des motivations principales pour développer une théorie du moment a valeur
dans un groupe. Dans Varticle (1) Alekseev, Malkin, Meinrenken font cette construction dans le
cadre symplectique. Je suis ici leur construction Poissonienne présentée dans (3).

L’article {3)

Voici les notations de larticie (3):

G désigne un groupe de Lie compact d’algibre de Lie g et (, ) est une forme bilinéaire invariante
définie positive sur g (pour G connexe Uinvariance équivaut a ([X,Y], Z) + (V,[X,Z]) = 0). On
suppose que ¢ : G x M —+ M est une action et (cf plus haut) on note

g Vec(M):Zw— Z~
le morphisme de Lie associé. Celui-ci se reléve en un morphisme
Ne— /\Vec(M):zlA---/\ZHHZ;/\---/\Z;
(A Vee(M) désigne les multivecteurs sur M) qui est équivariant pour les actions naturelles

g-(Zin--NZ)y=Ad,Zy A--- A AdZ,
(Q : (Ul Ao A !Un))(?n) = Tiq“‘-mwgvl (QMl . Tﬁ.) ARERNA Tg“l-mwgun(g_l ’ m)

et qui préserve le crochet de Schouten [, ..

Pour rappel: le crochet de Schouten sur A Vec{Af) est le crochet de degré —1 défini par
(X, fls = X (), [X,Y]s = Lx (YY), pour tout f € C°(M) et tous champs de vecteurs X,V
et pour tout triple de multivecteurs u, v, w (le degré de u est ici noté | u |):

[, v A w]s = [, v]s Aw + (=1) U=y A Ty w],

fu, v]s = —(=1)Uul=DUv=D1y 4.

Ce crochet satisfait 1 identité de Jacobi graduée suivante:

[, v, wlsls = [fu, vls, w]s + {(=1)W-DWI=D ]y, w] ],
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Le crochet de Schouten algébrique sur A g est défini de maniére analogue en demandant [X, f], = 0
pour tout f € K (le corps de base) et [X; Y], = [X, Y] pour tous X,¥ € g.

On note (eq) une base orthonormée de g ef,

' 3
1
QB: ﬁz,fabcea/\eb/\ece (/\g)g

Pélément de Cartan (fupe = (€4, [eb.€c]}). Clest le générateur en degré 3 de la cohomologie de
Chevalley-Eilenberg de g. C'est aussi la trace semi-classique de 1'associateur de Drinfel’d.

1. Variété quasi-Poisson '

Une variété guasi-Poisson est un triple (M, P, G) olt G agit sur la variété M en préservant le
bivecteur P € A” Vec{M) et

- i S _ _
[P;P].sz(‘ﬁ :I?-Zfﬂbcea/\eb /\EC_

Remarque: l'identité [P, P]; = 0 est équivalente & Videntité de Jacobi pour le crochet {f, g} =
P(df,dg). La condition de la définition exprime donc la tolérance d'un défaut. Ce défaut est
minimal car il s'annule sur les fonctions G— invariantes, i.e. le quotient M, /G sera bien une
variété de Poisson.

On note ¢4, 0" € Q' (G, g) les formes cano_ni_queé définies par
O (v)(w) = Tolp—rv, 97 (W)a) = Tory-1v, v e TG

et pour Z € g on note Z', Z7 les champs invariants 4 gauche et & droite sur G donnés par
02z =Z = 07(Z").

2. Moment & valeurs dans un groupe ‘

On appelle moment toute application 7 : M — G équivariante (i.e. j(g-m) = gj(m)g™") telle que
pour tout Z € g,

PO, 2), ) = 5((1+ Adjy-1)Z)

o] =

Voici la signification des termes:

< §HO7, Z)(m), v >=(0"(dmjv), Z), vETmM

et pour le champ de droite
m ((1 -+ Adj(m)—x)Z)_(m).

Exemples

Voict les deux exemples qui interviennent pour la description de Hom(m:(S), G):
(D {M=G,P=1Y_ene., G) est quasi-Poisson pour I'action par conjugaison

Ly

GxG—G:(g1)— grg L

Pour cette action, I'application identité G — G : £ — 2 est un moment.
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Remarque: Cet exemple est Panalogue de 'espace Hamiltonien usuel g* ~ g pour le crochet

{f,9}(z) = (2, [d=f. d:g]).
L’action de (7 étant ici action adjointe G x.g — g : {g,2) = Ad,(z) et I'application moment
lidentité de g.
En fait, c'est la dérivée de 'exemple 1 an sens ol

PO=0, 3 P 40)e%) = (2161, ),

(2) (M =GxG P==5Y (el ned +el /\e‘J G % @) pour Paction
(GxG)x{GxG)—=GxG:((g1,9), (1'1,-1'2)) = (im1gy ', gamagy ).
Cette action admet le moment
J:GxG—= G xG:(a,a2) » (e1a2,a7az?).
Dans I'expression de P, pour Z € g,onaéerit Z! = Z2+0,22 =0+ Zcgdg.

3. Carrés et diagonales

Les moments des exemples 1 et 2 sont les facteurs de la relation de m;(S). Pour obtenir cette
relation il reste & coller les facteurs par la multiplication de G. C’est le réle de la fusion.

Remarque: La fusion est I'analogue multiplicatif de la propriété (évidente) suivante des espaces
Hamiltoniens usuels: si (M, P, G x () est Hamiltonien avec moment j : M — g* x g* : m
(71(m), ja(rn)) alors Vaction de G sur M induite par le plongement diagonal g — (g, ¢) est aussi
Hamiltonienne avec moment js5 : M — g* : m — j1(m) + ja(m).

Supposons (M, P, G x () quasi-Poisson avec moment j : M — G x G : m — (5, (m), j2(m)). Pour
p=15"el ne2 e A*(g®g) notons '

: 2
= éZei_ Aeg_‘ € /\Vec{l\/[).

Fusion :
Pour Paction de G sur M induite par le plongement diagonal g — (g, g) 'espace

(M, P, =P —1,,G)

est. quasi-Poisson avec moment j. : M — G : m — ji1{m)j2{m). On dit qu’on a effectué la fusion
des facteurs de I'action de G x G sur M.

C’ est associatif i.e. la fusion des facteurs d'une G x G x & action sur M par (12)3 et 1(23) donnent
la méme structure quasi-Poisson.

4. Structure gquasi-Poisson pour le groupe fondamental.

En notant My « My la fusion du produit (M| x Ms, Py + Po,G x G,{j1,0)) de deux espaces
quasi-Poisson (M;, P, G) de moments j;: :

My * Mg == U\{[]_ x ﬁ-fg,Pl‘ + P =y, G = j](')j’-’('))
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et DG la fusion de 'exemple 2:
DG=(GxG,P—i.,G,d=1[,1)

on obtient:

Le produit de fusion de 2g copies de DG et de T copies de G (quasi-Poisson de I’ exemple 1)
DGx- - +DG+xG+- - xG
est un espace quasi-Poisson (la variété sous-jacente étant G*9%7 ) dont le moment
Ja(Ar, .., Agg, By, ... ,B,..) =[Az, Ag] - [Agg—1, Aog)B1 - B;

coincide avec Punique relation de m1{5).

(Pour rappel: [A4, A'] = AA’/ A=t A1 st le commutateur dans le groupe G.)

5. Quotient

Soit (M, P,G) quasi-Poisson avec G compact et moment j : M — G. Comme plus haut soit
M, = {m € M, Stab(m) = {1}}. Afin de passer au guotient on utilise le lemme suivant:

Lemme (régularité du moment)
L’application moment j : M — G est de rang maximal sur Pouvert Ad,.

Démo: on veut montrer que pour tout m € M, Papplication dpmj : T M — Tj(,,)G est surjective.
On montre que 'adjointe (d,,,7)* est injective. Pour commencer, on observe que si 8 € TJT{m)G il

existe un unique Zg € g tel que Tf7;(m)8 = (Z5,-) et on a pour tout W & 10, M,
< P Bm), W >=< 507, Zg}(m), W > .

1l suffit donc de moutrer j* (67, Z)(m) =0= Z =0.
Pour YV e gona

0 =< (07, Z}{m), Y~ (m) >
el {Z, ’-le(m}f'j(m}“l dmj Y~ (m))
d .. iy
= {Z, Tj(m)Tjtm)~1 ;&lOJ(E r 'T;ﬂ))

d \- .
= (Z, Tj(m)Tj{m) | e~ j(m)e!’)  (par équivariance du moment)
o]

== (Z, Y+ Adj(m}if)
= ((Adj(my-» —1)Z,Y) (par invartance du produit scalaire).

D’olt Adj(,,y(Z) = Z. La condition de moment donne alors

0= P07, Z), Y(m) = = ((1 + Adjmy-1)Z) " (m) = Z~ (m).

B

Mais Z~(m} = 0 équivaut & Z € g,, oll g, est l'algébre de Lie du stabilisateur Stab (m) qui est
trivial pour m € M, . Conclusion Z = 0. :



Le lemme implique que j7(1) N M, est une sous-variété de M. G étant compact, le quotient
(771{1) N M,)/G est une variété qui, de plus, est une sous-variété de Poisson du quotient M, /G.

Pour les représentations du groupe fondamental d'une surface, on obtient:
- L’espace réduit

G Q)N (DG - * DG+ G x--- Q) ) /G < Hom{m (S),3)/)G

est muni d’une siructure de variété de Poisson, quotient de la structure quasi-Poisson sur G20+7
décrite au point 4.



