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Introduction

Les suites de variables aléatoires présentant une structure de dépendance mar-
kovienne sont probablement, aprés les suites de variables aléatoires i.i.d., 'une des
catégories d’objets les plus étudiées en probabilités. Elles jouent un grand role a la fois
dans la théorie et dans les applications, et ont fait l'objet de développements consi-
dérables depuis leur introduction par A. A. Markov au début du vingtiéme siécle.
Dans ce cours, nous ne pouvons bien entendu présenter qu'une petite sélection de
résultats sur le sujet. Ces notes traitent principalement des chaines & temps et espace
discret, et, parmi les questions abordées, mentionnons : la propriété de Markov et ses
diverses extensions, les propriétés de récurrence/transience, le probléme des mesures
invariantes, le comportement asymptotique de la loi d’une chaine de Markov ainsi que
des fonctions additives de ses trajectoires, les méthodes de Monte-Carlo par chaines
de Markov. Un large éventail de techniques (couplage, régénération, étude du semi-
groupe, réseaux électriques) est présenté pour l'étude de ces questions. La lecture
de ces notes, issues d’un cours de 2éme année de Master, suppose une connaissance
préalable de la théorie des probabilités discrétes, et, pour certains points, fait appel
a la théorie générale de la mesure, aux propriétés des martingales et & des rudiments
de théorie ergodique!. De nombreux ouvrages sur le sujet existent (nous avons par
exemple utilisé 'ouvrage [7] pour la préparation de ces notes), consacrés aux chaines
de Markov en général, ou & certains aspects plus spécialisés de la question. En gé-
néral, des références sont données au fur et & mesure du texte pour permettre un
approfondissement des sujets présentés.

'Les propriétés et définitions qui nous seront utiles concernant les martingales et la théorie
ergodique sont rappelées en appendice.






Chapitre 1

Propriété de Markov

1.1 Définition fondamentale

Avant méme de pouvoir donner la définition d’une chaine de Markov, il nous
faut définir la notion fondamentale de noyau de transition. Précisément, étant donné
un ensemble fini ou dénombrable S, on appelle noyau de transition sur S toute
application p = p(-,+) : S x S — R telle que, pour tout « € S, p(x,-) est une loi
de probabilité sur S.

Dans tout ce cours, la convention de notation suivante sera utilisée : étant donnée
une probabilité v définie sur un ensemble S fini ou dénombrable, nous nous auto-
riserons & utiliser indiféremment la notation v(x) avec x € S, en voyant v comme
une fonction définie sur S et & valeurs dans R vérifiant ) s v(z) = 1, et la nota-
tion v(A) avec A C S, en voyant v comme une fonction définie sur I’ensemble des
parties de S et a valeurs dans Ry, les deux notations étant reliées par la relation
v(4) = Yy avia).

Par ailleurs, nous utiliserons abondamment la notation vectorielle abrégée .,
au lieu de (T, Tit1, - -+, Tn), etendue en Tm.oo = (T, Tint1, - - -)-

Nous pouvons maintenant donner la définition de I'objet fondamental dont traite
ce cours. Etant donné un ensemble fini ou dénombrable S, une suite de variables
aléatoires (X, )n>0 définie sur un espace de probabilité (£, F, P) et a valeurs dans S
est appelée une chaine de Markov d’espace d’états S lorsqu’il existe une famille
de noyaux de transitions (pn (-, -))n>0 sur S et une loi de probabilité v sur S tels que :

pour tout n > 0, et toute suite zgq, ..., x, d’éléments de 5,
n—1
P(Xom = 20:n) = v(20) [ [ pili, vis1). (1.1)
i=0

On dit alors que (X,,)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de famille
de noyaux de transition (p,(-,-))n>0. On vérifie sur la définition ci-dessus que la
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loi de la suite (X,,)n>0 est complétement déterminée par la donnée de la loi initiale
et de la famille de noyaux de transition.

On peut donner une définition similaire pour une chaine de longueur finie : étant
donné m > 1, une suite de variables Xy, ..., X,, a valeurs dans S est une chaine de
Markov de loi initiale v et de de famille de noyaux de transition (py(-,-))o<n<m-—1 si
(1.1) est satisfaite pour tout n < m.

Exercice 1 Montrer que sila propriété (1.1) est vérifiée pour un entier donnén > 1,
elle est automatiquement vérifiée pour tout m < n.

On déduit de cette définition la propriété fondamentale suivante, appelée pro-
priété de Markov.

Proposition 1 FEtant donné une chaine de Markov (X,,)n>0 sur un ensemble fini
ou dénombrable S, définie sur un espace de probabilité (Q, F, P), pour tous m > 0 et
n > m+ 1, et toute suite o, ..., x, d’éléments de S telle que P(Xo.m = To:m) > 0,

P(Xm—i-l:n = xm+1:n|X0:m = x():m) = P(Xm—i-l:n = xm+l:n|Xm = xm)-

On énonce souvent cette propriété de maniére informelle en disant que, pour une
chaine de Markov (ou l'indice m est interprété comme un temps), les états futurs de
la chaine ne dépendent de ses états passés que par l'intermédiaire de ’état présent.
La preuve résulte de (1.1) par un calcul immédiat conduisant a 'identité suivante :

P(Xerl:n = $m+1:n|X0:n = x():n) = pm(mrm -rerl) c 'pnfl(xnfla xn) (12>

On note que 'expression ci-dessus n’est autre que la probabilité pour que les n — m
premiers pas d’une chaine de Markov de loi initiale §,,, et de famille de noyaux de
transition (ppm4r)k>0 solent donnés par py41,...,Z,. Dit de maniére informelle :
«Sachant toutes les valeurs passées jusqu’au temps n (y compris la valeur de X,),
la chaine se comporte a partir du temps n comme une nouvelle chaine de Markov,
issue de X,,.»

On déduit de ce qui précéde le lien suivant entre la loi v et les noyaux de transition
pi(+,-) intervenant dans la définition que nous avons donnée d'une chaine de Markov :

v = loi de X, (1.3)
et, pour tout n > 0, tout z € S tel que P(X,, = x) > 0, et tout y € S,
pu(r,y) = P(Xnt1 = y|Xn = 7). (1.4)

Observons que la donnée de (X,,)p>0 n'impose aucune contrainte sur la valeur de
pn(x,-) lorsque P(X,, = x) = 0. Il est cependant plus commode de supposer a priori
dans la définition d’une chaine de Markov que ’on a affaire & un noyau de transition.
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Inversement, si une suite de variables aléatoires (X,,),>0 vérifie la propriété
énoncée dans la proposition 1, on vérifie que, en définissant v et p,(-,-) par les
identités (1.3) et (1.4) ci-dessus, et en définissant arbitrairement p,(z,-) lorsque
P(X,, = z) = 0, la définition d'une chaine de Markov est satisfaite. Autrement dit,

la propriété de Markov caractérise les chaines de Markov.

Exercice 2 Vérifier que (X,,)n>0 est une chaine de Markov si et seulement si, pour
tousn > 0, il existe une fonction f, définie sur Sx S telle que, pour tous xg, ..., Ty €
S tels que P(Xo = xo,..., X, = x,) >0,

P(Xn-i-l = y‘XO:n = xO:n) = fn(xnay)

Exercice 3 Considérons une famille de variables aléatoires Xo, ..., X, @& valeurs
dans un ensemble fini ou dénombrable S et définies sur (Q, F, P). Supposons qu’il
existe des fonctions go,...,gn—1 définies sur S x S telles que P(Xo., = xom) =
1—[?:—01 gi(xi, xit1). Montrer que Xo, ..., X, est une chaine de Markov sur S. Préciser
la lov initiale et les noyaux de transition.

Une maniére plus sophistiquée, mais équivalente, d’énoncer la propriété de Mar-
kov, consiste a faire appel & la notion de tribu et de probabilité conditionnelle & une
tribu. Etant donnée une variable aléatoire Z définie sur (€2, F), nous utiliserons la
notation classique o(Z) pour la sous-tribu de F engendrée par Z. Plus particuliére-
ment, pour tout n > 0, nous utiliserons la notation F,, := o(Xo,...,X,). On peut
alors reformuler la propriété de Markov de la maniére suivante.

Proposition 2 Etant donné une chaine de Markov (Xy,)n>0 sur un ensemble fini
ou dénombrable S, définie sur un espace de probabilité (0, F, P), pour tous m > 0
et n > m+ 1, et toute suite Tpyy1,...,Ty déléments de S, l’égalité suivante a lieu
P—presque sirement :

P(Xm-‘rl:n = !Tm—&-l:n‘}_m) = P(Xm+1:n = xm+1:n|0'(Xm))-

Exercice 4 Vérifier l'équivalence entre les propriétés énoncées dans les proposi-
tions 1 et 2.

Dans certains exemples, on peut étre amené & étudier la validité de la propriété
énoncée dans la proposition 2 en remplacant la filtration (F,),>0 par une plus grosse.
Plus précisément, supposons donnée une famille de sous-tribus (G, )m>0 telle que,
pour tous n > m, G, C Gy, et vérifiant F,, C G, pour tout m > 0. On dit que
(Xn)n>o vérifie la propriété de Markov par rapport & (G, )m>o0 si la propriété énoncée
dans la proposition 2 est valable lorsque ’on remplace F;, par G,.
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Exercice 5 Vérifier que la propriété énoncée ci-dessus entraine la propriété de Mar-
kov énoncée dans la proposition 2.

Exercice 6 Supposons donnée en plus de (X,,)n>0 une famille de variables aléatoires
(Yo)n>0 a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable (et définies sur (0, F, P)), et
que (Xy)n>0 vérifie la propriété de Markov par rapport & la famille de tribus définies
par G, = o(Fn,Yo,...,Ys). Donner une formulation de la propriété de Markov
reprenant la forme de l’'énoncé de la proposition 1.

Lorsque les noyaux de transition associés aux différents pas de la chaine sont
identiques, c’est-a-dire qu’il existe un noyau p telle que p, = p pour tout n, on dit
que l'on a affaire & une chaine de Markov homogéne (ou parfois, mais cette ter-
minologie n’est pas trés heureuse, de chaine de Markov a probabilités de transition
stationnaires). Dans ce cours, nous considérerons principalement des chaines de Mar-
kov homogénes, et cette propriété d’homogénéité sera sous-entendue la plupart du
temps. Quand nous aurons affaire & des chaines pour lesquelles cette propriété est
en défaut, nous le spécifierons en parlant de chaine de Markov inhomogéne.

1.2 Exemples

Exercice 7 Vérifier qu’une suite de variables aléatoires i.i.d. forme une chaine de
Markov. Quels sont la loi initiale et le noyau de transition correspondants ?

Exercice 8 Etant donnée une suite de wvariables aléatoires (Zyn)n>0 définies sur
(Q, F, P), posons, pour tout n, Xy, := (Zo,...,Zn). Montrer que (X,)n >0 est une
chaine de Markov. (Préciser l’espace d’états et les noyauz de transition.)

L’exercice ci-dessus montre que toute suite de variables aléatoires discrétes peut
en fait étre transformée en une chaine de Markov. Cependant, la chaine ainsi obtenue
posséde souvent une structure trop complexe pour que 'on puisse utilement analyser
son comportement, ce qui limite quelque peu la portée de la remarque.

Exercice 9 (Fonctions itérées)

1) Considérons une suite de i.i.d. de fonctions aléatoires (fi)i>o0 de S dans S (S°
étant muni de la tribu produit), définies sur un espace de probabilité (0, F, P). Vé-
rifier que, pour tout x € S, la suite de variables aléatoires définie par Xo(z) := x et,
pour n > 1, X, (z) := fn—10---0 fo(x), est une chaine de Markov homogéne dont
les probabilités de transition sont données par p(z,y) = P(f(x) =vy).

2) Est-il nécessaire que les fonctions aléatoires que l'on compose possédent soient
identiquement distribuées pour que Uon oblienne une chaine de Markov ? Méme ques-
tion avec l'indépendance de ces fonctions entre elles ¢
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3) Inversement, montrer que, étant donnée un noyau de transition p(-,-) sur S x S,
on peut toujours définir une suite de fonctions telle que (X (z))n>0 soit une chaine
de Markov initialisée en x et possédant p pour noyau de transition. Indication : on
peut par exemple chercher & écrire fi(x) sous la forme f(x,U;), la suite (U;)i>o étant
i.i.d. et de loi uniforme sur [0,1]. Discuter de la pertinence de ce résultat pour la
simulalion.

D’apreés I’exercice ci-dessus, on voit que la notion de chaine de Markov apparait
comme la généralisation stochastique la plus simple d’un systéme dynamique discret :
au lieu de composer de maniére répétée une fonction donnée avec elle-méme, on
compose des fonctions aléatoires indépendantes possédant toujours la méme loi. Une
propriété intéressante de ce type de construction par fonctions itérées est de définir
un flot aléatoire, et, plus spécifiquement, d’autoriser la définition simultanée, sur
le méme espace de probabilité, de plusieurs trajectoires d’une chaine de Markov
en partant d’états initiaux différents. Nous reviendrons sur ce point lorsque nous
discuterons de maniére plus générale les liens entre chaines de Markov et couplage.

Exercice 10 (Marche aléatoire sur un graphe orienté) Etant donné un graphe orienté
G = (V,E) fini ou dénombrable (V désigne l’ensemble de sommets, E l’ensemble des
arétes orientées, i.e. un sous-ensemble de V. x V'), et une application w : E — R
telle que, pour tout vy € V, 0 < 3 . (vhw)eEw(Ul,Ug) < 400, la marche aléatoire
sur le graphe G associée aux poids w est définie par une loi initiale arbitraire, et les
probabilités de transition suivantes : pour tous vi,ve € V tels que (v1,v2) € E,

-1

p(v1,v2) := w(vy, v9) Z w(v1,v3)

v3; (v1,v3)€E

1) Vérifier que l'on définit bien ainsi un noyau de transition.

2) Vérifier que toute chaine de Markov utilisant le méme noyau pour chacun de ses
pas (ce que nous appellerons une chaine de Markov homogéne), peut se représenter
sous cette forme.

Exercice 11 (Marche aléatoire sur un graphe non-orienté) Etant donné un graphe
non-orienté G = (V, E) fini ou dénombrable (V désigne 'ensemble de sommets, E
l’ensemble des arétes non-orientées, i.e. un sous-ensemble de V X V' quotienté par
la relation d’équivalence identifiant (z,y) et (y,x) ; nous noterons {x,y} laréte non-
orientée ayant x et y pour extrémités), et une application w : E — Ry telle que,
pour tout v € V', pour tout v € V, 0 < 3, {m’v?}eEw({vl,vz}) < +00, la marche
aléatoire sur le graphe G associée aux poids w est définie par une lot initiale arbitraire,
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et les probabilités de transition suivantes : pour tous vy, vy € V tels que {vy,v2} € E,
-1

p(v1,v2) := w({vr, va}) > w({vr,vs})

v3; {vi,v3}€E

1) Vérifier que l'on définit bien ainsi un noyau de transition.
2) Obtient-on une notion différente en considérant une pondération affectée auz som-
mets plutét qu’auz arétes ?

3) Préciser en quoi cette notion différe de celle définie dans l'exercice précédent.

Un exemple particuliérement simple de marche aléatoire est celui ol toutes les
arétes du graphe se voient accorder un poids égal (ce qui suppose qu’un sommet ne
puisse étre relié qu’a un nombre fini d’autres sommets). On parle alors souvent de
"la" marche aléatoire sur le graphe sans préciser les poids.

Exercice 12 (Marche aléatoire sur un groupe) Etant donné un goupe G fini ou
dénombrable, et une famille de variables aléatoires (g;)i>o i.i.d. a valeurs dans G, on
définit, pour toute variable aléatoire Xo a valeur dans G, les variables aléatoires X;
pour it > 1 par X; :=¢gi—1---goXo-

1) Montrer que la suite (X;)i>0 est une chaine de Markov sur G. Quel est le noyau
de transition correspondant ? Méme question en définissant X; := Xogo - - gi—1.

2) Cette chaine de Markov est-elle nécessairement une marche aléatoire sur un graphe
non-orienté au sens de l'exercice précédent ?

3) Inversement une marche aléatoire définie sur le graphe de Cayley de G (associé a
un jeu donné de générateurs) non-orienté, est elle toujours une marche aléatoire sur
le groupe au sens du présent exercice ?

Un exemple canonique de marche aléatoire sur un groupe est la marche aléatoire
simple symétrique sur Z¢, définie par P(go = %e;) := 1/(2d), ot (e, ..., eq) désigne
la base canonique de Z% et B := {+ey,...,+eq, —€1,...,—€q}.

Exercice 13 (Marche aléatoire en environnement aléatoire sur Z) Pour d > 1, soit
M Uensemble des mesures de probabilité sur B := {+ey,...,+eq, —€1,...,—€q}.
Pour tout élément w = (wg),czd € MZ" (appelé environnement), on définit un
noyau de transition p(w)(-,-) sur Z¢ par p(w)(z, x £ €;) = wy(+e;), pour 1 <i < d.
A présent, on considére une famille de variables aléatoires i.i.d. T = (T}),cza @
valeurs dans M, et une suite de variables aléatoires (Xp)n>0 & valeurs dans 7 telle
que, conditionnellement & T, (Xy)n>0 est une chaine de Markov admettant p(T)
pour famille de noyauz de transition, initialisée en Xg = 0.

1) Montrer que (Xp)n>0 n'est pas une chaine de Markov en général.
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2) Montrer que la suite de variables aléatoires définie par Ty = (T'x,4z)ycza €5t
une chaine de Markov. On appelle (Ty,)n>0 'environnement vu de la marche. (Pour
simplifier les problémes de mesurabilité, on pourra supposer que T, ne peut prendre
qu’un nombre fini de valeurs distinctes.)

Exercice 14 (Marche aléatoire renforcée par arétes) Soit G = (V, E) un graphe
(nous donnons ici le cas d’un graphe orienté, il suffit de changer les (vi,v2) en
{v1,v2} dans les formules ci-dessous pour obtenir le cas non-orienté), fini ou dé-
nombrable, A > 0 un paramétre fizé, et wg : E — Ry un jeu de poids comme
dans Uezercice 11. On spécifie par récurrence la lov d’une suite de variables aléatoires
(Xn)n>0 @ valeurs dans V' en supposant la loi de Xo donnée et en posant, pour toute
aréte e € E,

n—1
wn(e) = wo + A 1(e = (X;, Xit1)),
=0
el

—1
P(Xpt1 = 2pq1|Xo = 20, ..., Xp = 2p) 1= W (Tp, Tpy1) (Z wn(e)> .

esx

1) Montrer que (X,)n>0 n'est pas une chaine de Markov en général.
2) Montrer qu’en revanche la suite (X, wy)n>0 est une chaine de Markov.

Exercice 15 (Processus de Galton-Watson) On considére le processus généalogique
suiwant : la premiére génération (numérotée 0) est constituée d’un nombre donné
p > 1 d’individus. A chaque génération, chaque individu appartenant o cette généra-
tion donne lieu & un nombre aléatoire d’enfants, qui appartiennent & la génération
suivante, la régle étant que les nombres d’enfants obtenus par les différents individus
auzx cours des différentes générations sont des variables aléatoires i.i.d. Montrer que
la suite de variables aléatoires (Xy)n>0 définie par X, :=nombre d’individus présents
dans la génération numéro n, constitue une chaine de Markov.

Exercice 16 (Urne d’Ehrenfest) On considére un récipient contenant un nombre
total de N > 1 particules, divisé en deux cavités, numérotées 1 et 2, qui commu-
niquent. A chaque pas de temps, une particule parmi les N est choisie uniformément
au hasard, et passe de la cavité ou elle se trouve o autre. Montrer que, en définissant
X, :=nombre de particules dans la cavité 1, la suite (X,,)n>1 forme une chaine de
Markov. Quel est son noyau de transition ¢

Exercice 17 (Mutation-Sélection) Etant donné un espace fini ou dénombrable S, un
noyau de transition p(-,-) sur S, et une fonction f S — R, un entier M > 1 et un
entier m > 1. on définit un noyau de transition q sur SM de la maniére suivante.
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Pour tout 1 < v < M, on fabrique indépendamment m réalisations indépendantes
Y/, 1 <j <m delaloip(x;,-). Ensuite, on effectue M tirages indépendants selon
la loi de probabilité

Zi,j f(Yzj)(syll
> F(YY)
et l'on note (Z1, ..., Znr) le M —uplet ainsi obtenu. Le noyau de transition q est alors

défini par q((x1,...,zpr),-) = loi de (Z1,...,Znr).

1) Donner une expression plus explicite du noyau q.

)

2) On appelle q un noyau de mutation-sélection. Comment expliquer ce terme ¢ Pro-
poser d’autres types de sélection basés sur la fonction f.

Exercice 18 (Dynamique de Metropolis pour le modeéle d’Ising)
Soient M et d des entiers > 1, et

S = {1, —1 (M Ot MYE
On définit sur S la fonction H par

H(o) = - > a(z)a(y),

wwye{—]\/[77077+M}d

ol x ~ y signifie que = et y sont voisins au sens du graphe 72, i.e. ch'l:1 |z —yi| = 1.

On définit ensuite un mécanisme de transition sur S de la maniére suivante : on
choisit un état initial og € S arbitraire, et la régle pour passer de o, 6 on11 est la
sugvante : on choisit v € {—M,...,0,..., —|—M}d selon la loi uniforme, et Uon définit
ol par o (y) = on(y) poury # x, et of(x) .= —on(x). Si H(ok) < H(oy,), le nouvel
état 041 est 0. Dans le cas contraire, le nouvel état est o avec une probabilité égale
a exp(—p(H(o}) — H(oy))), et reste égal a o sinon, o > 0 est un paramétre fizé..

1) Vérifier que l'on définit ainsi une chaine de Markov.
2) Comment se comporte la chaine lorsque 3 — 0 et 3 — 400 ¢

La chaine de Markov définie dans l'exercice ci-dessus fournit un modéle trés
simplifié¢ de la dynamique d’un matériau ferromagnétique, dans lequel des spins qui
peuvent valoir +1 ou —1 sont disposés aux sommets d’un réseau régulier, I’énergie
attachée & une configuration de spins favorisant ’alignement de spins voisins. Elle
fournit également un moyen de simulation pour le comportement & ’équilibre de ce
type de systéme, comme nous le verrons ultérieurement, dans un cadre plus général.

Exercice 19 (PageRank) Soit S l’ensemble des pages ouaibe existant a un instant
donné. Soit N := card S. Pour une page x € S donnée, soit k, le nombre de pages
vers lesquelles x contient des liens. Si x contient un lien vers y, on pose p(x,y) :=
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a/ky + (1 —a)/N, tandis que, si x ne contient pas de lien vers y, on pose p(z,y) =
(1—a)/N.
1) Montrer que lon définit bien ainsi un noyau de transition sur S.

2) Donner une interprétation probabliste simple de la forme du noyau.

1.3 Mesure sur ’espace des trajectoires

La propriété (1.1) et les définitions données dans les propositions 1 et 2 ne font
intervenir que des troncons de longueur finie de la trajectoire infinie formée par la
suite (Xp)n>0. Il est intéressant de pouvoir étudier en tant que telle cette trajec-
toire aléatoire. Etant donné un ensemble fini ou dénombrable S, munissons donc S
de la tribu H comprenant toutes les parties de S, puis munissons SV de la tribu
produit H®N correspondante. Nous obtenons 'espace d’états dans lequel vivent les
trajectoires de la chaine (Xp,)n>0.

Par un argument d’extension standard , on obtient la généralisation suivante de
la proposition 1 (la proposition 2 se généralise de maniére identique) :

Proposition 3 FEtant donné une chaine de Markov (X,,)n>0 sur un ensemble fini
ou dénombrable S, définie sur un espace de probabilité (0, F, P), pour tout m > 0,
tout xq, . .., 2, tel que P(Xom = To.m) > 0, et tout A € HEN,

P(Xm+1:oo S A|X0:m = J;O:m) = P(Xm+1:oo S A’Xm = !Tm)

Exercice 20 Ecrire proprement 'argument d’extension nécessaire pour prouver la
Ppropriété ci-dessus.

Nous allons maintenant caractériser la loi d’une chaine de Markov en tant que
probabilité sur (SN, H®N) en étendant I'équation (1.1) & des trajectoires infinies. Par-
tons donc d’une loi de probabilité v sur S, et d’une famille de noyaux de transitions
P = (px(-,-))k>0 sur S. En vertu, par exemple, du théoréme d’extension de Kolmo-
gorov (voir par exemple [18, 49]), il existe alors une unique mesure de probabilité
P, p sur (SN, HEN) vérifiant pour tout n > 0 Iidentité

n—1

Pup (Lm0} x -+ x {wn} x SUHT) = w(ao) [T piloisicn).
=0

Dans ce cadre, le pendant de la définition (1.1) est alors le suivant :

Proposition 4 Etant donné un ensemble fini ou dénombrable S, une suite de va-
riables aléatoires (Xp)n>0 définie sur un espace de probabilité (Q, F,P), (Xp)n>0
est une chaine de Markov de loi initiole v et de famille de noyauz de transition
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P = (pk(--))k>0 si et seulement si la loi de (X,)n>0, vue comme variable aléa-
toire définie sur (Q,F, P) et a valeurs dans (SN, H®N), est égale a P, p. En d’autres
termes, si, pour tout A € H®Y,

P(Xo0 € A) = P, p(A).

Nous utiliserons la notation E, ,, pour désigner ’espérance relative a P, ,. Dans le
cas homogeéne, nous noterons P, ;, plutot que P, , et nous omettrons méme souvent
de mentionner la dépendance de la loi de la chaine vis-a-vis de p, pour ne conserver
que celle vis-a-vis du point de départ, c’est-a-dire que nous emploierons la notation
P, en lieu et place de P, p. La méme remarque vaut pour les espérances par rapport
a Pyp, que nous noterons plutot E, , et E, .

La proposition ci-dessus illustre le fait que la propriété d’une famille de variables
aléatoires (X, )n>0 d’étre une chaine de Markov (par rapport a sa filtration naturelle)
ne dépend que de la loi de probabilité de cette suite de variables aléatoires. Il est
parfois trés utile, pour étudier les propriétés de la trajectoire (X,),>0, de se ramener
4 l'espace-image des trajectoires (S™ ,H®N,IF’,,7P), que l'on appelle parfois I'espace
canonique associé a la chaine de Markov.

Introduisons donc quelques notations supplémentaires relatives a cet espace. Dans
le cas olt v est la mesure de Dirac v = d,, nous emploierons la notation P, de
préférence a Ps, ,, (et donc P, ), ou P, dans le cas homogéne). De méme, 'espérance
sera notée E, , (et E; ) ou E, dans le cas homogene). On note au passage que la
probabilité P, , peut s’écrire comme un mélange de telles probabilités associées a des
lois initiales concentrées en un point :

P p= Z v(z)Pyp.

z€eS

Lorsque nous travaillerons avec ’espace canonique, nous utiliserons encore les
notations X, pour désigner les variables aléatoires associées aux coordonnées succes-
sives de la trajectoire, autrement dit, étant donné (zq,x1,...) € SV, nous poserons
Xn(20:00) = Ty, pour tout n > 0. (Attention, les expressions faisant intervenir simul-
tanément 'espace (2, F) et I'espace (SV, H®N) pourront donc se révéler légérement
ambigués car les notations X, et F,, n’auront pas la méme signification selon qu’elles
portent sur le premier ou le deuxiéme espace.)

Les opérateurs de décalage 6,, sur SV sont définis pour tout n > 0 par

0n<l’0,$1, .. ) = (iL'n, Tn+ly- - )

Nous utiliserons la méme notation pour le décalage correspondant effectué sur les
noyaux, autrement dit, 6,,(p) est la suite de noyaux (pn4x)r>o0 Pour tout n > 0,
et conformément aux notations définies précédemment pour une chaine de Markov



Propriété de Markov 19

générale, nous noterons F, la sous-tribu de H®Y engendrée par les variables Xy, 0 <
k<n.

On vérifie que, sur I'espace probabilise (SN, H®N, P, p), la suite de variables aléa-
toires (Xp)n>0, & valeurs dans S, est bien une chaine de Markov de loi initiale v et
de famille de noyaux de transition p = (pg)r>0, ce qui prouve en particulier que,
pour toute loi v et toute famille de noyaux de transision p, il existe une chaine de
Markov qui leur est associée.

La propriété de Markov peut se ré-exprimer dans ce contexte de la maniére sui-
vante (en concaténant la proposition 1 et (1.2)) :

Proposition 5 Pour tout m > 0, et tout A € H®Y,
]P)V,p(Xm:oo € A‘fm) = ]P)Xm,@m(p) (XO:oo S A), ]P’Vp — p.S. (15)

L’écriture de l'identité ci-dessus peut paraitre un peu sibylline, car elle fait intervenir
les variables X, a la fois pour définir les événements dont on considére la probabilité,
et dans ’expression de leurs probabilités. Pour se rassurer, on peut réécrire cette
identité sous la forme

Pup(0 (A)|Fm) = Px,, 0, (p)(A): Prp — p.s.

Enfin, si 'on veut repartir d’une expression faisant intervenir l'espace (2, F, P), on
pourra écrire, en faisant attention aux ambiguités de notation, que

P<Xmoo € A‘fm) = ]P)Xnuem(p) (A)’ P B p'S.

1.4 Propriété de Markov forte

Une extension trés importante de la propriété de Markov discutée précédemment
consiste a considérer un conditionnement par un troncon de trajectoire dont la lon-
gueur n’est pas fixée, mais de longueur aléatoire. Nous devons auparavant définir la
notion fondamentale suivante :

Définition 1 Etant donnée une suite de variables aléatoires (X,)n>0 définies sur
un espace de probabilité (Q, F, P) et a valeur dans un ensemble fini ou dénombrable
S, une variable aléatoire T définie sur (2, F, P) a valeurs dans N U {+o0} est ap-
pelée un temps d’arrét de (Xp)n>0 lorsque, pour tout n € N, l'événement {T = n}
s’exprime en fonction de Xy, ..., X,, ou, en termes plus précis, {T = n} € F, =
O’(XQ,...7Xn).

Un exemple fondamental de temps d’arrét est fourni par les temps d’atteinte, par
exemple définis par T := inf{n > 0; X,, € B}, ou B C S.
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Exercice 21 Montrer que les temps d’atteinte définis ci-dessus sont des temps d’ar-
rét. Donner d’autres exemples de variables aléatoires a valeurs dans N U {+oo} qui
ne sont pas des temps d’arrét.

Proposition 6 FEtant donnée une chaine de Markov (X,,)n>0, définie sur (2, F, P),
a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable S, de loi initiale v et de famille de
noyauz de transitions p = (pn)n>0, €t un temps d’arrét T de la suite (Xp)n>0, la
propriété suivante est vérifiée : pour tout m > 0 et tout A € H®N, et toute suite
X0y ..., Ty d’éléments de S tels que P(Xo.r = zo.7, T =m) > 0,

P(XT:oo € A|X0:T = zor, T = m) - me,em(p) (A) (16)

La propriété énoncée dans la proposition est appelée propriété de Markov forte, par
opposition a la propriété discutée jusqu’a présent, que l'on peut rebaptiser propriété
de Markov simple. «Sachant toutes les valeurs passées jusqu’au temps T' (et en par-
ticulier la valeur de Xr), la chaine se comporte & partir du temps 7' comme une
nouvelle chaine de Markov, issue de X7.» On voit bien que, du fait que T est sup-
posé étre un temps d’arrét, 'événement {T' = m} s’exprime en termes des variables
X0, ..., Xm, et que (1.6) est donc une conséquence de la propriété de Markov usuelle.
En introduisant la tribu Fp sur € définie comme l’ensemble des événements
C € F tels que CN{T = n} € F, pour tout n > 0, on peut réécrire I’équation (1.6)
sous la forme suivante : sur I'événement {T" < +oo}, on a, pour tout A € H®N,
I'identité
P(XT:OO € A‘}_T) = PXT,GT(I))(A)7 P —p.s. (17)

Exercice 22 (Propriété de Markov forte)

1) Prouver la propriété de Markov forte énoncée dans la proposition ci-dessus.

2) Vérifier I’équivalence des formulations (1.6) et (1.7). En particulier, montrer que
T est mesurable par rapport ¢ Fr.

Exercice 23 Vérifier qu’avec notre définition, tout temps d’arrét T de (Xp)n>0 se
factorise nécessairement sous la forme T = T((X,)>0), ot T est une variable aléa-
toire définie sur (SN, H®N) constituant un temps d’arrét pour la chaine de Markov
formée par la succession des coordonnées sur l'espace canonique (que nous notons
également (Xp)n>0 en général, mais cela introduirait trop d’ambiguité d’utiliser cette
notation ici).

Notons que la notion de temps d’arrét peut-étre généralisée de la maniére sui-
vante : étant donnée une famille croissante de tribus (Gy)n>0, on dit que 7" est un
temps d’arrét par rapport a (G,)n>0 lorsque pour tout n > 0, {T = n} € G,. Si,
en outre, F,, C G, pour tout n > 0, et si (X,,)p>0 vérifie la proprié¢té de Markov
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par rapport & (G, )n>0, la propriété de Markov forte est encore vérifiee. Un exemple
simple de cette situation est le cas ou, pour tout n, 'événement T = n s’exprime
en fonction de Xy, ..., X,, et d’autres variables aléatoires, indépendantes de la suite
(Xi)i>0- En revanche, la conclusion de I'exercice ci-dessus n’est plus vérifiée dans ce
cadre général.

1.5 Décomposition d’une trajectoire selon les retours suc-
cessifs en un point

Etant donnée une chaine de Markov homogene (X,,),>0 définie sur (2, F, P) et &
valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable S, de noyau de transition p, définissons
la variable aléatoire Ti(a) = inf{n > 1; X,, = a} (noter que l'on part de n = 1 et
non pas de n = 0), avec la convention inf ) = +o0. Plus généralement, définissons
par récurrence pour tout entier i, Tj11(a) = inf{n > T;(a) + 1; X, = a}.

On vérifie que les variables aléatoires Tj(a) sont des temps d’arrét de (X,,)n>o0-
En appliquant la propriété forte de Markov, on obtient le résultat suivant.

Proposition 7 Conditionnellement au fait que T;(a) < +oo et 4 Xo,..., X7y, la
loi de (X¢)1,(a)<t<T; 1 (a) €5t identique a la loi (sur Uespace canonique) de (X¢)o<t<Ty (a)
par rapport & la probabilité P,.

Remarque 1 Le conditionnement utilisé dans l’énoncé de la proposition peut se
lire de deuz maniéres équivalentes : comme dans l'énoncé de la propriété (1.6),
en conditionnant par la valeur exacte prise par Ti(a) et par toute la trajectoire
Xo, ..., X1, (a), ou en termes de la tribu o(Xo,..., Xr (q)), comme dans [’énoncé
de la propriété (1.7).

Nous obtenons donc la décomposition d’une trajectoire de la chaine en troncons
de trajectoire suivant les retours successifs en a, que 'on peut résumer de la maniére
suivante. On commence par le trongon (X;)o<i<r, (a)- Sl ce trongon est infini (cest-
a-dire si la chaine n’atteint jamais a aprés son point de départ), la décomposition est
terminée. Si ce troncon est fini, on lui ajoute un troncon de trajectoire possédant la loi
de (X¢t)o<t<T, (a) Par rapport & la probabilité P, et I'on continue d’ajouter de maniére
i.i.d. de tels troncons jusqu’a obtenir éventuellement un troncon infini, auquel cas
la décomposition s’arréte. Si la décomposition ne s’arréte jamais, la trajectoire est
constituée, en plus de son troncon initial, d’une suite infinie i.i.d. de troncons de
trajectoire de longueurs finies.

Définition 2 Posons N(a) = Y% 1(X; = a) (le nombre de visites au point a au
cours d’une trajectoire, sans inclure le point de départ).
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En appliquant de maniére répétée la proposition ci-dessus, on obtient le résultat
suivant, qui explicite la loi de N (a).

Proposition 8 La loi de N(a) est caractérisée de la maniére suivante :
~ S Po(T1(a) < +00) < 1, on a, pour tout k > 1

P(N(a) = k) = P(T1(a) < +00)Pa(T1(a) < +00)* (1 = Pa(T1(a) < +00)).

Bien entendu, P(N(a) =0) =1— P(T1(a) < +00). Par conséquent, N(a) est
presque strement fini, et l'on a en particulier

E(N(a)) = P(Ti(a) < +00)(1 - Pu(T1(a) < +00)) .

- Si Py (Ti(a) < +o0) =1, N(a) vaut 0 avec probabilité 1 — P(T1(a) < +00), et
+oo avec probabilité P(Ti(a) < 400).

On peut préciser un peu la décomposition d’une trajectoire décrite précédem-
ment. Avec probabilité P(Ti(a) < +00), la trajectoire revient en a. S’y greffent
alors, selon que P,(T1(a) < +00) = 1 ou que Po(71(a) < +00) = 1, une infinité de
trongons i.i.d. possédant la loi de (Xt)0§t<T1(a) par rapport & la probabilité P,, ou un
nombre fini N(a) —1 de trongons i.i.d. possédant la loi de (X¢)o<;<7y(a) Par rapport
a la probabilité P, (:|71(a) < +00), suivi d’une trajectoire infinie possédant la loi de
(Xt)o<t<Ty(a) Par rapport a la probabilité Py (-|T1(a) = +o0).

Pour formaliser précisément la discussion, le lemme élémentaire suivant est utile :

Lemme 2 Soit un espace mesurable (A, A) et une loi p sur A. Considérons l’espace
C formé par les suites finies d’éléments de A de longueur supérieure ou égale d 1,
c’est-a-dire la réunton disjointe

C = |_| {n} x A™.

neNU{+oo}

On munit C de la tribu engendrée par les événements de la forme {n} X D, ot D €
A®™ pour n décrivant N U {+oo}. Supposons que A est partitionné en deux parties
mesurables Ay et Aa, et considérons a présent une variable aléatoire (N, (Z;)1<i<N+1)
& valeurs dans C vérifiant les deux propriétés suivantes :

- N =inf{i > 1; X; € As} (avec la convention inf () = +o0) ;

— pour tout k > 1, conditionnellement au fait que N > k, la varioble aléatoire

Zy11 est indépendante de (Z1,...,Z) et suit la loi p.

Si w(Az) = 0, on a que N = +00 p.s. et que, conditionnellement a ’événement
N = 400, la suite (Zy)n>0 est i.i.d. de loi pu. Dans le cas ot 0 < p(A2) < 1, on a
les propriétés suivantes :

~ la loi de N est géométrique de parameétre u(As) ;
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— pour tout k € N, conditionnellement a N = k, les variables (Z1,- -, Zy) sont
indépendantes ;

— pour tout k € N, conditionnellement ¢ N = k, la loi de Z; est pu(-|A1) si
1<i<ketp(-|A2) sii=k.

Exercice 24 Prouver le lemme ci-dessus.

Exercice 25 Appliquer le lemme ci-dessus pour vérifier la validité de la discussion
qui le précéde.

1.6 Action sur les mesures, action sur les fonctions : le
noyau comme opérateur linéaire

Dans toute cette partie, S désigne un ensemble fini ou dénombrable. Nous com-
mencons par définir diverses opérations associant noyaux, fonctions, et mesures sur
S. Tout d’abord, étant donnés deux noyaux de transition p et ¢ sur .S, on définit le
produit pg par la formule : pour tout z,y € S

(pa)(z,y) = >_p(z,2)q(2,y),

z€S
et ’on vérifie que ’on a ainsi défini un nouveau noyau de transition sur S. A présent,
étant donnée une mesure positive v sur S, et un noyau de transition p sur 9, le
produit vp est défini par la formule : pour tout x € .S

(vp)(x) =D v(y)p(y, ),
yeS
avec la convention 0 X +o00 = 0, et 'on vérifie que 'on a ainsi défini une nouvelle
mesure positive sur S, possédant la méme masse que v : (vp)(S) = v(S). Pour une
fonction positive (& valeurs dans [0, +00]) f sur S, et un noyau de transition p sur
S, on définit également le produit pf, par la formule

(pf)(x) =D fWp,y),

yes
avec la convention 0 X +o0o = 0. On vérifie que 'on a ainsi défini une nouvelle fonction
positive sur S, et 'on note que sup,cg(pf)(z) < sup,cg f(z). Enfin, étant donnée
une mesure positive v sur S et une fonction positive f, nous noterons
vf = Zf(:v)y(x)
€S

Les définitions ci-dessus s’étendent naturellement au cas d’une mesure signée
v = vy —v_ (différence de deux mesures positives) et d’une fonction & valeurs réelles
f = f+ — f- (écrite comme différence de sa partie positive et négative), pourvu que
les parties positives et négatives donnent chacune lieu & une valeur finie.
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Proposition 9 Les produits précédents sont associatifs :
- sip,q,r sont trois noyauz de transition sur S, (pq)r = p(qr) ;
- 81 p,q sont deuzr noyauxr de transition sur S et v une mesure positive sur S,
v(pq) = (vp)q;
- si p,q sont deux noyauz de transition sur S et f une fonction positive sur S,

(ra)f =plaf);

— si p est un noyau de transition sur S, v une mesure positive, et f une fonction
positive sur S, (vp)f = v(pf).

Ces propriétés restent vérifies en considérant des mesures signées et des fonctions

réelles donnant lieu o des parties positives et négatives finies dans toutes les expres-

S10NS.

Méme s’il ne couvre pas la totalité des cas possibles, on peut néanmoins retenir

le résultat suivant.

Proposition 10 L’action d’un noyau de transition a droite (sur les fonctions) défi-
nit un opérateur linéaire continu de norme 1 de £>°(S) dans lui-méme. L’action d’un
noyau de transition & gauche (sur les mesures) définit un opérateur linéaire continu
de norme 1 de €*(S) dans lui-méme. Les actions & gauche et a droite sont duales

pour la dualité entre mesures signées de masse finie et fonctions bornées.
Exercice 26 Prouver les propositions ci-dessus.

Dans le cas ot S est un ensemble fini, on peut interpréter matriciellement les
opérations précédentes : les noyaux s’identifient & des matrices indexées par S x S,
les mesures comme des vecteurs-lignes indexés par S, et les fonctions comme des
vecteurs-colonnes indexés par S. Les produits précédents s’identifient alors exacte-
ment aux produits usuels entre matrices.

Dans la suite, nous utiliserons la notation p™ pour désigner le produit itéré n fois
du noyau de transition p avec lui-méme, avec la convention selon laquelle p°(z,y) = 1
six =y, et p°(x,y) = 0 sinon.

L’interprétation de ces opérations en termes probabilistes est résumée par les

propositions suivantes.

Proposition 11 Considérons une loi initiale v sur S, et une suite de noyauxr de
transition p = (pn)n>0. On a alors, pour tout n > 0, tout x € S,

Pyp(Xn =) = (vpo -+ pn1)(@).

De plus, pour toute fonction positive f définie sur S,

Em,p(f(Xn)) = (pO o 'pn—lf)(x)
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et, plus généralement,

Evp(f(Xn)) =vpo---pnf.

On note que le résultat de la proposition est encore valable si I’'on considére des
fonctions réelles pour lesquelles les parties positives et négatives donnent toutes les
deux une valeur finie dans les expression considérées.

Exercice 27 Prouver la proposition ci-dessus et laffirmation qui la suit.

Dans le cas homogéne, on déduit en particulier de cette proposition que, pour
tout n > 0, et tout x € 5,

Px(Xn = y) = pn(x,y)'

On en déduit la propriété suivante, qui ne fait que traduire la propriété de semi-
groupe de la suite des noyaux itérés (p™)n>0, et que 'on peut déduire directement de
la propriété de Markov, connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov :

P (Xntm = v) ZP Xn = 2)P.(Xim = y).
z€S

On retient notamment de ce qui précéde que la loi de probabilité de 'état dans
lequel se trouve une chaine de Markov aprés n pas s’obtient en composant 'action
successive de n opérateurs linéaires sur sa loi initiale ; de la méme fagon, la fonction
indiquant, pour chaque état initial possible dans S, la valeur moyenne de f sur
I’état de la chaine aprés n pas en partant de cet état initial, s’obtient en composant
Paction de n opérateurs linéaires sur f. (Attention au fait que les compositions
ne s’effectuent pas dans le méme ordre dans les deux cas!) C’est cette remarque
fondamentale qui permet d’utiliser, pour étudier les chaines de Markov, les techniques
liées & la composition d’opérateurs linéaires (et notamment les méthodes spectrales),
en particulier dans le cas homogéne ou 'on a affaire a 'action d’un méme opérateur
linéaire composé avec lui-méme.

Exercice 28 Soit p un noyau de transition, (X,)n>0 une chaine de Markov homo-
géne de noyau de transition p, et f : S — S une fonction bornée. On définit une
suite de variables aléatoires (My,)n>0 par

i
L

My = f(Xn) = f(Xo) = ) (0f)(Xk) = F(Xk).
0

=
Il

1) Montrer que (My)n>0 est une martingale par rapport a la filtration (Fr)n>0-

2) Montrer que, réciproquement, une suite de variables aléatoires (Xy)n>o0 telle que
propriété ci-dessus est vérifiée, est nécessairement une chaine de Markov homogéne
associée au noyau p.
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1.7 Extensions de la notion de chaine de Markov

La notion de chaine de Markov que nous étudions dans ce cours traite de processus
en temps discret, car elle porte sur des suites de variables aléatoires indexées par
les entiers, et en espace discret, car les variables en questions prennent leurs valeurs
dans des espaces d’états S finis ou dénombrables. De nombreuses généralisations de
cette notion existent, pouvant porter sur le caractére discret du temps, de ’espace,
ou la propriété de Markov elle-méme. Sans beaucoup entrer dans les détails, nous
donnons ci-aprés une petite liste des plus courantes de ces extensions.

1.7.1 Chaine de Markov en temps discret et espace quelconque

L’hypothése que l'espace des états de la chaine est fini ou dénombrable est une
restriction importante, et 'on peut assez facilement définir une notion de chaine
de Markov a valeur dans des espaces généraux, en tenant correctement compte des
questions de mesurabilité, qui sont inexistantes dans le cas ou l'espace d’états est
discret.

On étend d’abord de maniére convenable la notion de noyau de transition.

Définition 3 Etant donné un espace mesurable (S,S), on appelle noyau de transi-
tion toute application p(-,-) de S x S dans Ry telle que :
~ pour tout A € S, x +— p(x, A) est une application mesurable de (S,S) dans R
muni de sa tribu Borélienne ;
— pour tout x € S, p(x,-) est une mesure de probabilité sur (S,S).

Ensuite, ’action d’un noyau sur les mesures et sur les fonctions se définit de ma-
niere analogue a celle décrite précédemment, de méme que la mesure P, ,, sur I’espace
des trajectoires. On peut alors par exemple caractériser la propriété de Markov par
lidentité (1.5), mais les autres versions de la propriété de Markov peuvent également,
se généraliser sans grande difficulté.

Si la définition des chaines de Markov dans ce contexte ne pose guére de pro-
blémes, le comportement des objets ainsi définis peut se révéler sensiblement plus
complexe que dans le cas ol 'espace est discret, et de nombreuses pathologies sont
susceptibles d’apparaitre. Dans une certaine mesure, il est possible d’adapter les
méthodes et les résultats qui prévalent dans le cas des espaces discrets, en général
au prix d’hypothéses de régularité supplémentaires sur le noyau de transition de la
chaine. Pour un exemple simple, consulter par exemple la discussion de la notion de
chaine de Harris dans [18].

Pour des développements beaucoup plus poussés, voir par exemple les ouvrages
[36, 40, 43].
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1.7.2 Chaine de Markov en temps continu et espace discret

Méme en se restreignant a des espaces d’états discret, il peut étre intéressant
de considérer des familles de variables aléatoires indexées par une variable de temps
continue plutét que discréte. Du point de vue des applications, on obtient ainsi des
modeéles plus réalistes de phénoménes se déroulant en temps réel. D’un point de vue
plus mathématique, les modéles en temps continu se prétent davantage a 'utilisation
des outils du calcul différentiel, et ont également ’avantage de s’intégrer directement
dans la théorie plus générale des processus & temps continu (voir la section suivante).
Deux chapitres de |7] sont consacrés aux chaines de Markov en temps continu. On
peut également consulter [39], et [4] pour des développements plus poussés.

Une maniére naturelle de définir la notion de chaine de Markov en temps continu
consiste a généraliser la définition (1.1) et les caractérisations de la propriété de
Markov données & la suite de celle-ci. Nous ne traiterons que de la généralisation de
la notion de chaine de Markov homogéne, et nous aurons besoin de la notion suivante.
Une famille (p*)(-, -)ier, de noyaux de transition est appelée un semi-groupe si elle
vérifie, pour tous s,t € Ry, la relation

ps+t — pspt’
ainsi que lidentité p® = I, ot I est le noyau de transition défini pour tout « € S par
I(z,x) =1et I(z,y) = 0 pour y # .

Une famille de variables aléatoires (X;);er, définies sur un espace probabilisé
(Q, F, P) et avaleurs dans I’ensemble fini ou dénombrable S, sera appelée une chaine
de Markov (homogéne) en temps continu s'il existe une loi de probabilité v sur S
et un semi-groupe (p'(-,-))tcr, de noyaux de transition' tels que, pour toute famille
d’indices 0 =: ty < t1 < ... < t,, et toute suite xg,...,x, d’éléments de S, on ait
I’identité .

P(Xiyt, = xom) = v(x0) X Hpti“_ti(:pi,l,a:i).
i=1
De maniére équivalente, on peut demander que, pour tous m > 0 et n > m+1, toute
famille d’indices 0 =: tg < t1 < ... < t,, et toute suite zg,...,x, d’éléments de S
telle que P(Xy,.t,, = o:m) > 0,

P(Xtpiritn = Tty aita Xtortm, = Ttort) = P( Xty 1oty = Tty | Xty = T1,,),

! Attention : 'indice ¢ dans la notation p'(+,-) employée ici ne joue pas le méme réle que l'indice
n dans la notation p,(-,-) utilisée dans le cas discret. Dans le cas discret, I'indice n permet de
considérer des chaines de Markov n’ayant pas le méme noyau de transition a chaque pas, c’est-a-
dire inhomogénes. Dans le cas présent, nous décrivons une chaine de Markov homogeéne, et 'indice
t doit étre employé du fait que, les trajectoires étant indexées par une variable de temps continue,
celles-ci ne peuvent pas étre découpées en "pas'" élémentaires comme dans le cas discret. En fait, il
faut plutot rapprocher la notation p* de la notation p™ employée pour désigner la puissance n-éme
du noyau p.
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les autres caractérisations de la propriété de Markov données dans le cas discret
pouvant étre adaptées de maniére similaire.

Comme dans le cas discret, v apparait alors comme la loi de Xo, et p'(x,y)
doit vérifier p'(x,y) := P(Xs14(y)|Xs = ) lorsque P(X; = x) > 0. On voit fa-
cilement d’aprés la définition que, dans le cas ou P(X, = z) > 0, on doit avoir
I'équation (dite de Chapman-Kolmogorov) p**i(x,y) = P(Xsitrw = y| Xy = @) =
> Les P (@, 2)p'(z,y) = (p°p')(w,y), ce qui explique le fait que nous avons supposé
a priori que (p)ier , forme un semi-groupe. Bien entendu, comme dans le cas dis-
cret, il n’y a en réalité aucune contrainte portant sur la valeur de p®(zx,-) lorsque
P(X; =z) =0 pour tout t € R} (on peut alors toujours supposer que, dans ce cas,
p*(xz,z) = 1 et p®(x,y) = 0 pour y # x, ce qui permet de garantir la propriété de
semi-groupe).

On note que la donnée du semi-groupe (pt)ier ., et de la loi initiale v caractérise
complétement? la loi de (Xt)ier, en temps que variable aléatoire de S®+ munie de la
tribu engendrée par les coordonnées, cette loi étant uniquement déterminée par ses
marginales de dimension finie. La propriété de Markov de (X;);er, apparait en fait
comme une propriété de cette loi, et ne peut donc servir directement & caractériser
des propriétés telles que la régularité des trajectoires de la forme ¢ — X;(w), qu'il est
pourtant nécessaire de considérer pour obtenir une théorie satisfaisante. Nous dirons
qu’une fonction de Ry dans S est a sauts réguliers si elle continues a droite avec
des limites & gauche en tout point, et n’effectue qu'un nombre fini de sauts dans tout
intervalle borné. Nous dirons qu'une famille de variables aléatoires (X;);er, définie
sur un espace probabilisé (Q, F, P) est a sauts réguliers si, hormis pour w dans un
ensemble de probabilité nulle sous P, la fonction ¢ — X;(w) est a sauts réguliers.
Ensuite, un semi-groupe de noyaux de transition (p;);>o sera dit régulier si, pour
toute loi de probabilité v sur S (ou, simplement toute loi de probabilité de la forme
v =0, avec x € 5), il existe une chaine de Markov a sauts réguliers de loi initiale v
et de semi-groupe (p¢)e>0.

1l possible de développer la théorie des chaines de Markov en temps continu a par-
tir de I’étude des propriétés analytiques de ce semi-groupe (voir par exemple |7, 4]).
Cependant, comme nous ne souhaitons donner dans ce cours, qui traite essentielle-
ment du temps discret, qu’un bref apercu de la notion, nous présentons plutot une
construction, essentiellement équivalente, mais s’appuyant sur les chaines de Markov
A temps discret. Nous expliquons dans la suite le lien précis entre les deux points de
vue.

Plutot que de partir d’'un semi-groupe (p')icr, de noyaux de transition, nous
supposerons donc donnée une famille de taux de sauts A = (A(z,y), =,y € 5),

Inversement, on peut toujours construire une chaine de Markov en temps continu associée a un
semi-groupe et une loi initiale donnés.
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les A(z,y) étant des nombres réels vérifiant la condition A(x,y) > 0 pour tous x,y €
S, = # y, ainsi que la condition \(z,z) = — ZyGS Az, y) (qui impose donc que la
somme figurant dans le membre de droite de ’équation soit finie).

Partant de A, on définit ensuite un noyau de transition g(-,-) sur S de la maniére
suivante. Si [A\(z,x)| > 0, on pose, pour tout y # x,

Az, y)
a(r,y) = =—— 7
Zz;éx )\(:L"Z)
et par conséquent g(x,z) := 0. Si A(z,z) = 0, g(z,z) := 1, et, par conséquent,

q(z,y) := 0 pour tout y # .

On considére ensuite une chaine de Markov (Z,)n,>0 de loi initiale v et de
noyau de transition g(-,-), et une suite de variables aléatoires (7,,)p>0 vérifiant la
propriété suivante : conditionnellement & (Zj)r>o les variables aléatoires (7,)n>0
sont indépendantes, la loi (conditionnelle) de 7, étant exponentielle de paramétre
—NZn, Zy) = Zy;éXn A Xn,y), lorsque cette quantité est strictement positive, et 7,
étant pris égal & 400 dans le cas contraire®. La variable aléatoire Tewpl. = Z:{i% ™
est appelée le temps d’explosion. On définit ensuite, pour tout t € [0, T,pp [, la
variable aléatoire Xy, de la maniére suivante : pour tout n > 0, X; := Z,, pour tout
te[ro+- -+ 1,70 + -+ + [ Lorsque P(Teyp. < +00) = 0, on dit qu’il n'y
a pas d’explosion en temps fini, et 'on peut définir X; pour tout £ € R;. On
observe alors que, presque stirement, la trajectoire (X¢);cr, ainsi obtenue est a sauts
réguliers.

On a en fait le résultat suivant, dont la preuve utilise essentiellement la propriété
d’absence de mémoire de la loi exponentielle.

Théoréme 1 Awvec les notations précédentes, dans le cas ot il n’y a pas d’explosion
en temps fini, la famille de variables aléatoires (Xi)icr, est une chaine de Markov
en temps continu & sauts réguliers, au sens défini précédemment.

Exercice 29 Prouver le théoréeme 1.
Remarquablement, le théoréme 1 admet une réciproque, ce qui signifie que la

construction ci-dessus permet en fait d’obtenir toutes les chaines de Markov en temps
continu & sauts réguliers (voir |7] pour une preuve).

311 serait souhaitable de vérifier que 1’on peut effectivement construire une telle famille de va-
riables aléatoires (Zn)n>0 €t (Tn)n>0. Une construction explicite & partir de processus de Poisson
sera donnée par la suite. Les anxieux peuvent tenter de donner eux-mémes une construction élé-
mentaire utilisant par exemple des variables aléatoires uniformes pour générer les variables 7, a
partir des variables X,,.
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Théoréme 2 Si (Xt)t€R+ est une chaine de Markov en temps continu associée a
un semi-groupe régulier de noyaux de transition p'(-,-), il est possible d’obtenir une
chaine de Markov & sauts réguliers de méme loi & partir de la construction basée
sur les taux de sauts présentée ci-dessus. On peut employer pour cette construction
la famille de tauzr de sauts \ définie par (l’existence des limites ci-dessous, et le
fait qu’elles définissent effectivement une famille de tauzr de sauts font partie du

théoreme) :
h
M) = Jim PO,
: (ph($7$) — 1)
A = lim ————=.
(,2) B0 h

Nous allons vérifier directement, pour la construction basée sur les taux de sauts,
que les limites figurant dans le théoréme 2 sont bien satisfaites. Partons donc d'une
chaine de Markov ainsi construite, initialisée selon la loi §,. Posons a(z) := —A(z, z),
et supposons que a(x) > 0, sans quoi le résultat annoncé est trivial. Pour y # x, on
a

P(Xh :y) :P(Zl =y, < h,7'1—|—7'2 > h)+P(Xh =y, < h,7'1—|—7'2 < h) (18)

Constatons déja que, par définition, P(Z; =y, 71 < h) = q(z,y)(1 — e @) d’on
le fait que limy o h™'P(Z; = y,71 < h) = q(z,y)a(x) = Mz,y). Au vu de (1.8),
on en déduit qu’il suffit de montrer que P(71 + 72 < h) = o(h) lorsque h tend vers
zéro pour prouver le résultat concernant pp(x,y). On peut par exemple écrire que
P(11 4+ 712 < h) < P(1p < h, 79 < h), puis, en découpant selon la valeur de Z;, écrire
que
P(T1 < h,’i‘g < h) = ZP(’H < h,Zl =2,T9 < h),
z€S
d’ott
P(ry < h,m72 <h)= Zq(x, 2)(1 — e~ @@hy(1 — g7y,
z€S

Par convergence dominée, on vérifie que limy,_o >, g q(z,2)(1 — e~(®h)y =0, d’on
le résultat lorsque y # x. Le cas y = = peut étre traité de la méme maniére.

Dans ce contexte, la famille de taux A(z,y) constitue ce que l'on appelle le gé-
nérateur infinitésimal du semi-groupe pt(-,-). Comme pour les noyaux de transi-
tion, on peut définir l'action du générateur a droite sur les fonctions par (\f)(z) =
> yes M@,9) f(y), et a gauche sur les mesures par (uA)(z) = >_, s p(y)A(y, z). Pour
une fonction ou une mesure positive ne prenant que des valeurs finies, la définition a
toujours un sens car A(z,y) > 0 sauf si x = y. On étend la définition aux fonctions
et aux mesures non-nécessairement positives par le procédé habituel.

Au vu des théorémes précédents, on déduit la proposition suivante.
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Proposition 12 Un semi-groupe régulier de noyauz de transition (pt)t€R+ est en-
tierement déterminé par la donnée de son générateur infinitésimal.

Exercice 30 Prouver la proposition ci-dessus & partir des théorémes précédents.

En revanche, compte-tenu de la possibilité d’explosion en temps fini, une famille
de taux de sauts A telle que définie ci-dessus ne donne pas nécessairement lieu & un
semi-groupe régulier dont A serait le générateur infinitésimal. Telle que présentée ici,
la construction n’est possible qu’en 1’absence d’explosion (mais diverses extensions
sont possibles, voir par exemple [4]).

L’exercice 34 ci-dessous donne une caractérisation des familles de taux de sauts
pour lesquels il n’y a pas d’explosion en temps fini.

Exercice 31 Donner un exemple de famille de tauzr de sauts pour laquelle il y a
explosion en temps fini avec probabilité positive.

Exercice 32 Monitrer que, dans le cas ot S est de cardinal fini, on a toujours
P(Teppi. < 4+00) =0, et plus généralement lorsque sup |\(z, z)| < +oo.

Exercice 33 Montrer que, sur l'événement {T.pp. < +00}, avec probabilité 1, chaque
élément de S ne doit étre visité qu’un nombre fini de fois par la chaine (Zy,)n>0.

Exercice 34 Le but de cel exercice est d’établir la caractérisation suivante, dile
critére de Reuter : étant donné une famille de tauz de sauts X\, il n’y a pas d’explosion
en temps fini si et seulement si, pour tout nombre réel positif v > 0, le systéme
d’équations
v+ Az, x)uy = Z Az, y)uy; x €S,
yES, y#x

n’admet aucune solution u = (uy)zes positive, bornée, et distincte de u, = 0.

1) On définit, pour tout x € S et tout v > 0, uy(7y) = E(exp(—7Tewpl.)), 0 espé-
rance est prise par rapport & la contruction ayant pour loi initiale 6,. Montrer que,
dans le cas ot P(Tepp. < +00) > 0, ugz(7y) fournit la solution recherchée au systéme.
2) On suppose & présent que nous disposons d’une solution u = (ug)zes négative,
bornée, et distincte de u, =0 au systéme, et que, par ailleurs, P(Tiyy,. < +00) =0.
Montrer alors que la famille de variables aléatoires (exp(—vt)ux,);~q constitue une
martingale (on peut se contenter de le vérifier pour les t de la forme t= o+ +7n).
Conclure & une contradiction en analysant le comportement lorsque t — +00.

On peut réécrire le résultat final du théoréme 2 sous la forme

I
hl—% h
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ou la limite a lieu coordonnée par coordonnée pour tout (z,y) € S.
t+h _ pt — (ph

a ce que les deux équations suivantes soient vérifiées (bien entendu, ce n’est qu'un

En écrivant, pour t € Ry, que p — I)pt = pt(p" — I), on s’attend

calcul purement formel pour U'instant, car il y a de sérieux problémes de convergence
a régler) :
d t
j = pt)\a
t

dpt
dt
soit, de maniére plus explicite :

dp'(x,y) ” = 3" Ma, 2)p (2, y), (1.9)

=\,

dp ° y Zp (x, 2)A(z,y). (1.10)

L’équation (1.9) est appelée équation de Kolmogorov rétrograde, tandis
que (1.10) est appelée équation de Kolmogorov progressive. Pour que cette
équation est un sens, on doit s’assurer et de la différentiabilité des fonctions ¢ +—
p'(z,y), et de la convergence des séries qui apparaissent dans les équations. Nous
n’en donnerons pas la preuve (voir par exemple [4]), mais il est en fait possible de
vérifier rigoureusement ces propriétés.

Théoréme 3 Etant donné un semi-groupe régulier de noyauz de transition (pt)teRJr,
les équations de Kolmogorov progressive et rétrograde sont satisfaites.

Pour résumer, le générateur infinitésimal joue en quelque sorte dans le cas continu
le role dévolu au noyau p (ou plus exactement p—1I') dans le cas discret, et les équations
de Kolmogorov, progressives ou rétrogrades, correspondent simplement au fait que p™
s’obtient par produit itéré de p avec lui-méme. Nous n’approfondirons pas davantage
ici le lien entre semi-groupe et générateur infinitésimal. Mentionnons simplement
le fait important suivant, qui constitue en quelque sorte une forme intégrée de la
définition du générateur a partir du semi-groupe : si (X¢)¢>0 est une chaine de Markov
a sauts réguliers associée & un semi-groupe régulier (p’);cr, dont A est le générateur
infinitésimal, et si f est une fonction définie sur S et & valeurs réelles, alors, sous
certaines hypotheéses de régularité sur f, la famille de variables aléatoires (M;)i>0
définie par

M, = F(X0) — F(Xo) /0 (\f)(Xo)ds,

est une martingale par rapport a la filtration (F3)¢>o.

Exercice 35 Prouver le fail ci-dessus lorsque la fonction f est bornée. Comparer
avec l'exercice 28.
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Dans le cas ot 'on souhaite construire la dynamique & partir d’une famille de taux
de sauts, il est possible de donner une réalisation explicite de celle-ci au moyen d’une
famille de processus de Poisson. Plus précisément, on supposera donnée une famille
P(x,y), v,y € S, x # y, de processus de Poisson sur Ry (vus comme des sous-
ensembles aléatoires), mutuellement indépendants, chaque P(z,y) ayant un taux
constant égal a A(x,y). Considérons n > 0, et supposons donnés les valeurs Z,, = z
et 70+ -+ 7,_1 = t utilisés pour la construction. On définit alors ¢, comme le plus
petit élément de la réunion des ensembles P(x, y)N|t, 400 pour y € S, et z, comme
Iélément de S vérifiant ¢, € P(x,z.). Compte-tenu de nos hypothéses sur A, avec
probabilité 1, t, existe et vérifie ¢, > ¢, tandis que z, est unique. On définit alors
Lngl = Ty €t T i =1, — 1.

Une interprétation intuitive utile de la construction donnée ci-dessus peut se
résumer ainsi : lorsque la chaine est dans ’état x, au cours d’un intervalle de temps
infinitésimal dt, la probabilité que la chaine effectue un saut vers y # = est donnée
par \(z,y)dt.

Exercice 36 Prouver que la construction définie ci-dessus satisfait bien les proprié-
tés attendues de la construction par les tauxr de sauts.

Dans le cas ot la famille de taux de sauts est bornée, il est possible de donner une
représentation plus simple de la dynamique, ne faisant appel qu’a un seul processus
de Poisson. Supposons donc donné un nombre réel p > 0 tel que sup g |A(z, x)| < p.

Définissons alors le noyau de transition 7(-,-) sur S de la maniére suivante : si z # y,
AMz.y)

on pose r(x,y) := 5

et r(z,z) =1-3% ., r(z,y). En d’autres termes,
r=1+4+\/p.

Notre hypothése sur p assure que 'on définit bien ainsi un noyau de transition. La
construction reprend alors les étapes de la construction générale & partir des taux de
sauts, mais en modifiant les définitions de Z,, et 7,,. Plus précisément, on considére
donc une chaine de Markov (Z,,)n>0 de loi initiale v et de noyau de transition (-, -),
et une suite de variables aléatoires (7,)p>0 i.i.d. de loi exponentielle de parameétre
p. En posant, pour tout t € Ry, Ny = card{i; 70+ --- + 7,1 < t} on obtient la
représentation X; = Zy,, (INV¢)e>0 étant le processus de comptage associé au processus
de Poisson dont les accroissements sont donnés par les variables aléatoires (7, )n>0-
Insistons sur le fait que N; est indépendant de la chaine (Z,)n>o0.

Exercice 37 Prouver que la construction définie ci-dessus salisfait bien les proprié-
tés attendues de la construction par les tauxr de sauts.

Par rapport a la construction générale, on constate que les lois des dates aux-
quelles ont lieu les sauts ne dépendent pas des états dans lesquels la chaine se trouve,
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ce que l'on corrige en introduisant des sauts fictifs d'un état vers lui-méme. On vérifie
facilement que 'on a alors, pout tout t € R4, la relation

400 tpk
t 2 : k —pt _ _pt(r—I) _ _tA
= T ——€ =€ =e .

! n=0 k

(Cette identité a lieu coordonnée par coordonnée.)

Exercice 38 Vérifier que, dans le cas particulier ci-dessus, les équations de Kolmo-
gorov progressive et rétrograde sont vérifiées.

Mentionnons une famille importante de chaines de Markov en temps continu : les
processus de naissance et de mort. L’espace d’états de ces processus est ’ensemble
N des entiers naturels, et les seuls sauts autorisés consistent & ajouter ou retrancher
1 & I’état courant. Plus précisément, on suppose que l'on a deux suites (a;)i>0 et
(Bi)i>1, et que, pour tout > 0, AM(z,z + 1) := ag, tandis que pour tout = > 1,
Mz, — 1) := (. Les taux A(z,y) avec y € {x — 1,2, X + 1} sont égaux a 0.

Exercice 39 On considére une population d’individus dans laquelle, au cours de
chaque intervalle de temps infinitésimal dt, chaque individu de la population peut
mourir avec probabilité udt, ou, au contraire, donner naissance & un autre individu,
avec probabilité vdt, indépendamment des autres individus présents. Montrer que la
population totale est décrite par un processus de naissance et de mort. Quels sont les
parameétres correspondants ?

Exercice 40 On considére un processus de naissance (X¢)e>0 constrtuit a partir des
tauz de sauts oy = x (et pas de mort, donc By :=0), et vérifiant Xo := 1.

1) Montrer qu’il n’y a pas d’explosion en temps fini.

2) On pose, pour tout v > 0, f,(t) := Elexp(—yXy)]. Grice auz équations de Kol-
mogorov, trouver une équation différentielle satisfaite par f., et la résoudre.

3) En déduire que, pour toutt > 0 etn > 1, P(Xy =n) = a(l—a)", ot a := exp(—t).
4) Retrouwver la loi de Xy a Uaide d’un argument purement probabiliste. (Indication :
représenter la généalogie du processus, et la considérer a rebrousse-temps).

5) Que dire de la loi de exp(—t) X, lorsque t — 400 ?

6) Montrer que (exp(—t)X¢)i>0 est une martingale. En déduire que lims—, | o exp(—t)X¢
eriste presque siirement.

7) On considére a présent non plus un, mais deuz processus de naissance indépen-
dants (Xi)i>0 et (Yi)i>o avec Xo = A et Yy := B. Soit (Tn)n>0 la suite crois-
sante des instants des sauts de Xy et Yy (avec 19 := 0). Quelle est la loi de la suite
(XTn7 an)nzo ?

8) Retrouver & partir des questions précédentes le fait que la proportion de boules
rouges dans une urne de Pdélya contenant initialement A boules rouges et B boules
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blanches (avec A, B > 1), et dans laquelle on ajoute & chaque tirage une boule sup-
plémentaire de la méme couleur que celle qui vient d’étre tirée, converge presque
stirement vers une valeur limite distribuée selon une loi Beta de paramétres (A, B).

Exercice 41 (Urne d’Ehrenfest en temps continu) On reprend le contezte du modéle
de 'urne d’Ehrenfest, mais en temps continu cette fois. Les N particules évoluent de
maniére indépendante, chaque particule sautant d’une cavité a 'autre lors d’instants
de sauts donnés par un processus de Poisson d’intensité constante associé da cette
particule.

1) Montrer que la suite des configurations lors des instants de saut correspond au
modeéle de l'urne d’Ehrenfest en temps discret.

2) Ezpliciter la loi du nombre de particules se trouvant dans la cavité 1 au temps t.
3) En déduire une estimation sur le temps nécessaire pour passer d’une configuration
équilibrée (autant de particules dans chaque cavité) a une configuration déséquilibrée,
et, inversement, une estimation sur le temps nécessaire pour passer d’une configura-
tion déséquilibrée o une configuration équilibrée.

Exercice 42 Monirer qu’un processus de naissance et de mort n’explose pas en
temps fini si et seulement si

+oo
S (Ll By

o— Qp QpQin—1 Qp - Q10

1.7.3 Processus de Markov en temps continu

Un saut technique trés important est nécessaire pour pouvoir traiter des pro-
cessus évoluant en temps continu sur des espaces qui ne sont pas discrets, et nous
nous contenterons de mentionner la définition correspondante, assortie de quelques
commentaires et références.

Plutédt que de définir d’abord la propriété de Markov dans un cadre général, puis
de restreindre I’étude & des processus pouvant se réaliser au moyen de trajectoires
suffisamment réguliéres, comme nous l'avons fait dans le cas temps continu/espace
discret, nous supposerons d’emblée que les processus étudiés possedent des trajec-
toires satisfaisant les propriétés de régularité souhaitées.

Ainsi, pour définir un processus Markovien (homogéne) en temps continu & valeur
dans un espace S général, on suppose que S est muni d’une topologie, et de la
tribu Borélienne associée. On prend pour espace des trajectoires possibles pour le
processus, ’ensemble D([0, +00),.S) des fonctions continues a droite avec des limites
a gauche en tout point, de [0, +00) dans S, que ’on munit de la tribu F engendrée
par les projections Xy, ot X¢((2s)s>0) = x+. Un processus de Markov est alors
caractérisé par la famille des lois des trajectoires obtenues en considérant tous les
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point de départ possibles pour le processus, c¢’est-a-dire ici une famille de mesures de
probabilité (Pg)zes sur D([0,+00),.S), vérifiant les conditions suivantes :
-P,(Xo=12)=1,;
— pour tout A € F, x +— P,(A) est mesurable;
— pour tout z € S et tout t > 0,

Py (0 (A)|F) = Px,(A), Po = p.s.,

ou F; et 6; sont définis de maniére analogue au cas discret. On voit que la propriété
de Markov est ici traduite par la troisiéme condition.

Comme dans le cas temps continu/espace discret, on peut développer une théorie
décrivant les liens entre semi-groupe et générateur infinitésimal, mais celle-ci est
beaucoup plus difficile et sophistiquée.

Un exemple classique de processus de Markov en temps continu et espace non-
discret est le mouvement Brownien (voir par exemple [44, 28, 46]), pour lequel 1'es-
pace d’états est typiquement R ou R? Un autre exemple est constitué par les sys-
témes de particules en interaction (voir par exemple [32, 31]), pour lesquels Iespace
est typiquement de la forme SZd, ol S est discret.

1.7.4 Champs markoviens

La notion de champ markovien constitue une généralisation des chaines de Mar-
kov, dans laquelle la structure uni-dimensionnelle de 'indexation des variables par N
est remplacée par une structure de graphe générale. Pour simplifier la discussion, nous
ne considérerons que des graphes finis. Considérons donc un graphe fini G = (V, E)
non-orienté, et une famille de variables aléatoires & valeurs dans un ensemble fini
ou dénombrable S, indexée par les sommets de G, c’est-a-dire de la forme (Xy)ypev -
Etant donné un sous-ensemble A C V, nous noterons F4 la tribu engendrée par les
variables aléatoires (X,; v € A), et A la frontiére de A au sens de la structure de
graphe de G, c’est-a-dire ’ensemble des éléments de V' \ A reliés par une aréte a un
élement de A.

On dira que (X,)yev est un champ markovien si la propriété suivante, qui géné-
ralise la propriété de Markov, est vérifiée : pour tout sous-ensemble A C V, et tout
I c 84,

P((Xu)oea € TIFa) = P((Xu)oen € T1Fon).

En d’autres termes, les valeurs du champ sur ’ensemble A ne dépendent des valeurs
du champ & l'extérieur de A que par I'intermédiaire des valeurs prises sur la frontiére
séparant A et 'extérieur de A.

Exercice 43 Montrer que, si (Xmm)o<m<n est une chaine de Markov, elle constitue
également un champ Markovien associé au graphe G dont les sommets sont formés
par Uensemble [1,n], deuz entiers étant reliés par une aréte s’ils différent de +1.
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Exercice 44 Etant donné un graphe fini G = (V, E), on dit qu’un sous-ensemble C
de V' constitue une clique de G si toute paire de sommets distincts de C' est reliée
par une aréte de G. Un potentiel de Gibbs sur SV associé a la structure de graphe de
G est la donnée, pour toute clique C, d’une fonction W définie sur SC et & valeurs
dans | — oo, +00]. On construit alors une fonction d’énergie associce définie sur SV
et & valeurs dans | — oo, +00] en posant

H((xv)UEV) = Z WC((':CU)’UEC)'
C

Une famille de variables aléatoires a valeurs dans S indexée par V' constitue un champ
de Gibbs lorsque sa loi jointe est associée a un potentiel de Gibbs par lintermédiaire
de la relation :

P((Xover = (@0)uev) = 7 exp(~BH((z)uev),

ot B > 0, et ou Z est une constante de normalisation. Montrer que tout champ de
Gibbs est un champ markovien.

En fait, la réciproque au résultat de ’exercice ci-dessus est vraie : tout champ
markovien (sous réserve d’une condition de non-dégenerescence) est un champ de
Gibbs pour un certain potentiel, au moins dans le cas d’un graphe fini (la situation
est bien plus complexe dans le cas d’un graphe infini).

Exercice 45 Vérifier que, dans Uezercice 43, le champ markovien que l'on obtient en
considérant une chaine de Markov est bien un champ de Gibbs. Préciser le potentiel
correspondant.

Exercice 46 Vérifier que la fonction H définie dans 'exercice 18 est un potentiel
de Gibbs.

L’ouvrage |7] contient une discussion des champs markoviens. Pour un traitement
plus deétaillé, voir par exemple [23] et les références qu’il contient.

1.7.5 Chaines de Markov avec plusieurs pas de mémoire

Du point de vue de la modélisation, la propriété de Markov peut se révéler trop
restrictive : au sein d’une séquence, la dépendance d’une valeur vis-a-vis de l’en-
semble des valeurs passées peut s’étendre au-dela de la simple valeur précédente. Par
conséquent, il est naturel de s'intéresser a des modéles incorporant des dépendances
& plus longue portée. Dans le cas ol l'on se restreint & une dépendance de portée
bornée, on obtient la notion de chaine de Markov d’ordre M, ou encore de chaine de
Markov avec mémoire de longueur M (la notion standard correspondant a M = 1).
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Pour caractériser une telle chaine de Markov, on supposera donnée une loi initiale v
sur SM | et une famille de noyaux de transition (p,)n>0 de SM vers S (c’est-a-dire
que, . pour tout n > 0 et € SM_ p,(x,-) est une probabilité sur S). L’analogue

de la propriété de Markov est slors le suivant : pour toute suite xg,...,z, (avec
n+1> M)
n—M
P(Xon = xom) = v(@0, -, onr1) || pi@iiar—1, wigar)-
i=0

D’un point de vue formel, cette notion se raméne en fait exactement a la notion
usuelle de chaine de Markov, comme le montre I’exercice suivant.

Exercice 47 Etant donnée une suite de variables aléatoires (Xy)n>0, montrer qu’il
y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

— la suite (Xy)n>0 est une chaine de Markov d’ordre M ;

— la suite (X1 0—1)i>0 est une chaine de Markov sur SM—1,

Préciser le lien entre les noyaux de transition dans les deux cas.

1.7.6 Semi-chaines de Markov

Une chaine de Markov homogéne posséde la propriété suivante : le nombre de pas
passés par la chaine dans un état donné suit toujours une loi géométrique. Pour se
donner la possibilité de modéliser des séquences qui ne satisfont pas cette propriété,
on introduit la notion de semi-chaine de Markov, dans laquelle, partant d’une chaine
de Markov au sens usuel et vérifiant p(x,z) = 0 pour tout = € S, on fait passer au
processus, dans chaque état visité par la chaine de Markov, un nombre de pas dont
la loi est prescrite par le modeéle, et dépend de cet état.

Exercice 48 Ecrire en détail un tel modéle.

Pour en apprendre davantage sur le sujet, voir par exemple [5].

1.7.7 Chaines de Markov cachées

Pour définir une chaine de Markov cachée, on se donne un espace d’états cachés
S et un espace d’états observés V' (que nous supposerons tous les deux finis ou
dénombrables), une loi initiale v sur S, une famille de noyaux de transition (pg)g>0
sur S, et une famille (g;)r>0 de noyaux de transition de S vers V, c’est-a-dire que,
pour tout k>0 et x € S, qi(x,-) est une probabilité sur V.

Une chaine de Markov cachée associée a ces éléments est une suite de couples de
variables aléatoires (X, Y, )n>0 telle que (X,,),>0 est une chaine de Markov associée
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a la loi initiale v et & la famille de noyaux de transition (pg)r>0, tandis que, condi-
tionnellement a (X,,)n>0, les variables aléatoires (Y})r>0 sont indépendantes, la loi
de Yy sur V étant donnée par qi (X, ).

Comme la terminologie le suggére, ce type de modéles est employé pour décrire
des suites de variables observées, dont la dépendance est en fait controlée par une
suite markovienne de variables non-observées. Ce type de modéle est employé dans de
nombreuses applications, par exemple pour le traitement du signal, la reconnaissance
de la parole, ou la modélisation de séquences biologiques telles que ’ADN.

D’un point de vue théorique, la notion de chaine de Markov cachée s’identifie
en fait avec celle de chaine de Markov partiellement observée. Les exercices suivants
développent un peu ce point de vue.

Exercice 49 Dans cel exercice, on monire que les notions de chaine de Markov
cachée et de chaine de Markov partiellement observée sont en fail équivalentes.

1) Etant donnée une chaine de Markov (X,)n>0, et une fonction f : S — V,
montrer que la suite (X, f(X,)) est une chaine de Markov cachée.

2) Réciproquement, montrer que, si (X, Yn)n>0 est une chaine de Markov cachée,
on peut représenter Y, sous la forme Y, = f(Z,), ot (Zn)n>0 est une chaine de
Markov.

Exercice 50 Considérons une suite de variables aléatoires i.i.d. de Bernoulli de
parametre 1/2, (ep)n>0. Définissons Xy := (e, Ent1).

1) Montrer que (X,)n>0 est une chaine de Markov. Que peut-on dire de la suite
(Xon)n>0 ?

2) Sur {0,1}2, définissons la fonction f par f(0,0) := 0, f(0,1) = f(1,0) := 1,
f(1,1) := 2, et considérons la suite (Y)n>0 définie par Y, = f(X,). Montrer que
(Yo)n>0 n'est pas une chaine de Markov, méme si l'on s’autorise & considérer des
chaines a plusieurs pas de mémoire.

Exercice 51 On considére deux ensembles finis ou dénombrables S et V', une appli-
cation f : S — V, et une chaine de Markov (Xy)n>0 sur S de noyau de transition
D.

1) Supposons que p vérifie la propriété (*) suivante : pour tous x,y € S tels que
f(x) = f(y), on a Uégalité p(z, f~1(v)) = p(y, f~1(v)) pour tout v € V. (Nous
employons la notation p(x,A) = > c4p(x,2).) Montrer qu’alors (f(Xn))n>0 est
une chaine de Markov. Quel est le noyau de transition correspondant ?

2) Montrer que, pour un noyau irréductible, il y a en fait équivalence entre la propriété
(*) définie a la question précédente, et la propriété suiante : pour toute loi initiale
v sur S, (f(Xn))n>0 est une chaine de Markov pour la probabilité P, ,,.

Tout un ensemble de méthodes et d’algorithmes ont été développés pour 'infé-
rence statistique dans le contexte chaines de Markov cachées. Pour motiver ’exercice
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qui suit, posons-nous la question de savoir comment calculer la probabilité d’une sé-
quence de valeurs observées. Dans le cas d’une chaine de Markov, la réponse est
immeédiate : la probabilité d’observer la suite de valeurs =z, ..., z, est donnée par
le produit v(zo)po(xo,x1) - Pn-1(Tn-1,2n). Dans le cas d’'une chaine de Markov
cachée, la probabilité d’une suite de valeurs observée yq, ..., y, est donnée par

Z v(xo)po(xo, 1) - Pn—1(Zn—1, Zn)q0(20,Y0) - * - @n(Tn, Yn)-

xO:nESTH—l

Clairement, calculer une telle somme est trés rapidement impossible, méme si S ne
comporte qu'un petit nombre d’états. L’algorithme décrit dans l'exercice suivant
montre comment des algorithmes de calcul itératifs peuvent étre employés pour ré-
soudre ce type de probléme.

Exercice 52 (Algorithme progressif-rétrograde de Viterbi) Dans cet exercice, on
suppose que les ensembles d’états S et V sont finis. On considére une chaine de
Markov cachée (X, Yn)n>0 avec les notations v, p;, ¢; définies précédemment, et
une suite de valeurs observées yo, ..., Yn.

1) On définit une suite (a;(x))o<i<n, * € S, de la maniére suivante. Pour initialiser,
on pose ap(x) = v(z)qo(x,yo). Puis par récurrence :

Oci+1(x) = Z ai(z)pi(z; x)QiH(ﬂUa yi—|—1)'
z€S

Montrer que, pour tout x € S et 0 <i<n, on a
ai(z) = P(Yoi = yo.i, Xi = ).

Ezpliquer comment on peut en déduire la probabilité P(Yo., = youn)
2) On cherche a présent une suite d’états cachés xg, . . ., x, qui maximise la probabilité
P(Yb:n = Yo:n, X0o:n = xO:n)-

On définit deux suites (0;(z))o<i<n €t (¢¥i(x))1<i<n, © € S, de la maniére sui-
vante. Pour initialiser, on pose do(x) := v(z)qo(x, yo). Ensuite,

div1(x) == max 6i(2)pi(z, ©)qit1 (2, Yit1),
et Yiy1(x) est défini comme l'un quelconque des z réalisant le mazimum dans l'ex-
pression ci-dessus. On définit ensuite x; comme 'un quelconque des x réalisant le
mazimum de 0,(x), puis, par récurrence, xj = Yir1(xj, ). Montrer que la suite
xys - - -, Ty, Téalise le mazimum recherché.

Pour approfondir le sujet, voir par exemple ouvrage [8|.
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1.8 Exercices supplémentaires

Exercice 53 Considérons un ensemble fini ou dénombrable S, un entier m > 1, et
un sous-ensemble A de S™L, vu comme un ensemble de trajectoires de longueur m
a valeurs dans S.

1) Pour n € [0,m], posons II,, := {xo.n; To.m € A}, et, pour tout zo., € II,, soit
&n(T0m) = {Znt1:m; Toam € A}. On dit que A est compatible-Markov* s’il vérifie la
propriété sutvante :

Vn € [[O>m]]7 V2o:p, Yon € I, T = yn = ¢n($0:n) = (z)n(y():n) (1-11)

Si A est compatible-Markov, on peut donc définir sans ambiguité, pour tout x tel
qu’il existe xo., € A vérifiant x, = x, la notation ¢n(x) := ¢n(x0.m). Montrer qu’un
ensemble de la forme Cy X --- X Cy, est toujours compatible-Markov. Donner un
exemple d’ensemble compatible-Markov ne pouvant pas se mettre sous cette forme.

2) A présent, considérons une chaine de Markov (Xy)o<n <m d’espace d’états S, dé-
finie sur (0, F, P), et de famille de noyauz de transition (pn)o<n<m—1. Montrer que,
si A est compatible-Markov, Xq, ..., Xy, forme une chaine de Markov par rapport
a la probabilité conditionnelle P(-|Xo.m € A). Montrer que les noyauz de transition
correspondants sont donnés, pour tout x, tel que P(X,, = x,|Xo.m € A) > 0 par la

formule :
In+1\Tn+1
Qn(l'n,xn+1) = pn(xnaanrl) S Ma
gn(l‘n)
ot
3) Donner un exemple d’ensemble A tel que Xo,..., X, n'est pas une chaine de

Markov par rapport a la probabilité P(-| Xo.m € A).

Exercice 54 Soit p un noyau de transition sur un ensemble fini ou dénombrable S,
et A C S. On utilise la notation 0 =: Ty(A) < T1(A) < To(A) < ... pour désigner les
instant successifs d’atteinte de A. Sur lespace canonique, on définit la suite (Zy)n>0
par Zpn, = X1, (a)- Monlrer que, sixz € A, la suite (Zn)n>0 est une chaine de Markov
sous la probabilité P,

Exercice 55 Soit un ensemble fini ou dénombrable S, et q un noyau de transition
de S3 vers S, c’est-a-dire une fonction associant & tout triplet d’éléments de S une
mesure de probabilité sur S. Soit N > 1, et a,b € S. On définit alors un noyau
de transition sur SN de la maniére suivante. Etant donné (zt,... ,xN) e SN, soit
(ZY, ..., ZN) une famile de variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout

4Cette terminologie n’est pas standard.
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1 <i < N, laloi de Z; soit donnée par p((x*~1, 2%, 2'T1), ), avec la convention x~' :=

a et Nl :=b. On définit alors p((x',...,2N),") comme la loi de (Z1,...,Z").
On se donne ensuite un point de départ fixé xy := (a:(l), e ,:cév), et l'on considére

une chaine de Markov (X,,)n>0 initialisée en Xo := xo et de noyau de transition p.

On note X, = (X},..., XN).

1) Montrer que, pour tout n > 1 fixé, la suite (X}, ..., X})1<i<n est une chaine de

Markov d’ordre 2 sur S™t1.

2) Montrer que, pour tout n > 1 et 1 < i < N fizé, conditionnellement & la donnée

de (X¢,...,XE) pour tout j # i, la suite (X{,...,X:) est une chaine de Markov.

Préciser le noyau de transition.

Exercice 56 Dans cet exercice, on considére un ensemble fini S, muni d’une relation
d’ordre total notée <. On rappelle (ou non ?) la définition suivante : étant données
deuz mesures de probabilité uy et po sur S, on dit que uy est dominée par ps (ou que
wa domine p1) si p1(f) < pa(f) pour toute fonction croissante f : S — R.

1) Etant données deux variables aléatoires Y1 et Yo définies sur un méme espace de
probabilité (U, F, P), on suppose que P(Y1 < Y3) = 1. Montrer que la loi de X,
domine la loi de X7.

2) Montrer que la réciproque de la question précédente est vraie : si pui et po sont
deuz mesures de probabilité sur S, et si p1 est dominée par po, alors il existe un
espace de probabilité (2, F, P) et deuz variables aléatoires Y1 et Yo de lois respectives
w1 et o, et vérifiant P(Y1 <Y3) = 1.

Indication : comparer pi({z; a < z}) et uo({x; a < x}) pour a € S, et utiliser
un découpage d’intervalles.

Remarque : ce résultat est encore vrai pour des ensembles partiellement ordonnés,

mais la preuve est plus délicate (c’est le théoréme de Strassen, voir par exemple [33]
pour une preuve).
3) Appliquer les résultats précédents afin de montrer la propriété suivante. Etant
donné un noyau de transition p sur Z tel que, pour tout x, p(x,x—1)+p(x,z+1) =1,
et étant donnés x < y tels que x —y € 27, et n > 1, la loi de X,, sous la probabilité
P, est dominée par la loi de X, sous la probabilité Py ,. Le résultat est-il encore
vrai si [’on ne suppose pas que x —y € 27 ¢

Indication : fabriquer un couplage approprié.
4) Appliquer les résultats précédents afin de montrer la propriété swivante. Etant
donné un noyau de transition p sur Z tel que, pour tout x, p(x,z—1)+p(x,z+1) =1,
et étant donnés a € Z, et x <y < a tels que x —y € 27, et n > 1 tel que Py, (X; <
a, 0 <i < n) >0, montrer que la loi de X,, sous la probabilité¢ P, ,(-|X; < a, 0 <
i < n) est dominée par la loi de X,, sous la probabilité¢ Py ,(-|X; < a,0<i<n). Le
résultat est-il encore vrai si [’'on ne suppose pas que x —y € 27, 7

Indication : fabriguer un couplage approprié.
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Exercice 57 (Théoréme de Diaconis-Freedman) Le but de cet exercice est d’établir
le théoréme de Diaconis-Freedman (voir [13]) sur la caractérisation des mélanges de
chaines de Markov. Plus précisément, nous dirons qu’une suite de variables aléatoires
(Xn)n>0 @ valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable S est un mélange de
chaines de Markov s’il existe une loi initiale v et une loi Q sur l’ensemble des
noyauz de transition sur S (muni de la tribu engendrée par les applications (x,y) —
p(x,y)) tels que, pour tout n > 0 el toute suite xg,...,z, €S,

n—1

P(Xon = xon) = /V(xo) Hpi(xmxwl)d@(p)
i=0

On définit ensuite une relation d’équivalence sur 'ensemble des suites finies d’élé-
ments de S en considérant deux suites comme équivalentes lorsqu’elles ont le méme
état initial et que, pour tous x,y € S, elles comportent exactement le méme nombre
de transitions de létat x vers l'état y. (En particulier, deuz telles suites ont obli-
gatoirement la méme longueur). Nous dirons enfin que (X,)n>0 est partiellement
échangeable lorsque, pour tout n > 0 et tout couple xg., et yo.n, de suites équiva-
lentes, on a l’égalité

P(XO:n = xO:n) = P(XO:n = yO:n)'

Le théoréme de Diaconis-Freedman est alors le suivant : une suite (Xp)pn>0 pour

laquelle P(X; = Xo pour une infinité d’indices i) = 1 est un mélange de chaines de

Markov si et seulement si elle est partiellement échangeable.

1) Montrer que si (Xy)n>0 est un mélange de chaines de Markov, (Xy)n>0 doit

nécessairement étre partiellement échangeable.

2) Donner un exemple d’une suite (X, )n>0 partiellement échangeable qui n’est pas

un mélange de chaines de Markov. Indication : un exemple déterministe peut suffire.
Dans la suite de l’exercice, on suppose donnée une suite (Xp)n>0 partiellement

échangeable vérifiant la condition P(X; = Xo pour une infinité d’indices i) = 1, et

l’on cherche & prouver que celle-ci est un mélange de chaines de Markov.

3) Montrer que l'on peut, sans perte de généralité, supposer que P(Xo = x) = 1 pour

un certain x € S. On supposera donc cette condition vérifiée dans la suite.

4) On définit la suite (L;);>1 de suites finies de S de la maniére suivante. Appelons

S0, 51, ... les valeurs successives des indices n pour lesquels X, = x (on a donc

So = 0). Pour touti > 1, on pose alors L; := Xg,.5,.,—1. Montrer que la suite (L;);>1

est échangeable, au sens suivant : pour tout entier n > 1, et toute permutation o des

entiers {1,...,n},

lot
(L17 s >LTL) = (Lo(l)a . ‘7LO'(’VL))'

5) Définissons la tribu asymptotique de la suite (Li)i>1 par G == (\;5, 0(Lj; j > ).
Vérifier que la suite (Xp)n>0 conserve la propriété d’échangeabilité partielle condi-
tionnellement o G.
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6) Montrer que, siles (L;)i>o sont i.i.d., la suite (X;)n>0 est une chaine de Markov.
7) Conclure en utilisant le théoréme de De Finetti, qui affirme que, du fait de leur
propriété d’échangeabilité établie en 4), les variables (L;);>1 sont i.i.d. conditionnel-

lement a G.
Exercice 58 Montrer que, si (Xo,...,X,) est une chaine de Markov (a priori in-
homogéne), c’est également le cas de (X,,...,Xo). Dans le cas o l'on part d’une

chaine homogéne, obtient-on toujours une chaine homogéne en effectuant ce retour-
nement du temps ?

Exercice 59 Soient S,V , deux ensembles finis ou dénombrables, et f : S — V
une application. Soient par ailleurs un noyau de transition p sur S et un noyau
de transition q sur V. Si u désigne une probabilité sur S, on note fiu la probabilité
image de p par f, c’est-a-dire la probabilité définie sur V par (fop)(A) = u(f~1(A)).
1) On suppose que, pour toute probabilité p sur S,

(fem)a = fi(up)- (1.12)

Montrer que, si (Xy)n>0 est une chaine de Markov sur S de loi initiale v, (f(Xy))n>0
est une chaine de Markov sur V de loi initiale f.v et de noyau de transition q.

2) Donner une condition plus explicite portant sur p,q, f équivalente o la condition
(1.12) ci-dessus.

3) Lorsque la propriété (1.12) ci-dessus est vérifice avec V=S et q = p, on dit que
p est invariante sous laction de f. Montrer qu’une marche aléatoire (& gauche) sur
un groupe est invariante par la multiplication (& gauche) par un élément du groupe.



Chapitre 2

Décompositions de ’espace
d’états, récurrence/transience

Dans ce chapitre, nous introduisons diverses décompositions importantes de 1’es-
pace d’états basées sur les propriétés de communication entre les points vis-a-vis du

noyau.

2.1 Points essentiels, communication entre points, irré-
ductibilité, période

2.1.1 Points essentiels

Etant donné un noyau markovien p sur un ensemble fini ou dénombrable S, un
point x € S est dit inessentiel (pour p(-,-)) sl existe m > 1 et y € S tels que
p™(z,y) > 0 et p*(y,2) = 0 pour tout k. Un point est dit essentiel lorsqu’il n’est
pas inessentiel. Autrement dit, un point est inessentiel lorsqu’il existe une probabilité
positive pour que, partant de z, la chaine atteigne un point d’ou elle ne peut jamais
revenir en x.

Une premiére décomposition de 'espace d’états S s’écrit alors
S = Siness. U Sess.v

Ol Siness. €6 Sess. désignent les ensembles de points inessentiels et essentiels respec-
tivement.

Exercice 60 Donner un ezemple dans lequel il n’y a que des points inessentiels, un
exemple dans lequel il n’y a que des points essentiels, et un exemple ot les deux types
de points coexistent.



46

Proposition 13 Si x est un point essentiel et y un point inessentiel (par rapport
p(-,+)), alors p"™(xz,y) = 0 pour tout m. En d’autres termes, ’ensemble des points
essentiels est stable par p(-,+) : $i © € Sess., P(x, Sess.) = 1.

Preuve :

Par I'absurde. On sait qu’il existe z et k tels que pk(y7 z) > 0et p"(z,y) = 0 pour
tout n. S'il existe m tel que p™(x,y) > 0, on en déduit que p™*+*(z, 2) > 0. Comme
x est essentiel, il existe £ tel que p’(z, ) > 0. Par conséquent, p'*™(z,y) > 0, ce qui
contredit le fait que la probabilité d’atteindre y en partant de z soit nulle. O

Exercice 61 Vérifier que Siness. n'est, quant & lui, pas nécessairement stable.

Lorsque x est un point inessentiel, la proposition 8 peut alors s’appliquer a =z,
car P, (T (x) < 400) < 1 par définition, et 'on voit donc que, quelle que soit la loi
initiale v choisie, le nombre de visites en = par une chaine de noyau de transition p
est fini presque stirement, et posséde méme une queue a décroissance géométrique.
Cette remarque justifie en quelque sorte la terminologie employée.

2.1.2 Communication entre points, irréductibilité

On dit que x et y communiquent (par rapport & p(-,-)) s’il existe my et mo
tels que p™' (z,y) > 0 et p™2(y,x) > 0. Cette définition entraine que x communique
toujours avec lui méme, car par convention p®(z,z) = 1.

Proposition 14 La relation de communication entre points définit une relation d’équi-
valence sur S.

Exercice 62 Prouver la proposition.

Exercice 63 Monirer que la classe de communication de x n’est autre que la réunion
des points se trouvant sur les cycles issus de x possédant une probabilité positive d’étre
PATCOUTUS.

Proposition 15 Les ensembles Sess. et Siness. sont stables par cette relation d’équi-
valence : si x communique avec Yy et 81 X € Sess., Y € Sess.-

Exercice 64 Prouver la proposition.

Les ensembles Segs. €t Siness. peuvent donc eux-mémes étre partitionnés en classes
d’équivalence pour la relation de communication.

Proposition 16 Si C est une classe d’équivalence pour la communication incluse
dans Sess., C est stable par p(-,-) : six € C, p(x,C) = 1.
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Preuve :

Par l'absurde. Si z € C, p(x,y) > 0 et y ne communique pas avec x, on a
nécessairement que p*(y, z) = 0 pour tout k. Ainsi, 2 est inessentiel, ce qui contredit
le fait que = € Sggs. O

On tire de ce qui précéde la représentation suivante d’une trajectoire de la chaine.
Initialisée en un point essentiel, la chaine reste pour toujours confinée & la classe de
communication du point dont elle est issue. Initialisée en un point inessentiel, au
contraire, elle finit toujours par sortir de la classe de communication de son point
initial, et cette sortie est obligatoirement définitive. Si le point atteint lors de cette
sortie est inessentiel, le méme scénario se répéte. Inversement, si le point atteint lors
de la sortie est essentiel, la chaine reste ensuite pour toujours confinée dans la classe
de communication du point qu’elle vient d’atteindre.

Exercice 65 Montrer que, st S est de cardinal fini, toute trajectoire finit, avec une
probabilité égale a 1, par atteindre un point essentiel.

On dit que p(+, -) est irréductible si z communique avec y pour tous z,y dans S.
D’apres les propositions précédentes, la restriction de p(-,-) restreint a une classe de
communication de Sggs. est irréductible. Quitte a enlever de S les points inessentiels
par rapport au noyau de transition considéré (qui ne sont visités qu’un nombre fini de
fois sur toute la durée d’une trajectoire), et a étudier séparément les chaines obtenues
par restriction sur chaque classe de Sess., (rappelons que celles-ci sont stables), on
peut donc se ramener a étudier des noyaux de transition irréductibles. Ceci ne signifie
pas que le comportement de la chaine & partir de points inessentiels soit inintéressant !

Remarque 3 On constate que, si une chaine de Markov posséde un noyau de transi-
tion irréductible, tous les points de S ont une probabilité positive d’étre visités, quelle
que soit la loi initiale, et, par conséquent, ce noyau est le seul compatible avec cette
chaine. On peut donc parler d’une chaine de Markov irréductible sur un ensemble S.
Attention cependant, la notion d’irréductibilité dépend de l'ensemble S dans lequel
on considére que la chaine prend ses valeurs : une chaine, vue comme famille de
variables aléatoires dans un ensemble S1 pourra se révéler irréductible sur S1, mais
pas sur un ensemble Sy contenant Si.

Remarque 4 La définition de Uirréductibilité entraine le fait que, pour tout x € S,
il existe m > 1 tel que p™(x,z) > 0.

Exercice 66 Dans le cas ou S est fini, et ot p peult donc se représenter comme
une malrice, o quelles propriétés de cetle matrice l'existence de sous-ensembles de S
stables par p correspond-elle ?
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Exercice 67 Reprendre tous les exemples de noyauz de transition vus précédemment
et étudier leurs ensembles de points essentiels, inessentiels, et les classes d’équivalence
pour la relation de communication de l’ensemble des points essentiels.

2.1.3 Période

On définit la période (par rapport & p(-,-)) d’un point x par
d(z) =p.gcd{n>1; p"(z,x) > 0}.

(Avec la convention que p.g.c.d. ) = +00).

Pour un noyau irréductible, on constate que la période est nécessairement finie
pour tout point. Par exemple, on voit facilement que, pour (le noyau de transition
de) la marche aléatoire simple sur Z, la période de tout point est égale a 2.

Exercice 68 Montrer par un ezemple que l'on n’a pas nécessairement p**) (z,2) >
0.

Proposition 17 Si p(-,-) est irréductible, d(z) = d(y) pour tous x,y € S.

Preuve :

Considérons z et y dans S. Par irréductibilité, il existe des entiers a, b, c non-nuls
tels que p®(z,y) > 0, p°(y,y) > 0 et p(y, z) > 0. On voit ainsi que p®*™+¢(z, 2) > 0
pour tout n > 0, donc, par définition, que d(z) divise a + nb + ¢ pour tout n. En
faisant n = 0, on voit que d(x) doit diviser a + ¢. En faisant n = 1, on en déduit que
d(x) doit diviser b. Par conséquent, tout b > 1 tel que p®(y,y) > 0 vérifie que d(x)
divise b. Par conséquent, d(x) divise d(y). Symétriquement, d(y) divise d(x), donc
d(x) = d(y). O

Lorsque p(+,-) est irréductible, on parle donc de la période d du noyau ou de la
chaine, sans préciser le point. Lorsque d = 1, on dit que p(-,-) est apériodique.

Remarque 5 Une condition suffisante trés simple pour avoir apériodicité dans le
cas d’une chaine irréductible est qu’il existe au moins un point x tel que p(x,z) > 0.

Proposition 18 Supposons p(-,-) irréductible et de période d. Considérons x et y
dans S. Si p™(x,y) > 0 et p"(x,y) > 0, alors d divise m — n.

Preuve :
Soit a tel que p®(y,z) > 0. On a donc p"t%(x,x) > 0 et p"T%(x,x) > 0. Donc d
divise m +a et n + a. O
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Proposition 19 Supposons p(-,-) irréductible et de période d. La relation définie sur
S par x ~per. y 87l existe n > 0 tel que p"(x,y) > 0 est une relation d’équivalence
sur S.

Sous les hypothéses de la proposition ci-dessus, définissons, pour tout x € S et
tout h € Z/dZ, ’ensemble

Crh(z)={y € S;Im >0, p™(z,y) >0, m = h},
ou m désigne la classe d’équivalence de m dans Z/nZ.

Proposition 20 Supposons p(-,-) irréductible et de période d. L’ensemble S est par-
titionné en d classes d’équivalence pour la relation ~pe,., et, pour tout x € S les
classes sont exactement Uensemble des Cp(x), h € Z/dZ. Qui plus est, pour tout
xz €S, plz,Chyr) = 1.

Exercice 69 Prouver les deuz propositions ci-dessus.

Proposition 21 Supposons p(-,-) irréductible et de période d. Pour tout h € Z/dZ,
les classes d’équivalence de S pour ~pe,. sont stables par p?(-,-), et la restriction de
p?(-,-) a l'une quelconque de ces classes est irréductible et apériodique.

Preuve :

L’irréductibilité est une conséquence immédiate de l'irréductibilité de p(-,-) et de
la discussion ci-dessus. Quant & 'apériodicité, c’est également évident vu la définition
de la période. O

Ainsi, quitte & décomposer une chaine irréductible en d sous-chaines correspon-
dant chacune & un état sur d de la chaine originale, on peut se ramener & étudier des
chaines de Markov irréductibles et apériodiques.

Exercice 70 Reprendre tous les exemples de noyauz de transition vus précédemment
et étudier leur période.
2.2 Reécurrence et transience

Définition 4 On dit que x € S est récurrent (pour p(-,-)) si Py(T1(x) < +00) = 1.
Si Py (T1(x) < 400) < 1, x est dit transient.

Remarque 6 Noter la différence de définition entre un point inessentiel et un point
transient !

Proposition 22 Si x est récurrent, P, (T;(x) < 4+00) = 1 pour toul i, autrement
dit, x est visité une infinité de fois, ou encore Py(N(x) = +00) = 1.
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Preuve :
Voir la proposition 8. O

Proposition 23 Si z est transient, P,(N(z) < +00) =1 et E;(N(x)) < +00. On
a méme que la loi de N(x) sous P, est exactement une loi géométrique de paramétre

Preuve :
Idem. O

Corollaire 7 Le point x est récurrent si et seulement si
+oo
ZIP’QB(XZ' =) = +00.
i=1

Preuve :
On écrit N(z) = 3.5 1(X; = z). Par conséquent (Fubini ou convergence mo-
notone),

+o0o +oo
E.(N(2)) =Y E(1(X; =) =Y Pu(X; =2).
=1 =1

Si x est transient, E,(N(x)) est fini d’aprés la proposition précédente. Si z est ré-
current, N(x) est infini avec probabilité 1 sous P,, donc évidemment E,(N(z)) est
infini. O

On note que, dans le cas ot (X,)n>0 est une suite de variables aléatoires i.i.d., le
critére ci-dessus correspond simplement & 'application du lemme de Borel-Cantelli.

Exercice 71 On utilise vraiment la propriété de Markov pour prouver le résultat ci-
dessus. Pour une suite de variables aléatoires quelconque telle que Xog = x, le fait que

FoP(X; = x) = +00 (ou, de maniére équivalente, le fait que E(N(z)) = 400),
n‘entraine pas en général que P(N(z) = +o00) = 1. Donner un exemple d’une telle
situation.

Proposition 24 Supposons p(-,-) irréductible. La récurrence d’un point de S im-
plique celle de tous les autres points.

On parlera donc de chaines de Markov irréductibles récurrentes ou transientes,
ou de noyau récurrent ou transient.
Preuve :

Donnons-nous un point x € S récurrent, et un point quelconque y € .S différent
de x. Par irréductibilité, la probabilité

P, (visiter y avant de revenir en x pour la premiére fois),
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autrement dit P, (7% (y) < T1(x)) est strictement positive. A chaque retour en = (et
chaque passage en x est toujours suivi d'un nouveau passage en x), on a donc une
probabilité P, (T1(y) < Ti(x)) de visiter y avant de revenir en z, indépendamment
de tout ce qui préceéde. Par conséquent, P, (71 (y) < +o00) = 1. A présent, Py (71 (z) <
+00) doit nécessairement étre égale a 1, ce sans quoi on aurait, lors du premier
passage en y, une probabilité non-nulle de ne jamais revenir en x, ce qui contredirait la
récurrence de z. Enfin, il est clair que Py (71 (z) < +00) =1 et P, (T1(y) < +o00) =1
entrainent que Py (7% (y) < +00) = 1, donc y est récurrent. O

Lorsque p(-,-) est irréductible, on parle donc du fait que p(-,-) est récurrent ou
transient (sans spécifier de point), ou que la chaine est récurrente ou transiente.

Proposition 25 Supposons p(-,-) wrréductible. Si p(-,-) est récurrent, Pz(N(y) =
+00) = 1 pour tous x et y.

Preuve :
D’apres la preuve précédente, P, (T (y) < +o0) = 1. On utilise ensuite le fait que
y est récurrent. Il

Proposition 26 Supposons p(-,-) irréductible. Si p(-,-) est transient, on a néces-
sairement que E,(N(y)) < 400 pour tous x et y, et l'on a méme que, pour tout
kE>1,

P.(N(y) = k) = Po(Ti(y) < +00)(Py(T1(y) < +00))* ' Pu(Ti(y) = +00),

et
P.(N(y) = 0) = Po(T1(y) = +00).

Preuve :
Proposition 8. 0

Exercice 72 Montrer qu’une marche aléatoire sur le groupe Z¢ est irréductible si et

seulement si le sous-groupe de 7% engendré par le support de la loi des pas est égal
A

Exercice 73 (Récurrence/transience des marches aléatoires simples symétriques sur
Z%) L’objectif de cet exercice est de prouver que la marche aléatoire simple symétrique
sur Z% est récurrente lorsque d < 2 et transiente lorsque d > 3. Pour cela, on se

propose d’appliquer le critére du corollaire 7 en prouvant que
p2n(07 0) ~n—+oo Cdnid/Q- (21)

1) Pour d = 1, utiliser Uexpression explicite de p™(0,0) et la formule de Stirling.
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2) Noter que l'on pourrait déduire le résultat pour d > 1 du résultat pour d =1 si
les coordonnées de la marche aléatoire étaient des marches aléatoires simples uni-
dimensionnelles indépendantes, ce qui n’est pas le cas. En revanche, il y a effecti-
vement indépendance entre les coordonnées conditionnellement auz nombres de pas
effectués sur chacune des coordonnées. Prouver d’abord ce résultat, puis lutiliser pour
déduire (2.1) a partir du cas d = 1. Dans le cas d = 2, il est possible d’éviter cet argu-
ment en considérant les projections de la marche aléatoires sur les deux bissectrices,
ce qui permet d’obtenir deux marches aléatoires exactement indépendantes.

3) Reprouver le résultat avec 'approche suivante, dont le potentiel de généralisation
est plus important : calculer explicitement la transformée de Fourier de x — p™(0, )
et linverser.

On notera au passage que (2.1) s’obtient en extrapolant (non-rigoureusement) le
théoréme de la limite centrale pour en faire un théoréme limite local. Par ailleurs,
malgré la récurrence en dimension 1 et 2, le théoreme de la limite centrale entraine
que, aprés n pas, la marche aléatoire est typiquement & une distance de [’ordre de
n'/2 de son point de départ. Le méme résultat est valable en dimension d > 3, pour
lequel la chaine est transiente. Par ailleurs, on note qu’en dimension 3, bien qu’il y
ait transience, aucune coordonnée de la marche ne tend vers oo.

Exercice 74 (Récurrence/transience des marches aléatoires sur Z : cas d’une loi
symétrique & support borné)

On considére une marche aléatoire irréductible sur le groupe Z que l'on note
(Xn)n>0, initialisée en 0. On suppose que la loi des incréments est symétrique et a
support borné. Nous allons montrer que la chaine est récurrente. Notons (en)n>1 la
suite des incréments de la chaine.

1) Montrer que les événements

Ay = {limsupn~V/2X, = 400}, A_ := {limsupn /%X, = —o0},
n—+00 n—-+0o00
sont mesurables par rapport a la tribu asymptotique Np>10(g0, ..., en). On rappelle
que, d’aprés la loi du 0-1 de Kolmogorov, les v.a. (en)n>1 €tant i.i.d., tout événement
de cette tribu est de probabilité 0 ou 1.
2) Montrer que P(A;) = P(A_).
3) Montrer que, pour tout K > 0,

P(limsupn~'/2X,, > K) > limsup P(n""/?X,, > K).

n—-+00 n—-+o00

4) Utiliser le théoréeme de la limite centrale pour déduire de ce qui précéde que
P(A+) > 0} d;O’ll P(A+) =1.
5) Conclure.
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Exercice 75 (Récurrence/transience des marches aléatoires sur Z¢ : cas biaisé) On
considére une marche aléatoire irréductible sur le groupe Z% dont la distribution des
pas présente un biais, c’est-a-dire posséde une espérance non-nulle. Montrer qu’une
telle marche est toujours transiente.

Exercice 76 (Récurrence/transience des marches aléatoires sur Z : cas centré) Le
but de cet exercice est de prouver qu’une marche aléatoire irréductible sur le groupe
Z dont la distribution des pas est d’espérance nulle, est toujours récurrente.

A cette fin, on introduit, pour tout x € Z et n > 0,

gn(z) = p"0,2),
k=0

ot p est le noyau de transition associé la marche.

1) Prouver que gn(z) est l’espérance du nombre de visites en x aprés n pas de la
marche initialisée en 0 (en incluant le point de départ dans le décompte des sites).
2) En utilisant la propriété de Markov, prouver que, pour tous n > 0, et © € Z,
9n(0) > S0 p*(2,0). En déduire que, pour toutn > 0 etz € Z, on a g,(0) > gn(x).
3) On note Ap := {—L,--- ,+L}. Déduire de ce qui précéde que, pour tout n > 0, et
tout £ > 1, on a

1
(0 2 1 Y o)

€Ay

4) Prouver lidentité

n
> (@) =3 > p'0.2),
TEA k=0zxz€Ay
5) Pour un réel a > 0 fizé, on pose £y, := |an]. Prouver (en utilisant la loi des grands
nombres) que, pour tout a > 0, on a
lim inf p"(0,2) > 1.

n—-4oo
:L"EAgn

6) Déduire de ce qui précéde que Z;ZOB p*(0,0) = +o0, et conclure que 0 est un point

récurrent.

7) Qu’est-ce qui empéche d’étendre l'argument en dimension plus grande ?

Exercice 77 (Récurrence/transience des marches aléatoires sur 79 : critére général)
On considére une marche aléatoire irréductible sur Z¢. On appelle p la loi des pas, p
le noyau correspondant, et 'on définit, pour tout t € R, la transformée de Fourier

6(6) = 3 exp(ibar)u().

€L
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L’objectif de cet exercice est de montrer que la marche est récurrente si et seulement

51
1

lim R|{—+=]di =+o0.
t=1 J]0,27]d (1—t¢<9)>

1) Montrer que
+o0o 400
7 — 13 n,n
E%p (0,0) —gngot p"(0,0).

2) Montrer que, pour tout 0 <t < 1,

400 1 +o0
;t p"(0,0) = W;/&zw]dt H(0)"do.

3) Conclure.

4) Montrer que la récurrence implique que

1
R ——— | db = .
/[O,W <1—¢<0>> e

1l est en fait possible de montrer que la réciproque est vraie, ce qui fournit un critére
plus joli que celui prouvé dans l'exercice, mais la preuve est sensiblement plus délicate.

Exercice 78 (Récurrence/transience des marches aléatoires sur 7 : encore!)
En utilisant le critére de Uexercice précédent, prouver® les résultats suivants :
1) Une marche aléatoire irréductible sur Z avec des pas centrés est récurrente.
2) Une marche aléatoire irréductible sur Z? avec des pas centrés et possédant un
moment d’ordre 2 fini est récurrente.

8) Une marche aléatoire irréductible sur Z¢ avec d > 3 est toujours transiente.

Pour approfondir les questions de récurrence/transience des marches aléatoires
sur le groupe Z¢, consulter par exemple consulter 'ouvrage [50].

Exercice 79 Considérons le noyau de transition défini sur Z par p(z,z + 1) =
1—p(z,x—1) = a pour tout x > 0, p(z,x—1) = 1 —p(x,x+1) = o pour tout x > 0,
et p(0,1) = p(0,—1) = 1/2.

1) Montrer que, lorsque o > 1/2, ce noyau est transient.

2) Montrer qu’une trajectoire initialisée en 0 tend vers 400 avec probabilité 1/2, et
vers —oo avec probabilité 1/2.

Exercice 80 Montrer que, si S est fini, toute chaine de Markov irréductible est

nécessairement récurrente.

!Cela nécessite pas mal de travail !
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Définition 5 On dit que x est positivement récurrent (pour p(-,-)) si Ex(Ti(x)) <
+00. Dans le cas contraire, on dit que x est récurrent nul.

Proposition 27 Supposons p(-,-) irréductible et récurrent. La récurrence positive
d’un point entraine celle de tous les autres. Il en va donc de méme de la récurrence
nulle.

On parlera donc de chaines de Markov irréductibles positivement récurrentes ou
récurrentes nulles, ou de noyau récurrent nul ou transient.
Preuve :

Donnons-nous un point & € S récurrent positif, et un point quelconque y € S
différent de z. Montrons d’abord que E,(71(y)) < +oo. Notons d’abord que, du fait
de la récurrence de la chaine, on doit nécessairement avoir que P (7' (y) < Ti(z)) > 0.
Introduisons le nombre N de retours en x effectués avant de toucher y pour la
premiére fois, soit

i

(y)
N:= > 1(X, =),
n=1
et le temps nécessaire pour, partant de Xy (qui vaut alors x) a Uinstant N, atteindre
y pour la premiére fois, soit

U:=Ti(y) — Tn(z).

On peut alors écrire que

N
Ti(y) = <Z Ty(x) - Til(fﬂ)) +U. (2.2)
i=1

En faisant appel & la propriété de Markov forte et au lemme 2, on déduit les faits
suivants. Premiérement, sous P,, conditionnellement & la valeur de N, les variables
aléatoires

Ti(x), To(z) — Ti(x)),...,(ITn(x) — Tn-1(z)), U

sont indépendantes. Toujours sous P, et conditionnellement & la valeur de N, les
variables aléatoires T7(x), (To(x) — T1(z)), ..., (Tn(x) — Ty—1(z)) possédent toutes
la méme loi, & savoir celle de Tj(x) sous la probabilite P, (-|T1(y) > Ti(z)), tandis
que U posseéde la loi de T1(y) sous la probabilité P, (-|71(y) < Ti(z)). De plus, la loi
de N est géométrique de paramétre P, (71 (y) < Thi(x)). A présent,

E.(Thv(y)|T1(y) < Ti(z)) < Ex(T1(2)[T1(y) < Th(z))
E.(Th(z)
~ P(Ta(y) < Ta(x))

< 400,
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car x est récurrent positif. Si P,(71(y) < Ti(z)) =1,ona N =0 P, — p.s., et l'on
peut déduire le résultat recherché de (2.2). Dans le cas contraire, on montre comme
ci-dessus que E, (71 (x)|T1(x) < T1(y)) < +oo. En reprenant (2.2), et en utilisant les
propriétés d’indépendance des (Tj(z) — Tj—1(x))1<i<n conditionnellement & N, on en
déduit alors que

E:(T1(y)) < Ex(N) x Ex(T1(2)|T1 () < Ti(y)) + Ex(T1(y)|T1(y) < T1(z)) < +oc.

Montrons a présent que E, (71 (z)) < 4+o00. D’apreés ce qui précede, E, (11 (z)|T1(y) <
Ti(x)) < 4o0. Clairement, la loi de T1(z) — T1(y) sous la probabilité P, (-|11(y) <
Ti(x)) est identique & la loi de T3 (z) sous Py, grace a la propriété de Markov. Donc
E,(Ti(2)) = Eu(Ti(2) - Ti)ITa(y) < Ti(2)) < Bo(Ti(2)|Ta(y) < Ti(2)) < +50.

A présent, on écrit que, sur I'espace canonique, T1(y) < Ti(z) + T1(y) © 07, (a)-
Au vu du fait que E,(T1(z)) < +o00 et E.(T1(y)) < 400, ceci entraine la conclusion
E,(Ti(y)) < +.

O

Corollaire 8 On note comme corollaire de la preuve du résultat précédent que,
pour un noyau irréductible positivement récurrent, on a, pour tous x,y, le fait que
Ex(T1(y)) < +oo.

Exercice 81 Monirer que, méme pour un noyau irréductible positivement récurrent,

il est possible que E,(T1(y)) = 400 pour certaines lois initiales v.

Exercice 82 Montrer que les marches aléatoires simples symétriques sur Z et 7.2
sont récurrentes nulles. Indication : en dimension 1, la loi du temps de premier
retour en zéro se calcule explicitement?, et 'on obtient que P, (Ti(x) > n) ~ Cn~1/2.

Exercice 83 Montrer que, si S est fini, toute chaine de Markov irréductible est
nécessairement positivement récurrente. Indication : pour x € S fiz€, il existe, pour
tout y € S, un entier m(y,z) > 1 tel que p™W) (y,x) > 0. En posant m*(z) :=
max,cs m(y, z), considérer des intervalles de temps successifs de longueur m*(z).

Exercice 84 On se donne un arbre d—réqulier enraciné, avec d > 1, et l'on consi-
dére le noyau de transition défini de la maniére suivante : seules sont autorisées les
transitions d’un sommet vers son pére ou vers l'un de ses fils, la probabilité de tran-
sition d’un sommet différent de la racine & ['un quelconque de ses fils est un nombre
fixé p, la probabilité de transition d’un sommet différent de la racine a son pére est
un nombre fizé q, les probabilités de transition de la racine vers ses fils étant chacune
égale ¢ 1/d.

2Par exemple, & 'aide du principe de réflexion, ou encore du calcul des nombres de Catalan basé
sur leur relation de récurrence au moyen des séries génératrices, voir également ’exercice 106
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1) En fonction de p, q,d, discuter le caractére récurrent positif/récurrent nul/transient,
du noyau ainsi défini. Indication : pour la récurrence positive, on peut utiliser le fait
que, si les (gi)i>0 sont des variables aléatoires i.i.d. valant £1, on a une inégalité,

valable pour tout n > 0, de la forme

P<61+---+en
n

¢ [E(e1) —h,E(e1) + h]> < exp(—c(h)n),

avec ¢(h) >0 si h > 0.

2) Quels sont les noyauz pour lesquels on peut facilement utiliser un couplage avec le
cas traité a la question 1) pour conclure quant au caractére récurrent positif/récurrent
nul/transient ?

Exercice 85 (Un résultat élémentaire de stabilité)

On se donne un noyau de transition p irréductible sur un ensemble fini ou dé-
nombrable S. On considére ensuite un noyau q sur S tel que, pour tout couple x,y
d’éléments de S tels que (z,y) ¢ Ax A, q(z,y) = p(z,y). En ce sens, q est une modi-
fication locale de p. L’objectif de cet exercice est de prouver que, si q est irréductible,
q posséde le méme comportement que p en ce qui concerne la Técurrence/transience,
et la récurrence positive/récurrence nulle.

1) On utilise la notation Ty (A) pour désigner le premier instant d’atteinte de A stric-
tement postérieur ¢ l'instant 0. Montrer que, pour tout x € A, conditionnellement ¢
Vévénement T1(A) > 1, la loi de (Xn)o<n<t(4) €t la méme sous Py et Py g

2) Conclure.

Exercice 86 (Décomposition de renouvellement pour une marche simple biaisée sur
7?)

On considére lespace A des trajectoires infinies (xg, 21, T2, ...) a valeurs dans Z2,
initialisées en 0, et effectuant des pas au plus proche voisin, A étant muni de la tribu
engendrée par les coordonnées. La notation (eq,...,eq) désigne la base canonique de
72, et on pose B := {+e1,...,+eq, —e1,...,—eq}. Pour (xg,r1,22,...) € A, on a
donc que xg =0 et xpy1 — xn € B pour tout n > 0. Pour tout h > 1, on définit sur
A les suites de variables (Ry)k>0, (Sk)k>0 et (Dg)k>0 par récurrence de la maniére
sutvante. Pour initialiser, on pose Ry := 0, Dgy := 0. Ensuite, pour tout k > 0, on

pose
Sg+1:=1nf{n > Dy; X, -e; = Ry + 1},

Dyyq :=inf{n > Sp11; X, -e1 = Ry},
Ryq1 = sup{Xy, - e1; Sgr1 <n < Dyt

avec les conventions inf ) = +oo et sup@) = 0. On définit ensuite

k:=1inf{Sk; k>0, Dy = +oo}.
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A présent, considérons une marche aléatoire (Xy)n>0 sur le groupe 7%, initialisée
en 0, et effectuant des pas au plus proche voisin. Plus précisément, on se donne une
famille de variables aléatoires i.i.d. (;)i>1 & valeurs dans B, définies sur un espace
de probabilité (Q, F, P), et X,, est défini par Xo :=0 et X, :=> """ | & pour n > 1.
On suppose en outre que la marche est biaisée positivement dans la direction +eq,
autrement dit, que E(e1 - e1) > 0.

1) Montrer que k((Xn)n>0) est fini avec probabilité 1.
2) La variable aléatoire k(Xy,)n>0 est-elle en général un temps d’arrét pour la filtra-
tion définie par F,, = o(Xo,..., Xpn) ?

On définit o présent par récurrence

puis
Kitl = Ki + “((Xm-f—n - Xm)nzo)'

On définit également, pour tout i > 0,
Fr, ={A€F;, Vn>0, An{k; =n} e F,}.

4) Montrer que, pour tout i > 1, conditionnellement o F,, la loi de (Xy,4n—Xs, )n>0
n'est autre que la loi de (Xp)n>0 conditionnelle o l’événement B := {X,, - e >
0 pour tout n > 0}. (Commencer par le cas i =1.)

5) En déduire que K1,ko — K1,K3 — K2,... sont des variables indépendantes, possé-
dant toutes la méme distribution a lexception de k1. Méme question avec ry,,Tx, —

Th1yTks = Tko-

L’exercice précédent montre comment on peut découper la trajectoire d’une
marche aléatoire biaisée en trongons indépendants et (sauf le premier) identiquement
distribués. Comme nous le verrons dans un chapitre ultérieur, une telle décomposi-
tion est un premier pas pour prouver des théorémes limites tels que la loi des grands
nombres ou le théoréme de la limite centrale, par exemple. Bien entendu, pour la
marche aléatoire simple, ce résultat n’est pas trés intéressant car on dispose de beau-
coup d’autres techniques pour ’étudier. En revanche, 'approche développée dans
cet exercice peut encore étre utilisée dans certains modéles de marches aléatoires en
milieu aléatoire, et de marches aléatoires en auto-interaction, pour lesquels les autres
approches ne sont pas utilisables.

Exercice 87 (Marche aléatoire et branchement I) On considére un processus de
branchement de Galton-Watson, dans lequel une population initialement constituée
d’un individu évolue, chaque individu donnant lieu ¢ un nombre aléatoire de descen-
dants dans la génération sutvante, les nombres de descendants des différents individus
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étant choisis de maniére i.i.d. selon une loi de reproduction fizée p sur N. On dit qu’il
y a extinction si le nombre d’individus présents dans la population s’annule aprés un
certain nombre de générations. Dans le cas contraire, on dit qu’il y a non-extinction.
La théorie classique des processus de Galton-Watson, basée sur le calcul des fonc-
tions génératrices, permet (entre autres) d’établir le résultat suivant. En notant m
Uespérance (éventuellement infinie) du nombre de descendants d’un individu dans
la génération suivante, c’est-a-dire ['espérance de u, ¢l y o extinction presque sire
lorsque m < 1, et non-extinction avec probabilité strictement positive st m > 1. Nous
montrons ici comment relier cette propriété a la récurrence/transience d’une marche
aléatoire.

1) Aller lire (ou relire) d’urgence un exposé de la théorie classique des processus de
Galton- Watson, par exemple celui de [53].

On définit une suite (Zn)n>0 de parties finies de N, et une suite (Ky)n>0 de
variables aléatoires a valeurs entiéres, de la maniére suivante. On suppose donnée
une suite (Mp)n>0 de variables i.i.d. de loi p. Initialement, Zy := {1} et Ko := 1.
Ensuite, étant donné Z, et K,, on distingue deuzx cas. Si Z, = 0, Zn11 := Zy et
Ky :=K,. Si Z, # 0, on pose

Ipi1 = Zy U{K,+1,K,+2,..., K, + M,}\ {min Z,},

Kn+1 = Kn + Mn

2) Prouver que la probabilité d’extinction d’un processus de Galton-Watson de loi
de reproduction p et contenant initialement un individu, est la probabilité pour qu’il
existe un n a partir duquel Z, = (.

3) Montrer que la suite (card Zy)n>0 est en fait une marche aléatoire sur le groupe
Z. Quelle est la loi de ses incréments ¢

4) A partir des propriétés de récurrence/transience des marches aléatoires sur Z, en
déduire le critere m < 1 pour avoir une probabilité d’extinction strictement positive.
5) On définit T := inf{n > 1; Z, = 0}, avec la convention inf() = 4+o00. Montrer
que la variable aléatoire 1 + ZZ;& M, est égale a T et posséde la méme loi que
le nombre total d’individus dans la généalogie (la somme des populations totales de
chaque génération) d’un processus de Galton-Watson de loi de reproduction u et
contenant initialement un individu. En déduire que ce nombre est d’espérance finie
dans le cas p < 1, et d’espérance infinie dans le cas p = 1.

6) L’approche de cet exercice permet de retrouver partiellement le critére de récur-
rence/transience des marches aléatoires sur le groupe Z dont l'espérance des pas est
définie, & partir de la théorie classique des processus de Galton-Watson. Quel type de
loi exactement peut-on traiter au moyen de cette approche ?

Exercice 88 (Marche aléatoire el branchement IT)
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On considére une marche aléatoire simple (Xy)n>0 sur Z (éventuellement biai-
sée), initialisée en 1. On note T1(0) le premier temps de retour en 0 de la chaine, et,
pour tout j > 1, on définit la variable aléatoire

Nj := card {n >0;n< Tl(o)v (XnaXnJrl) = (]a] + 1)}

1) Montrer que la loi de la suite (Nj)o<j<r(0) €st la méme que la loi des nombres
d’individus dans les générations successives d’un processus de Galton-Watson com-
portant initialement un individu, considérées jusqu’a extinction du processus (si
celle-ci n'a pas lieu, on prend en compte la totalité de la trajectoire).

2) A partir du critére d’extinction pour les processus de Galton- Watson, retrouver la
fait que la marche aléatoire retourne presque siirement en 0 si et seulement si le biais
est négatif ou nul.

3) Inversement, retrouver dans ce cas particulier le critére d’extinction pour les pro-
cessus de Galton-Watson a partir des résultals sur les temps de retour en 0 pour la
marche.

L’exercice ci-dessus ne fait que reprouver un résultat que 'on peut obtenir par
des moyens plus simples. Cependant, ’approche développée dans cette exercice, ba-
sée sur un lien entre les trajectoires d’'une marche aléatoire uni-dimensionnelle, et
un processus de branchement, peut étre appliquée pour traiter certaines marches
aléatoires en milieu aléatoire ou en auto-interaction, 14 ol les autres approches ne

peuvent pas nécessairement se généraliser.

Exercice 89 (Méthode de Matthews pour les temps de recouvrement) Considérons
un ensemble fini S, un noyau de transition p irréductible sur S, et (X,)p>0 une
chaine de Markov sur S de noyau de transition p. On appelle temps de recouvrement
de S la variable aléatoire

Tree. := inf{n; {Xo,...,X,} =S5}

Pour x,y € S, posons t(x,y) := E(T(y)), ot T(y) est le temps d’atteinte de y, et
Hy :=>_,1/k. Le but de cet exercice est de montrer l'encadrement suivant :

H\g) x mint(z,y) < E(Tree.) < Hjg) x maxt(z,y),
TF£Y Ty

ou |S| désigne le nombre d’éléments de S.
1) Rappeler pourquoi t(x,y) < 400 pour tous x,y € S. Montrer ensuite que l'on a
E(Trece.) < +00.

On considére a présent une permutation aléatoire uniforme Ji,...,J|g| des élé-
ments de S indépendante de la chaine de Markov étudiée, et l’on pose, pour tout
1<m<|S],
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et

Ly, := le dernier élément de {Ji,...,JJm} a étre visité par la chaine.

2) Montrer que, pour tout 2 < m < |5,
E(Cp —Chn-1ldiy ooy Imy X1y, Xy, ) = t(Lim—1, Jm) 1 (L = Jin).
3) Montrer a Uaide d’un argument de syméirie que, pour tout 2 < m < |S|,
P(Ly, = Jm) =1/m.
4) En déduire que, pour tout 2 < m < |5,

mint(z,y) < E(Cp, — Cpp—1) < maxt(x,y).
TFy T#y

5) Montrer que (1 — 1/n) ming,4, t(z,y) < E(C1) < (1 —1/n) max,+, t(x,y).
6) Conclure.
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Chapitre 3

Théorie du potentiel, mesures et
lois invariantes

La théorie classique du potentiel s’est développée & partir de la notion de potentiel
telle qu’elle apparait en physique (par exemple le potentiel électrique ou gravitation-
nel), et étudie notamment 'opérateur Laplacien et les fonctions harmoniques. Il est
possible de développer une théorie du potentiel (en fait, plusieurs théories) pour les
chaines de Markov, dans laquelle le réle du Laplacien est dévolu a 'opérateur p — I.
Dans le cas du mouvement Brownien, 'analogue de p — I est le générateur infinitési-
mal du processus, qui s’identifie au Laplacien usuel, et I’on retrouve donc exactement
la théorie classique du potentiel. Comme nous le verrons, les analogues probabilistes
des objets et des résultats de la théorie du potentiel classique jouent un rdle trés
important dans I’étude des chaines de Markov. Pour une introduction & la théorie du
potentiel pour les chaines de Markov, consulter par exemple [39]. Pour approfondir,
voir par exemple [43], et [50] pour le cas des marches aléatoires sur le groupe Z.

Un roéle central dans la théorie du potentiel est joué par ’équation de Poisson

AV = f,

ou V est le potentiel et f est une fonction donnée. L’analogue dans notre cadre, est
I’équation de Poisson discréte
pu=u+c, (3.1)

ol p est un noyau de transition sur S, et ot u et ¢ sont des fonctions définies sur S
et & valeurs réelles, ¢ étant supposée a valeurs positives, et u pouvant éventuellement
prendre les valeurs +oo.

Définissons la fonction de Green G(-,-) sur S x S par

+oo “+o0o +00
Glz,y) =Y p (w,y) =D Pu(Xn=y) =E, (Z 1(X, = y)) : (32)
n=0 n=0

n=0
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n+1(

En utilisant simplement l'identité pp™(z,y) = p x,y), on voit directement & partir

de la définition que, pour tout y € S,

pG('a y) + I(7y) = G('ay)v (33>

et on obtient donc une solution positive de I’équation de Poisson discréte (3.1) ci-
dessus en posant, pour tout z € S,

u(z) =) e(y)Gla,y).

yeS

De maniére plus probabiliste, u se réécrit

u(z) =B, | Y e(Xn)

n>0

Exercice 90 Prouver (3.3) a partir de l’expression probabiliste de G(x,y). Faire de
méme pour u.

On note que, pour une chaine irréductible, G(z,y) = 400 pour tous z,y € S dans
le cas récurrent, tandis que G(z,y) < +oo pour tous z,y € S dans le cas transient.
Par conséquent, la formule ci-dessus montre que, dans le cas récurrent, u = +o0,
sauf si ¢ = 0. En revanche, dans le cas transient, on peut espérer (tout dépend de c)
que u fournit une solution non-triviale pour 1’équation de Poisson.

Il s’avére que 'on obtient une théorie plus intéressante en introduisant dans
I’équation de Poisson une notion de frontiére. C’est la théorie que nous présentons
briévement dans ce qui suit, dans le cas ol la frontiére est un sous-ensemble de S. On
peut en fait étendre cette théorie dans le cas ou la frontiére se trouve en un certain
sens "a l'infini" et (notamment) étudier ainsi le comportement asymptotique des
chaines transientes. (Voir par exemple la théorie de la frontiére de Martin présentée
dans [43] ou le chapitre de [46] sur le sujet.)

3.1 L’équation de Poisson avec frontiére absorbante

Considérons un noyau de transition p sur un ensemble fini ou dénombrable S,
et un sous-ensemble D de S, non-vide et strictement inclus dans S. Notons 9D le
complémentaire de D dans .S, et supposons données deux fonctions ¢ : D — Ry et
¢ : 0D — R,. Nous appellerons équation de Poisson sur le domaine D avec
frontiére absorbante 1’équation suivante, dans laquelle 'inconnue est une fonction
u S — [—o0,+00].

(3.4)

u(z) = pu(z) + c(x), z € D;
u(z) = ¢(z), x € dD.
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Lorsque ¢ = 0, I’équation (3.4) se transforme en

u(z) = pu(zx), z € D;
{ u(z) = ¢(x), x € dD. (3.5)

et ’équation obtenue est ’équation de Laplace. Telle qu’écrite ci-dessus, avec une
condition au bord fixée, I’équation (3.5) est appelée probléme de Dirichlet, et
les solutions de I'’équation sont les fonctions harmoniques. Lorsque 'on suppose
seulement que 'on a 'inégalité u(x) > pu(z), on dit que 'on a affaire & une fonction
sur-harmonique, et les solutions de I’équation de Poisson générale (3.4) sont donc
des fonctions sur-harmoniques, puisque nous supposons toujours que ¢ > 0.

3.1.1 Des fonctions de Green

Nous allons maintenant décrire ’analogue pour ’équation de Poisson avec fron-
tiére absorbante de la fonction de Green G(+, -) décrite plus haut dans le cas sans fron-
tiere. Définissons pp(-, ) sur S x S par pp(z,y) := p(x,y) siz,y € D, et pp(z,y) =0
sinon. Par analogie avec (3.3), posons alors

+oo
GD(J', y) = Zp%(ma y)
n=0

Noter que, bien que pp ne soit pas un noyau de transition, on peut définir toutes
les opérations — ici, l'itération de pp avec lui-méme — de la méme fagon que pour
les noyaux de transition. Par convention, p%(a:, y)vaut 1 siz =yet z,y € D, et 0
sinon.

Nous utiliserons dans la suite la notation suivante : étant donnée une chaine de
Markov (X5)n>0, la notation 7" désigne le premier temps d’atteinte de 9D, soit

T :=inf{n > 0; X,, € 0D},

avec la convention usuelle inf ) = +o00. Cette notation permet de réécrire Gp d’une
maniére plus probabiliste :

+o0o T—1
Gp(z,y) = ZPI(Xn =y,T>n)=E, (Z 1(X,, = y)) )
n=0

n=0

Considérons y € D fixé. Comme dans le cas sans frontiére, en utilisant simplement
I'identité pppl, = p%ﬂ, on voit directement & partir de la définition que,

PGp(-,y)] () + I(x,y) = Gp(x,y) pour tout = € D. (3.6)
Par ailleurs, du fait méme de la définition, on a nécessairement que

Gp(z,y) = 0 pour tout = € 9D.
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Ainsi, on peut construire une solution positive de I’équation de Poisson (3.4) associée
A ¢, mais avec ¢ = 0, en posant

up(z) =Y e(y)Gp(x,y).

yeD
Une expression plus probabiliste de up est donnée par
T-1
up(z) = E, (Z C(Xn)> .
n=0

Exercice 91 Prouver (3.6) a partir de 'expression probabiliste de Gp(x,y). Faire
de méme pour up.

D’autre part, en utilisant cette fois I'identité p'p = pgﬂ, on montre que 'on a
I'équation duale pour les mesures Gp(z,-) sur S, a savoir que, pour x € D fixeé,

[Gp(z,)p]| (y) + I(x,y) = Gp(x,y) pour tout y € D, (3.7)

tandis que
Gp(z,y) = 0 pour tout y € dD.

Exercice 92 Prouver (3.7) a partir de l’expression probabiliste de Gp(z,y).

Compte-tenu du fait que up satisfait 1’équation de Poisson (3.4) avec une condi-
tion au bord identiquement nulle, nous devons, pour obtenir une solution de ’équa-
tion (3.4) initiale, ajouter & up une solution du probléme de Dirichlet (3.5) associé &
la condition au bord ¢. (C’est une conséquence immeédiate de la linéarité de I'équa-
tion.) Celui-ci peut se résoudre en introduisant les fonctions suivantes. Définissons
G_op(+,-) sur S x OD par

G_@D(I',y) = I(:L'vy) + (GDp)(:B,y),

soit, plus explicitement,

G_op(z,y) =I(z,y) + Y _ Gplx,2)p(z,y).
zeD

On note que G_gp peut se réécrire, pour tout x € S et y € 9D, sous la forme
+00
G_op(x,y) =) Pu(Xp=9yT=n)=P (Xr=y, T<+o0). (38)
n=0

Exercice 93 Vérifier lidentité ci-dessus.
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Considérons y € 0D fixé. On vérifie ici encore & partir de la définition que, pour

tout x € D, (pI)(x,y) + (pGpp)(z,y) = p(z,y) + (pGpp)(x,y) = Gp(z,y). On en
déduit donc que

[pG_op(-,y)] (¥) = G_ap(x,y) pour tout z € D,
tandis que la définition entraine immédiatement que
G_sp(z,y) = 1(x = y) pour tout x € ID.

On en conclut finalement que, si 'on définit

ugn(X) =Y ¢(y)G—op(x,y),

yeD

on obtient une solution positive de ’équation de Poisson 3.4 associée & ¢, mais avec
¢ = 0, c’est-a-dire une solution au probléme de Dirichlet. Une expression probabiliste
de ugp est alors donnée par

ugp(x) = E; (¢(X7)1U(T < 400)) .

Exercice 94 Vérifier (3.8) a partir de lexpression probabiliste de G_gp(x,y). Faire
de méme avec uyp.

Nous pouvons & présent énoncer le résultat suivant.

Théoréme 4 On obtient une solution positive de [’équation de Poisson générale
(3.4) en posant
u(z) := up(z) + ugp(x).

Nous verrons plus tard qu’il est également intéressant de considérer la définition
suivante, duale de celle de G_ yp. Définissons Gyp_.(+,-) sur 9D x S par

Gop—(x,y) = I(x,y) + pGp(z,y) = I(z,y) + >_ p(x,2)Gp(2,y).
zeD

On note que G_gp peut se réécrire, pour tout x € S et y € 9D,
o0 T1—1
G_op(z,y) = me(Xn =y, 1 >n)=E, (Z 1(X, = y)) )
n=0 n=0

o1 T est le premier temps d’atteinte de D strictement aprés I'instant 0, soit

Ty :=inf{n > 1; X,, € 0D},
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avec la convention usuelle inf () = +00. On peut alors effectuer le calcul dual de celui
mené pour G_.yp, a savoir que, x € JD étant fixé, on a, pour tout y € D, I'identité

(Ip)(z,y) + (G pp)(z,y) = p(z,y) + (pGpp)(z,y) = Gp(x,y), dott
[Gop—p(z,-)] (y) = Gop—(z,y) pour tout y € D, (3.9)

tandis que
Gop—(x,y) = 1(xz = y) pour tout y € ID.

Exercice 95 Prouver (3.9) a partir de l’expression probabiliste de Gop—.(z,y).
Notons que, si x,y € dD, on a l'identité

[pGﬂaD('a y)] (.7}) = [GﬁDﬂp(qb )] (y) - p(xv y) + (pGDp)(xv y)7 (310)

mais que cette derniére expression n’est pas en générale égale a I(x,y).

3.1.2 Des martingales

La notion de fonction harmonique est intimement liée a celle de martingale, et
ce lien permet notamment d’appliquer les méthodes de martingales & 1’étude des
fonctions harmoniques, ce que nous ferons & plusieurs reprises. Plus précisément,
on a les théorémes suivants (énoncés pour les fonctions positives ou bornées afin
d’eviter d’avoir a discuter les questions d’intégrabilité). Commencons par le cas sans
frontiére :

Théoréme 5 Considérons une fonction f positive ou bornée, solution de ’équation
de Poisson sans frontiére (3.1). Alors, pour toute loi initiale v sur S, et tout n > 0,

E, (f(XnJrl)‘]:n) = f(Xn) - C(Xn)v P, —p.s.

Preuve :
La preuve est essentiellement tautologique. Grace & la propriété de Markov,
EV(f(Xn+1)|]:n) = pf(Xn) P, —p.s. O

On note que le calcul effectué dans la preuve ci-dessus est exactement celui qui
conduit & la martingale de ’exercice 28.

Corollaire 9 Supposons que f est positive et satisfait E,(f(Xo)) < +00, ou que f
est bornée, et est solution de l’équation de Poisson sans frontiére (3.1). Sic =0, ¢’est-
a-dire dans le cas d’une fonction harmonique, la suite [f(X,)],, >, est une martingale
par rapport & la filtration (Fp,)n>0. Dans le cas général de l’équaitz'on de Poisson, on a
seulement le fait que f est sur-harmonique, et que [f(Xy)],,>( est une sur-martingale.
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Preuve :

1l suffit d’appliquer le résultat du théoréme ci-dessus, qui permet de vérifier faci-
lement par récurrence, dans le cas ol f est supposée positive mais pas nécessairement
bornée, que E,(f(X,)) < 400 pour tout n et que l'on a la propriété de martingale
(ou de sur-martingale). O

Dans le cas avec frontiére absorbante, on a le résultat suivant :

Théoréme 6 Considérons une fonction f positive ou bornée, solution de I’équation
de Poisson avec frontiére absorbante (3.4). Alors, pour toute loi initiale v sur S, et
tout n > 0,

E, (f(XTA(n+1))|-7'—n) = f(XTAn) - C(XT/\n)l(T > n)a P, — b.s.

Preuve :
Grace a la propriété de Markov, on a toujours que

Eu(f(Xn-&-l”fn) = pf(Xn) P, —p.s.

Si T > n, on a nécessairement X,, € D, d’ou le fait que

pf(Xn) = f(Xn) - C(Xn)

Par ailleurs, la condition 7' > n entraine que TA(n+1)=n+1et T An =n. En
utilisant le fait que 1’événement {T' = n} est mesurable par rapport a F,, du fait que
T est un temps d’arrét, on constate ainsi que P, — p.s.,

Eu(f(XT/\(n—&-l))’j:n)l(T >n) =E,(f(Xn+1)|Fn) LT > n) = pf(Xn)L(T > n)
tandis que
pf(Xn)L(T > n) = [f(Xpan) — c(Xoan)] LT > n).

Si T' < n, on a en revanche l'égalite f(Xgpani1)) = f(Xran) = f(X7), et (T <
n)f(Xr) est mesurable par rapport & F,,, d’ou le fait que, P, — p.s.,

B, (f (X)) [Fa) (T < n) = f(Xrpan) LT < 7).
g

On note que le calcul ci-dessus revient a considérer la martingale (M,),>0 de
Pexercice 28 et & exploiter le fait que (M7an)n>0 €st nécessairement une martingale.

Corollaire 10 Supposons que f est positive et satisfait E,(f(Xo)) < 400, ou que f
est bornée, et est solution de l’équation de Poisson avec frontiére absorbante (3.4). Si
c =0, c’est-a-dire dans le cas d’une fonction harmonique, la suite [f(X7an)],>o st
une martingale par rapport & la filtration (Fp)n>0. Dans le cas général de l’e’q'l;ation
de Poisson, on a seulement le fait que f est sur-harmonique, et que [f(X1an)l,>0
est une sur-martingale. -
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Preuve :

11 suffit d’appliquer le résultat du théoréme ci-dessus, qui permet de vérifier faci-
lement par récurrence, dans le cas ol f est supposée positive mais pas nécessairement
bornée, que E, (f(X7ran)) < +o0 pour tout n et que I'on a la propriété de martingale
(ou de sur-martingale). O

3.1.3 Questions d’unicité

Les fonctions de Green introduites ci-dessus nous ont permis de fabriquer une
solution ©u = up+4ugp & 1’équation de Poisson avec frontiére absorbante. Une question
naturelle est alors de demander si cette fonction est 'unique solution de I’équation
de Poisson, ou g’il peut en exister d’autres.

Avant de discuter le probléme de maniére générale, analysons le cas de la marche
aléatoire simple sur Z, pour lequel ’étude des fonctions harmoniques se raméne &
celle de suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

Exercice 96 Soit le noyau sur Z défini par p(z,x+1) ==« et p(x,x — 1) :=1—aq,
ot a €]0,1].

1) Montrer que, lorsque o # 1/2, il existe une fonction harmonique positive non-
constante.

2) Montrer que, lorsque o = 1/2, les seules fonctions harmoniques positives sont les
constantes, mais qu’il existe néanmoins des fonctions harmoniques non-constantes.

Sur cet exemple, on constate donc qu’il n’y a pas nécessairement unicité pour le
probléme de Dirichlet (et donc pour I’équation de Poisson en général), méme si I'on
impose a la solution de ne prendre que des valeurs positives. En revanche, la solution
up + ugp construite dans la section précédente posséde la propriété trés importante
d’étre une solution positive minimale de ’équation, ce qui est précisé par le théoréme
suivant.

Théoréme 7 FEtant donnée une fonction h positive vérifiant

h(z) = ph(z) + c(x), = € D;
h(z) > ¢(z), = € OD. ’
on a nécessairement

h > up +upp.

Preuve :
On introduit les versions tronquées de up et ugp suivantes. Pour tout K > 0,

K-1
upy(z) ==Y cy) (Z P,(X, =y, T > n)) :
n=0

yeD



Théorie du potentiel, mesures et lois invariantes 71

et

UBD Z Py <Z Pr(Xn =9, T )) .
yedD

En reprenant les calculs de fonction de Green effectués précédemment, on vérifie
facilement que uKH( ) (puls)(x) + c(x) pour tout = € D, tandis que u® 1 (z) = 0
sur 9D, tandis que ua 1 (z) = (puky)(x) pour tout » € D et ul,(z) = ¢(z) sur OD.
En posant u” (z) := uf (z) + u, (), on en déduit que T (z) = (puf)(z) + ()
K

(

pour tout x € D, tandis que u™* (z) = ¢(x) sur dD. Par ailleurs, on voit facilement

a partir de la définition que, pour tout x € S,

K
KLHEOOUD( z) = up(x) et KljfrloouaD( ) = uyp (),

d’ou le fait que

KEI—EOO u™ () = up(z) + ugp(x).

Supposons donnée une fonction A vérifiant les hypothéses du théoréme. On a h >
u? = 0. Ensuite, par récurrence, on voit que si 'on a h > u’*, on doit avoir, pour
x € D, h(z) > ph(x)+c(z) > pul (2) +c(z) = uSH(z). Par ailleurs, si z € 9D, on a
h(z) > ¢(x) = ug1(x). On en déduit que h > u® pour tout K, d’ott h > up +usp
en passant a la limite. O

Nous avons vu que la positivité ne suffisait pas en général pour obtenir I'unicité. 11
est donc nécessaire d’introduire des hypothéses supplémentaires. Un résultat général
d’unicité est le théoréme suivant.

Théoréme 8 Si l'on suppose que P (T < +o00) = 1 pour tout x € D, et qu’il
existe une solution bornée de l’'équation de Poisson, celle-ci est nécessairement égale
a up + usp-

Preuve :
On se donne une solution A bornée, et on utilise le théoréme 6 pour déduire le
fait que

n—1
My, = h(X1pn) — M(Xo) + Y e(Xpar)L(T > k)
k=0
est une martingale. On a donc E;(M,,) = E;(My) = 0, d’ou le fait que, pour tout

xz €S,
(T—1)AK

h(z) = Ez (WM X1rK)) + Ey c(Xg) | -
k=0
Lorsque K tend vers l'infini, le premier terme du membre de droite de ’équation
ci-dessus converge vers E, (h(X7)), par convergence dominée, du fait que h est sup-
posée bornée et T fini presque sirement. Comme h = ¢ sur 9D, E, (h(X7)) =
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E, (¢(X7)) = ugp(z). Le deuxiéme terme du membre de droite de ’équation ci-
dessus converge, quant a lui, vers E, (Zz;ol c(Xk.)) = up(x), par convergence mo-
notone, en utilisant ’hypothése que ¢ > 0. On en déduit finalement que h(z) =
up(z) + ugp(x). O

Exercice 97 Re-prouver le théoréme 7 en utilisant la méthode de preuve du théoréme
ci-dessus.

Corollaire 11 SI l'ensemble S est fini et si le noyau est irréductible, l'équation de
Poisson posséde toujours une unique solution donnée par up + uyp-

On note que le théoréme ne garantit pas en général I'existence de solutions bor-
nées : sous les hypothéses du théoréme, il existe une solution bornée si et seulement
si up +ugp est bornée. Du fait que la valeur sur la frontiére est imposée par I’équa-
tion, il ne peut exister de solution bornée que si la condition au bord ¢ est elle-méme
bornée. Dans ce dernier cas, on voit, & partir de la définition, que ugyp est auto-
matiquement bornée, ce qui rameéne la question de ’existence de solutions bornées a
I’étude du caractére borné ou non de up. En particulier, si 'on considére le probléme
de Dirichlet, up = 0, et 'on a donc le résultat suivant.

Corollaire 12 Lorsque ¢ est bornée, le probléme de Dirichlet posséde une et une
seule solution bornée, donmée par ugp.

En revanche, lorsque ¢ n’est pas identiquement nulle, il est possible qu’il n’existe
aucune solution bornée de I’équation (rappelons qu’il suffit de vérifier que up n’est
pas bornée pour que cela soit le cas). C’est bien entendu le cas si ¢ n’est pas bornée,
car l'existence d’une solution bornée de I’équation entraine automatiquement, par
différence, que ¢ doit étre bornée, mais il est possible qu’il n’existe pas de solution
bornée méme si ¢ est.

Exercice 98 Donner un exemple pour lequel up n’est pas bornée bien que c le soit.

Par ailleurs, on note que, si ’on supprime ’hypothése que la probabilité d’ab-
sorption par la frontiére est égale & 1, le résultat d’unicité du théoréme tombe en
défaut. En effet, en prenant ¢ = 1 et ¢ = 0, on voit que ugp(x) := Pr(T < +00),
et que ugp n’est pas constante car ugp vaut 1 sur D et 'on suppose qu'il existe
un z € D tel que ugp(z) < 1. Comme la fonction constante égale a 1 est aussi une
solution bornée, on n’a pas unicité.

L’exercice suivant fournit une preuve alternative & l'unicité dans le cas ou l'en-
semble S est fini, en s’appuyant sur une version discréte du principe du maximum
pour les fonctions harmoniques (stricto sensu, il s’agit plutot un principe du mini-
mum pour les fonctions sur-harmoniques).



Théorie du potentiel, mesures et lois invariantes 73

Exercice 99 Supposons donné un ensemble fini S, une partition de S en D U 0D,
et un noyau p sur S tel que Py(T < 4+00) = 1 pour tout x € D. On suppose que
h : S — R vérifie h(x) > ph(z) pour tout = € D, et h(x) > 0 sur dD. Nous
cherchons & montrer que le minimum de h sur S est nécessairement atteint sur OD.
Pour cela, on considére x, tel que h(xy) = minh, et l'on suppose que x, € D.
On introduit ensuite Dy = {x.}, et on définit par récurrence, pour tout i > 1,
Si:={ye€S; IxreD;_1, plx,y) > 0}.

1) Montrer que, pour tout i, h est constante sur S; égale & min h.

2) Montrer qu’il existe nécessairement i > 0 tel que S; N OD # ).

3) Conclure que le minimum de h est atteint sur 0D.

4) En déduire qu’il ne peut exister qu’une solution & ’équation de Poisson.

Exercice 100 On s’intéresse o l’équation de Poisson modifiée suivante :
u(x) = apu(x) + ¢,

ot 0 < a < 1 est un nombre réel firé, et ¢ : S — R est une fonction donnée.
Montrer que, si ['on suppose ¢ bornée, l'unique solution de [’équation est fournie par
la formule

Exercice 101 Supposons donné un ensemble fini S, une partition de S en DUJID,
et un noyau p sur S tel que Pp(T < 4+00) = 1 pour tout x € D. On suppose que
h : S — R vérifie h(x) > ph(z) pour tout = € D, et h(x) > 0 sur dD. Nous
cherchons a montrer que le minimum de h sur S est nécessairement atteint sur 0D.
Pour cela, on considére x, tel que h(x,) = minh, et l'on suppose que x, € D.
On introduit ensuite Dy := {x.}, et on définit par récurrence, pour tout i > 1,
Si:={y€S; dx € D;_1, p(z,y) > 0}.

1) Montrer que, pour tout i, h est constante sur S; égale @ min h.

2) Montrer qu’il existe nécessairement i > 0 tel que S; NID # ().

3) Conclure que le minimum de h est atteint sur 0D.

4) En déduire qu’il ne peut exister qu’une solution & l’équation de Poisson.

3.1.4 Quelques exemples classiques

L’objectif de ces notes n’étant pas d’approfondir significativement ['étude de la
théorie du potentiel pour les chaines de Markov, nous nous contentons, dans cette
partie, de donner quelques exemples classiques de quantités possédant ayant & la
fois une interprétation probabiliste simple et un sens dans le cadre de la théorie
du potentiel. Le point le plus important pour nous est la possibilité d’étudier ces
quantités au moyen de systémes d’équations linéaires.
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Exercice 102 FEtant donné deuz sous-ensembles A et B de S disjoints et non-vides,
appelons Ty le temps d’atteinte de A et T le temps d’atteinte de B. Pour tout x € S,
posons u(x) := Py(T4 < Tg). On a donc u =1 sur A et uw =0 sur B. En posant
D := S\ (AU B), montrer que u est harmonique sur D, i.e. (pf)(x) = f(x) pour
tout x € B. Que peut-on dire du caractére (sur-, sous-)harmonique de u sur S tout
entier ¢

Exercice 103 Etant donné un sous-ensemble A de S, appelons Ty le temps d’al-
teinte de A. Pour tout v € S, posons v(z) = E,(T4). On a donc v =0 sur A. En
posant D := S\ A, montrer que u vérifie l’équation v(z) = pv(z)+1 pour tout x € D.

Exercice 104 Etant donné un ensemble fini S, proposer une méthode permettant
de calculer les quantités étudiées dans les trois exercices précédents.

Exercice 105 (La ruine du joueur) On considére la marche simple sur Z, associée
au noyau définie par p(r,x +1) = a et p(x,x — 1) = 1 — « pour tout © € Z, avec
0<a<l.

Etant donné a,b € Z tels que a < b, on définit T comme le temps d’atteinte de
lensemble {a,b}, soit T := inf{n > 0; X, € {a,b}}.
1) Montrer (élémentairement) que, partant de a < x < b, P,(T < +o00) =1 et méme
E.(T) < 4o0.
2) En résolvant l’équation de Poisson associée, donner, pour tout a < x < b la valeur
de Ex(T), et de Pp(Xp = a) et Pp(Xp =0).
3) En faisant tendre a ou b vers too, retrouver le critére de récurrence/transience
de la marche. Dans le cas transient, comment s’exprime la probabilité de revenir en
un point ¢
4) Retrouwver ces résultats en faisant directement appel auz martingales suivantes :

1—a\™*"
(X —n(2a = 1)],50, [(a) ] pour o # 1/2, [X2 —n] s Pour a = 1/2.
n>0

Quel rapport ces martingales entretiennent-elles avec la résolution de ’équation de
Poisson de la question 2) ?

Exercice 106 On reprend la marche simple de lexercice précédent, et l'on note
T(0) le premier temps d’atteinte de 0. Pour a < 1/2, et x > 1, donner la valeur de
E;(exp(—AT)) pour tout A > 0.

Exercice 107 (Processus de naissance et de mort en temps discret) On considére
un noyau de transition défini sur N, tel que p(x,y) est nul ¢ moins que y € {x —
1,z,x+1}. On introduit les notations oy := p(x,x —1) (avec la convention ag :=0),
B i=p(z,x 4+ 1) et v, :=p(x, ).
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1) A quelle condition sur les o, 3,7 le noyau est-il irréductible sur N ¢

On introduit la fonction g définie sur N par

Awec les conventions usuelles )y = 0 et [[y = 1, on constate que g(0) = 0 et
g(1) =1.
2) Pour tous a,b € N tels que a < b, et tout a < x < b, montrer que

_g(b) —g(=

“ (2) - g(a)
~g9(x) —gla

B(T(0) < T(a)) = S5 =0 00,

3) En déduire que, sous ’hypothése que le noyau est irréductible, il y a récurrence si

et seulement si
+oo m

Qj
S -
m=0j=1 "7
Est-il surprenant que les y; n’interviennent pas dans ce critére ¢
4) Dans le cas transient, comment s’exprime Py(T(0) < +o0) ?

5) Discuter de la récurrence/transience lorsque vy;
Bj =1/2+¢€; avec €j ~ Aj~" pour A,u > 0.

0 et que (3 est de la forme

3.2 Mesures et lois invariantes

La théorie du potentiel décrite précédemment a pour objet central I’étude des
fonctions (sur-)harmoniques. Dans cette partie, nous nous intéressons a la notion
correspondante pour les mesures, a savoir la notion de mesure (sous-)invariante.
Comme le verrons dans la suite, les mesures invariantes, et en particulier les me-
sures de probabilité invariantes, jouent en fait un réle fondamental dans 1’étude du
comportement asymptotique de la dynamique associée & une chaine de Markov.

Dans ce qui suit, toutes les mesures sont supposées positives sauf mention contraire
(nous employons donc simplement le terme de "mesure", pour désigner une mesure
positive).

Etant donnée un ensemble fini ou dénombrable S, un noyau de transition p(-, -),
une mesure positive g sur S, on dit que p est invariante par rapport a p, ou encore
stationnaire vis-a-vis de p, lorsque up = . On parle de mesure sous-invariante
lorsque up < pu.
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Dans le cas d'une mesure de probabilité invariante, on parle plus volontiers
de loi invariante.

Deux mesures invariantes triviales sont la mesure constamment égale & 0 et la
mesure constamment égale a 4+oo. Toute autre mesure invariante sera dite non-
triviale. Par ailleurs, nous appellerons propre une mesure positive sur S qui vérifie
0 < p(x) < 400 pour tout € S. On a en fait le résultat suivant.

Proposition 28 Sip(-,-) est irréductible, toute mesure sous-invariante non triviale
est propre.

Preuve :

Supposons qu'il existe x tel que pu(x) = 0. Par sous-invariance, on a, pour tout
n>0,3 s m(y)p"(y, ) < p(x). Par positivité de p, on a donc p(y) = 0 deés que
p"(y,x) = 0. Par irréductibilité, pour tout y € S existe un n tel que ce soit le cas.
On raisonne de méme en supposant que p(x) = 400 pour un x. O

Avant de donner davantage de détails, mentionnons dés maintenant quelques
conséquences, immédiates, mais importantes, de 'existence d’une mesure de proba-
bilité invariante.

Loi invariante sur ’espace des trajectoires

Dans le cas ol v est une mesure de probabilité invariante, on voit que, par
définition, P, (X1 = x) = v(x) pour tout € S, et, plus généralement, que
Py p(Xy = ) = v(z) pour tout m > 1. En d’autres termes, si (X,)n>0 est une
chaine de Markov de loi initiale v et de noyau de transition p, pour tout m > 1, on
a que loi(X,,) = v.

En se plagant sur I'espace des trajectoires, on a en fait la proposition suivante.

Proposition 29 Si v est une mesure de probabilité invariante par rapport a p, la
mesure Py, est invariante sur (SN, H®N) sous l’action des décalages 0y, k > 1. En
d’autres termes, P, (0, 1(A)) = P, ,(A) pour tout A € H®N, ou, en termes plus
probabilistes : si (Xp)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de noyau de
transition p, P((Xo, X1,...) € A) = P((Xk, Xi+1,...) € A) pour tout k > 1.

Exercice 108 Prouver la proposition ci-dessus.

Ce résultat permet de voir une chaine de Markov initialisée selon une loi de
probabilité invariante comme un systéme dynamique mesuré sur l’espace des
trajectoires, et autorise ’emploi des outils de la théorie ergodique pour ’étude
d’une telle chaine. Les résultats de théorie ergodiques qui nous seront nécessaires
sont rappelés dans un appendice.
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Loi invariante et opérateur linéaire associé au noyau
Commencons par un résultat concernant Uaction de p (& droite) sur les fonctions.

Proposition 30 Si v est une loi de probabilité invariante associée au noyau p, pour
tout nombre réel s > 1, et tout f € L*(v), pf est bien défini et fini, et pf € L*(v).
De plus, laction sur les fonctions

p: Lv) = L(v)
définit un opérateur linéaire continu et de norme 1.
Exercice 109 Prouver la proposition. (Indication : inégalité de Jensen.)

Le corollaire suivant laisse augurer du role de v dans le comportement & long

terme de la chaine :

Corollaire 13 Sous les hypothéses de la proposition ci-dessus, si f € L*(v) avec
s>1,

lpf —v(Olls < If = v(Hlls.

Concernant 'action sur les mesures, notons tout d’abord que l'invariance de v
signifie que v est un vecteur propre associé a la valeur propre 1, par exemple pour
I'action sur ¢1(S). (Noter que la fonction constante égale & 1 est, quant & elle, un
vecteur propre associé a 'action duale sur les fonctions de £°°(5).) Enoncons main-
tenant une contrepartie a la proposition 30 pour l'action (& gauche) de p sur les
mesures. FEn fait, on fait agir p & gauche sur la densité des mesures par rapport a v.

Proposition 31 Si pu/v (vue comme une fonction sur S) est dans L*(v) pour s > 1,
alors (up) est bien défini, el (up)/v € L*(v). L’action correspondante de p de L*(v)
dans lui-méme définit un opérateur linéaire continu et de norme 1.

On a également le corollaire :

Corollaire 14 Sous les hypothéses de la proposition ci-dessus, si pu/v € L*(v) avec
s>1,
[(up) /v = 1|s < |lp/v = 1]]s.

3.2.1 Renversé dans le temps d’un noyau par rapport a une mesure
invariante

Etant donné un noyau de transition irréductible p, et une mesure invariante non-
triviale v de p, le noyau renversé dans le temps de p par rapport a v est défini, pour
tous z,y € S, par :

~—

p(z,y) = p(y, I)Zg)- (3.11)

Comme v est propre, cette définition est licite.
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Proposition 32 Tel que défini ci-dessus, p est un noyau de transition irréductible
vérifiant la propriété suivante : pour toute suite xq,...,x, d’éléments de S

V(JUO)P($07 .131) S p(l'n_l, xn) = I/(Q?n)ﬁ(l’n, xn—l) X ﬁ(IL -TO)-
Exercice 110 Prouver la proposition ci-dessus.

Proposition 33 Awvec les notations ci-dessus, v est invariante pour p, et le renversé
dans le temps de p par rapport a v n’est autre que p.

Exercice 111 Prouver la proposition ci-dessus.

Exercice 112 On considére un noyau de transition irréductible p possédant une loi
de probabilité invariante v.

1) Prouver que, pour tout n > 0, la loi de (X, ..., Xo) sous Py, est identique a la
loi de (Xo,...,Xy,) sous P, 5.

2) Montrer que, étant donnée une chaine de Markov (Xy)n>0 de loi initiale v et de
noyau de transition p, il est possible, quitte G enrichir ’espace de probabilité sous-
jacent, de définir une suite de variables aléatoires (Xp)n<o telle que (Xp)nez soit
une chaine de Markov de noyau de transition p (i.e. telle que toute sous-suite finie
(Xn)a<n<p soit une telle chaine de Markov).

Proposition 34 La récurrence de p est équivalente a celle de p.

Preuve :

11 suffit par exemple de noter que, pour tous z,y € S et n > 0, v(z)p"(x,y) =
v(y)p™(y, z), ou de considérer les probabilités de boucles partant de x et se terminant
en x sans retoucher x entre temps. O

L’un des intéréts de p est de fournir une dualité entre les actions sur les mesures
et les fonctions, comme ’explique la proposition suivante.

Proposition 35 Pour toute mesure positive p sur S, on a lidentité

1)

Preuve :
Par définition, on a, pour tout x € S,

> (=, y) => ply.x % e Zpy,

yes y yes
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Exercice 113 Prouver la proposition 31 ainsi que son corollaire a partir de la pro-

position 30 et de la dualité ci-dessus.

Comme conséquence, on obtient par exemple la dualité suivante entre fonctions

(sur-)harmoniques et mesures (sous-)invariantes.

Proposition 36 FEtant donné une fonction positive g telle que 0 < g(x) < +00 pour
tout x € S, il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :
- g est harmonique (resp. sur-harmonique) pour p

— la mesure définie sur S par p(x) = g(x)v(z) est invariante (resp. sous-invariante)

pour p.

Preuve :
Conséquence directe de la proposition 35. g

3.2.2 Mesures invariantes et récurrence/transience

Comme nous allons le voir, la question de l’existence et de 'unicité des mesures
(sous-)invariantes est liée & la question du caractére récurrent/transient de la chaine
considérée.

Nous allons d’abord voir que, dans le cas d’une chaine récurrente, les fonctions
de Green introduites dans la section précédente permettent de fabriquer des mesures

invariantes.

Définition 6 Etant donné a € S, considérons le découpage de S en D := S\ {a} et

cycle

0D :={a}. On définit une mesure positive sur S par pg’ = Gop—(a,-).

Redonnons l'expression de Gyp_, dans le cas particulier ci-dessus :

T1((z)—1 ~+00
PP () =Be | Y. UX=1a)| =D Po(X; = 2, Ti(a) > i), (3.12)
i=0 i=0

et notons que
vt (a) = 1.

Proposition 37 Supposons p(-,-) est irréductible et récurrent. Alors la mesure posi-

tive définie sur S par ugyde := Gyp—_(a,-) est non-triviale et invariante pour p(-,-).

Preuve :
En vertu de la section précédente, nous savons déja que ,uﬁydep(y) = ,uZyCle(y)
pour tout y € S\ {a}. Par ailleurs, I'identité (3.10) montre que la validité de

I’identité pour y = a équivaut a la validité de I’identité pour la fonction duale, soit
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p[G_ap(-,a)] (a) = G_sp(-,a). Rappelons 'expression de G_gp(z,y) pour x ¢ OD
et y € 0D :
]P)x(XT:ya T<+OO),

ou, dans notre contexte, T" est le premier temps d’atteinte de a. Du fait de la récur-
rence de la chaine, on a nécessairement que Xp = a avec probabilité 1, d’ou le fait
que G_9p(-,a) est la fonction constante égale a 1. La fonction G_9p(+,a) est donc
évidemment harmonique, ce qui entraine le résultat voulu.

g

On note que la preuve nous permet de comprendre pourquoi on choisit un en-
semble 0D réduit & un seul point : c’est le moyen de garantir le fait que la fonction
G_sp(+,a) est harmonique sur S tout entier et pas seulement sur D.

Proposition 38 Sip est irréductible et transient, [’égalité caractérisant l'invariance

de ,uﬁyde est satisfaite partout, sauf en a. En a, on a ,u(iyde(a) = 1 tandis que

1V p(a) = Po(Ty < 4+00) < 1. La mesure u’™® nest donc pas invariante, mais

sous-invariante.

Proposition 39 La masse totale de ,ugyde n'est autre que Eq(T1(a)). Par conséquent,

ugyde est de masse totale finie si et seulement si a est récurrent positif.

La proposition ci-dessus donne une maniére simple de vérifier que, si S est fini,
toute chaine irréductible est positivement récurrente.

Aprés la question de lexistence vient naturellement celle de I'unicité des me-
sures invariantes. Nous commencons par traiter le probléme pour les fonctions (sur-
Yharmoniques, pour lesquelles les techniques de martingale fournissent une preuve
élégante.

Proposition 40 Sip est irréductible et récurrent, les seules fonctions sur-harmoniques
positives (a valeurs finies) pour p sont les fonctions constantes.

Preuve :

Soit f une fonction sur-harmonique positive pour p. En considérant l’espace ca-
nonique des trajectoires, on en déduit que, pour tout b € S, la suite [f(X,)]n>0
est une sur-martingale positive par rapport a la filtration (F,),>0 et la probabilité
Py. Le théoréme de convergence de Doob entraine donc que f(X,,) converge presque
stirement dans R lorsque n tend vers U'infini. En appelant L la limite (aléatoire) de
cette martingale, et en notant le fait que tout élément de S est, par irréductibilité
et récurrence de p, visité une infinité de fois, on obtient que L = f(x) pour tout z,
et donc que f est une fonction constante. O

On note que ce résultat n’est pas vrai en général si 'on s’autorise a considérer
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des fonctions de signe quelconque. Par exemple, toutes les fonctions affines sont
harmoniques pour la marche simple symétrique sur Z, qui est pourtant récurrente.

Nous pouvons & présent énoncer la contrepartie du résultat ci-dessus pour les
mesures.

Proposition 41 Si p(-,-) est irréductible et récurrent, ,ugyde est, & une constante

multiplicative prés, ['unique mesure sous-invariante non-triviale, a étant choisi ar-
. . cycle
bitrairement dans S. (Rappelons que, dans ce cas, pug’"c n’est pas seulement sous-

invariante mais exactement invariante.)

Preuve :
Considérons le noyau p renversé dans le temps de p par rapport & u“°, et soit

une mesure invariante non-triviale (et donc propres) u. La fonction g définie sur S
par g(z) = p(z)/pl(x) est, d’aprés les propositions précédentes, sur-harmonique
pour p Comme p est récurrent, p I'est aussi et, par conséquent, g doit étre constante.

) 1 ‘ s . .
Par conséquent, u et pug’ ¢ sont proportionnelles. Pour une preuve élémentaire, voir

par exemple [18]). O
En particulier, on voit que, pour une chaine récurrente, toutes les mesures de la
forme pS“'®, a décrivant S, sont en fait proportionnelles les unes aux autres.

Exercice 114 (Saines lectures) Lire les preuves élémentaires (sans martingales)
présentées dans [18, 7] de lunicité d’une mesure invariante non-triviale pour un
noyau récurrent.

Pour faire une petite synthése de ce qui précéde :

Proposition 42 Pour une chaine irréductible, la récurrence entraine l’existence et
lunicité (a une constante multiplicative prés) d’une mesure invariante non-triviale.
Le fait que cette mesure soit de masse finie est équivalent au fait que la chaine soit
positivement récurrente.

On retrouve ainsi que, pour une chaine irréductible, la récurrence positive d’un
point entraine celle de tous les autres points : la récurence positive (i.e. le fait que
E;(Ti(z)) < 4+00) d’un point entraine la récurrence de la chaine. Par conséquent,
toutes les uSY“® sont proportionnelles & u&“’® (et propres), donc Eq(Ti(a)) < 400
pour tout a.

On retrouve également le fait que toute chaine irréductible sur un espace d’états
fini est positivement récurrente. Dans ce cas, la recherche d’'une mesure de probabilité
invariante se raméne 3 la résolution d’un systéme linéaire de taille finie, que l'on
peut, si ses dimensions restent raisonnables, résoudre a I’aide d’un ordinateur (Google
utilise par exemple la mesure invariante de la chaine de Markov définie a ’exercice 19
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pour mesurer la popularité d’'une page ouaibe, celle-ci étant réguliérement recalculée
en résolvant un systéme linéaire dont la taille était, en 2002, de I'ordre de 109 x 10?).

On a également le résultat suivant (qui est également une conséquence des résul-
tats asymptotiques basés sur le théoréme de renouvellement, que nous verrons plus
loin) :

Proposition 43 Si p est irréductible, ['existence d’une loi de probabilité invariante

entraine le fait que p est positivement récurrente.

Preuve :

Soit v ladite mesure de probabilité. L'invariance s’écrit ) o v(z)p™(z,y) = v(y).
En sommant, on obtient que Y o v(z) >, ~; p"(z,y) = +o0.

Rappelons & toutes fins utiles que Zn>1_p"(m,y) = E,(N(y)). Or, pour = # y,
E.(N(y)) <E,(N(y))+1 (par exemple par couplage, ou alors, formule exacte de la
proposition 8). Ainsi, > g v(z)(Ez(N(y)) + 1) = +oo. Comme v est une mesure
de probabilité, on en déduit que E;(N(y)) = +oo. Par conséquent, p est récurrent.

Par unicité des mesures invariantes non-triviales, v coincide forcément avec pg’"*

N ) 1 : .
normalisée & 1. Par conséquent, 1’ est de masse finie, donc E, (7} (a)) est finie, et
la chaine est positivement récurrente.

O

Corollaire 15 Si p est un noyau irréductible possédant une loi de probabilité inva-

riante v,
cycle
v(z) = M
Ea(T1(a))
En faisant a = x, on obtient que
1
vir) = =————.
) B @)

Nous retrouverons cette formule de maniére différente dans la preuve par renou-
vellement des théorémes limites.

On retient, entre autres choses, de ce qui vient d’étre dit, que 'existence d'une
loi de probabilité invariante équivaut (pour une chaine irréductible) a la récurrence
positive, la loi de probabilité invariante étant alors unique. Une question naturelle
est alors de savoir si I'existence et l'unicité d’une mesure invariante non-triviale
caractérisent la récurrence, et la réponse est négative, comme le montre ’exemple
suivant.

Exercice 115 (Marche simple sur N avec réflexion en 0) On considére le noyau
de transition sur N suivant : pour i > 1, p(i,i — 1) = p, p(i,i +1) = 1 —p, et
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p(0,1) = 1. On voit facilement en écrivant les équations qu’il existe, & une constante
multiplicative prés, une unique mesure invariante non-triviale, donnée par v(i) =

P
comparaison avec la marche simple non réfléchie, qui est transiente par la loi des

i—1
(1;p> pour i # 0 et v(0) = p. Pour p > 1/2, la chaine est transiente (par
grands nombres, et a donc une probabilité positive de ne jamais revenir en 0 en
partant par la droite). Pour p < 1/2, la mesure obtenue est de masse finie, et on
en déduit la récurrence positive. Le cas p = 1/2 est récurrent (comparaison avec la

marche aléatoire non-réfliéchie, ou calcul direct).

On peut en fait caractériser la récurrence en considérant les mesures sous-invariantes
plutét qu’invariantes. On obtient alors le résultat suivant.

Proposition 44 Pour une chaine irréductible, la récurrence équivaut a [’existence

d’une unique mesure non-triviale sous-invariante.

Preuve :

La preuve du fait que uS’“'® est P'unique mesure non-triviale sous-invariante dans
le cas récurrent a déja été faite plus haut. Inversement, supposons que p est transient,
et considérons le renversé dans le temps de p par rapport a uSY“', défini par la formule
3.11. Comme pul’“® n'est que sous-invariante, la formule donnant, p ne définit plus
un noyau de transition, mais un sous-noyau de transition. Plus précisément, pour
x # a, on a bien l'égalite 3  op(z,y) = 1, mais > oP(a,y) = Pop(Ti(a) <
+00) < 1. Pour remédier a ce probléme, on adjoint un état * a S, en définissant
pla,*) =1— Zyes p(a,y), et Pon pose p(x,*) = 1. On définit bien ainsi un noyau
de transition sur S U {x}.

A présent, considérons u € S différent de a (S doit étre infini pour qu’il puisse y
avoir transience, donc on peut bien toujours trouver un tel u), et la fonction définie
sur SU{x} par g, () = P, 5(T1(u) < 4+00) pour = # u, et g,(u) = 1. On vérifie que g,
est sur-harmonique par rapport a p. Qui plus est, g, n’est pas constante, car g, (u) = 1
tandis que, du fait de la présence du point absorbant *, Py 5(71(u) < +00) < 1. On

- ! o I
vérifie alors que ug’™® et la mesure définie par v(z) = gu(2)ue’ " (x) sont deux
mesures non-triviales et sous-invariantes distinctes. O

Les arguments utilisés pour prouver la proposition précédente permettent facile-
ment de prouver la caractérisation "duale'" suivante :

Proposition 45 Pour une chaine irréductible la récurrence équivaut au fait que

toutes les fonctions sur-harmoniques positives sont constantes.

Exercice 116 Prouver la proposition ci-dessus.
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Pour une chaine irréductible transiente il existe donc toujours au moins deux
mesures sous-invariantes non-triviales. Pour ce qui est de 'existence et de I'unicité
d’une mesure invariante non-triviale, toutes les situations sont possibles (pas de me-
sure invariante, une unique mesure invariante, plusieurs mesures invariantes), comme
le montrent I'exercice 115, ainsi que les deux premiers exercices ci-dessous. Des condi-
tions nécessaires et suffisantes concernant l’existence d’une mesure invariante pour
les chaines transientes peuvent étre trouvées dans les articles [26, 52].

Exercice 117 (L’échelle de l'ours) On considére le noyau de transition sur N sui-
vant : pour i > 0, p(i,i +1) = a4, et p(i,0) = 1 — ay, o0 0 < a; < 1 pour tout
1. Lirréductibilité de la chaine est immédiate. Partant de l'origine, la probabilité de
ne jamais y revenir est égale au produil § = +°§ «;. Par conséquent, la chaine est
récurrente st 0 = 0, et transiente st 3 > 0. Etudions 'existence de mesures inva-
riantes non-triviales pour p. L’invariance s’écrit, pour tout i > 0, v(i + 1) = a;v(1).
Par conséquent, p posséde au plus une mesure invariante non-triviale, qui doit véri-
fier v(i) = H;;%) a;v(0). En 0, Uinvariance s’écrit v(0) = > %5 v(i)(1 — a;). Donc
v(0) = v(0) T (1 — o) H;;% a; (avec la convention [y = 1), d’o, par télesco-
page, v(0) = (1 — B)v(0). Par conséquent, si f > 0, il ne peut y avoir de mesure
invariante non-triviale.

Exercice 118 (Marche aléatoire simple avec (ou sans) biais sur Z) On considére le
noyau de transition sur Z suivant : pour tout i, p(i,i — 1) =p, p(i,i+1)=1—p
La mesure constante est invariante par p. C’est également le cas de la mesure définie
par v(i) = (1%7)@, Pour p # 1/2, on a donc au moins deux mesures invariantes
non-triviales, et c’est également une maniére de déduire la transience. Au passage,
on note que, sachant que le cas p = 1/2 est récurrent, le fait que l'on ait trouvé une
mesure invarignte de masse infinie entraine automatiquement que la chaine doit étre

récurrente nulle.

Exercice 119 Peui-il exister des mesures de probabilité invariantes pour une marche
aléatoire sur le groupe Z¢ 2 (Indication : utiliser la transformation de Fourier.) Qu’en
conclure quant & la récurrence/transience ?

Exercice 120 (Processus de naissance et de mort en temps discret II) On considére
un processus de naissance et de mort irréductible sur N (voir l'exercice 107 pour les
notations et les définitions).

1) Montrer que l'on définit une mesure invariante en posant

Hﬂjl
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2) Montrer qu’il existe une probabilité invariante si et seulement si p est de masse
finte. Est-il surprenant que les y; n'interviennent pas dans ce critére ¢

2) Discuter la récurrence nulle/positive dans le cas ot v; = 0 et o est de la forme
a;j =1/2+4 € avec €j ~ Aj™" pour A,u > 0.

3.2.3 Reéversibilité

Définition 7 Etant donnée un noyau p sur un ensemble fini ou dénombrable S, on
dit qu’une mesure positive v sur S est réversible vis-a-vis de p si, pour tous x,y € S,

v(z)p(z,y) = v(y)p(y, x).

On dit que p est réversible lorsqu’il existe une mesure positive non-triviale réversible.
Proposition 46 Une mesure réversible est nécessairement invariante.

En particulier (mais cela peut aussi se voir directement trés facilement), une
mesure réversible non-triviale pour un noyau irréductible est nécessairement propre.
Preuve :

On écrit que (vp)(z) = >, cs ¥(y)p(y, 7). D'un autre cote, v(z) = >, s v(z)p(z, ).
La réversibilité signifie donc que 'on a égalité terme-a-terme entre ces deux sommes.

O

Remarque 16 Pour traduire [’égalité terme-a-terme figurant dans la preuve ci-
dessus, on appelle parfois en anglais la condition définissant la réversibilité «detailed
balance condition», par opposition & la condition définissant Uinvariance, qui n'est
que la <«balance conditiony.

Remarque 17 La définition de la réversibilité est ’occasion de préciser quelque peu
la notion vague d’«équilibrey associée a une mesure de probabilité invariante. St une
mesure invariante est réversible, on observera, en initialisant la chaine avec cette
loi, autant de transitions en moyenne de x vers y que de y vers x, pour tout couple
xz,y d’éléments de S. Lorsqu’une loi tnvariante n’est pas réversible, cette propriété
n’est plus vérifiée, mais cela ne signifie pas qu’il n'y a pas <«équilibrey, puisque, en
mittalisant lo chaine avec cette loi, la probabilité d’observer un élément x donné est
la méme, quelque soit le nombre de pas considéré.

Exercice 121 Considérons la marche aléatoire sur Z/nZ définie, pour tout n > 2
et 0 < p < 1, par la loi suivante des incréments . +1 avec probabilité p, —1 avec
probabilité (1 —p), +0 avec probabilité 1/2. Montrer que le noyau est réversible pour
pour p = 1/2, et non-réversible pour p # 1/2.
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Remarque 18 La recherche d’une mesure invariante pour une chaine de Markov
peut conduire a des systémes linéaires difficiles a résoudre. En revanche, la recherche
d’une mesure réversible, si elle existe, est nettement plus facile, puisque [’on peut la
calculer de proche en proche! En particulier, pour un noyau irréductible, il ne peut
erister au plus qu’une mesure réversible non-triviale, & une constante multiplicative
pres.

Exercice 122 Donner un exemple d’un noyau pour lequel il existe deux mesures
invartantes non-triviales distinctes dont l'une est réversible et ['autre ne l’est pas.

Voici maintenant quelques caractérisations simples, mais importantes, de la ré-
versibilité d’un noyau.

Proposition 47 Un noyau irréductible est réversible si et seulement si, pour tous
n > 2 et toute suite (x1,...,x,) € S™ vérifiant , = x1, on a lidentité :

p(x1,22) - p(Tn—1,2n) = p(Tpn, Tn—1) - - - p(x2, T1).

Preuve :

Le fait que la réversibilité entraine la condition est immeédiat. Réciproquement,
il suffit de fixer un point arbitrairement, disons a, et une valeur strictement positive
arbitraire pour v(a), puis d’étendre v a tout x de la maniére suivante : étant donné
x € 8, il existe par irréductibilité un chemin de probabilité strictement positive

T1,...,Ty, tel que 1 = a et x, = x. On pose alors
x1,22) - p(Tp_1,x
V(.I‘) — I/(a)p( 1 2) p( n—1 n)
P(Tns Tn—1) - p(r2,71)
On vérifie que v est effectivement réversible. O

On note que, pour un noyau irréductible, la réversibilité entraine que p(y,z) > 0
deés que p(x,y) > 0. Cette remarque fournit un argument simple permettrant de
montrer que certains noyaux ne sont pas réversibles.

Proposition 48 Une mesure positive propre v est réversible si et seulement si le
renversé dans le temps p de p par rapport 6 v est égal & p.

Preuve :
Immeédiat. O

Corollaire 19 5i v est une loi réversible pour p, alors, par rapport a la probabilité
Py, les lois de (Xo,...,X,) et de (X, ..., Xo) sont identiques.
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Proposition 49 Si v est la loi invariante d’un noyau trréductible et positivement
récurrent, ladjoint de p vu comme un opérateur linéaire de L?(v) dans lui-méme
n’est autre que p. Dans ce contexte, la réversibilité de v signifie que p est un opérateur

auto-adjoint.
Exercice 123 Prouver la proposition ci-dessus.

Proposition 50 Le noyau irréductible p est réversible si et seulement sl est le
noyau d’une marche aléatoire sur le graphe non-orienté G = (V, E) avec V = S et
E = S x S quotienté par la relation d’équivalence identifiant (x,y) et (y,x), associée

G une pondération w, telle que définie dans 'exercice 11.

Preuve :

Pour vérifier la réversibilité d’une marche aléatoire sur un graphe, il suffit par
exemple de vérifier le critére de la proposition 47 portant sur les boucles. D’autre part,
étant donné un noyau irréductible p possédant une mesure réversible v, on vérifie
qu’il suffit de poser w(z,y) = v(z)p(z,y) pour définir une pondération correspondant
anp. O

Exercice 124 Prouver que, dans le cas d’une marche aléatoire sur un graphe non-
orienté associé a une pondération w, la mesure réversible non-triviale est fournie (a

une constante multiplicative pres) par la formule

v(v) = Z w({v,v'}).
v {vw’'}EE
Quelle forme prend cette expression dans le cas d’une marche aléatoire pour laquelle

tous les poids sont égaux ¢ 1 ¢

Les chaines de Markov réversibles forment une catégorie particuliére de chaines
de Markov, pour I’étude desquelles des techniques nombreuses et variées, exploitant
de maniére importante la réversibilité, peuvent étre utilisées. Nous ne ferons pas
un exposé systématique des techniques propres au cas réversible, renvoyant pour
cela a [1]. Pour ne mentionner que deux de ces techniques, citons ’analogie avec les
réseaux électriques, présentée par exemple de maniére trés simple et trés claire dans
le splendide petit ouvrage [17], et 'utilisation du caractére autoadjoint de laction
de Iopérateur p dans L?.

3.3 Exercices supplémentaires

L’exercice suivant fournit une identité simple, mais trés utile, reliant la loi du
temps de retour en un point a la loi du temps d’atteinte de ce point en partant de
la loi invariante, pour un noyau positivement récurrent.
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Exercice 125 Soit p un noyau irréductible et positivement réurrent sur un ensemble
fini ou dénombrable S, dont la loi invariante est notée v. Le but de cet exercice est
de prouver l'identité suivante, valable pour tout x € S, et toutn > 1 :

P, (Ti(z) = n) = v(z)P(T1(z) > n).

1) Vérifier Uidentité pour n = 1. Quelle identité obtient-on en sommant sur toutes
les valeurs de n ¢

2) Montrer que, pour tout n > 2,

P, (Ti(2) =n) = > P,(X1=y)Py(Ti(z) =n - 1).
y#x

3) En déduire que

P,(Ti(z) =n) = ZIP’,,(Xl =y)Py(Ti(z) =n—1) = P (X1 = )P, (T1(z) =n — 1),
yeSs

puis que
P,(Th(z) =n)=P,(Ti(x) =n—1) —v(z)P,(T1(z) =n—1).

4) En déduire que, pour tout n > 1, et tout k > 0,

n+k
P,(T1(z) = n) = Z Po(Th(z) = j) + Pu(Ti(z) =n+k+1).

5) Conclure.

Quelques conséquences de 1’exercice précédent figurent dans ’exercice ci-dessous.

Exercice 126 On se place sous les mémes hypothéses que dans l'exercice 125 ci-
dessus. Utiliser le résultat de cet exercice pour traiter les questions suivantes.
1) Donner un exemple de noyau positivement récurrent pour lequel il existe un x
vérifiant E, (T1(x)) = +o0.
2) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Tl existe x € S tel que By (T1(2)?) < +o0;

(11) Il existe x € S tel que E, (T1(x)) < +00;

(115) Pour tout x € S, E,(T1(x)) < +00;

(iv) Pour tout x € S, E,(T1(x)?) < +o0.
(Indication : pour (ii) = (i1), utiliser le Corollaire 8.
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Exercice 127 (Cas d’un ensemble S fini) Lorsque p est un noyau irréductible sur
un ensemble S fini, on cherche a prouver directement eristence et l'unicité d’une
mesure de probabilité invariante.

1) Soit 1 le vecteur de RS dont toutes les coordonnées sont égales a 1. Montrer que
pl=1.

2) En déduire Uezistence d’un vecteur non-nul x = (14)ses € R tel que xp = .

3) Prouver que, pour un tel vecteur, le vecteur |z| := (|xs|)ses vérifie également |z|p =
x. (Montrer d’abord que |x|p < |z| coordonnées par coordonnées, puis sommer).

4) Conclure quant a Uezistence d’une probabilité invariante.

5) A présent, considérons x = (xs)scs € RS tel que px = x. En considérant s* tel que
Tgr = MaXgeg Ts, montrer que toutes les coordonnées de x sont constantes. (C’est
une version du principe du mazimum.) Comparer le plan de cette preuve avec celle

donnée dans le cas général.

Exercice 128 On considére un noyau de transition sur N vérifiant p(0,1) = 1, et,
pour tout 1 > 1, p(i,i—1) = p; et p(i,i+1) = 1 —p;. Etudier les mesures invariantes

de ce noyau (existence, unicité, finitude).

Exercice 129 FEtant donnée une marche aléatoire sur un graphe G = (V, E) telle
que définte dans lexercice 11, montrer que la mesure définie par

u(z) =3 w(e)
est 1nvariante.

Exercice 130 Considérons une application f de S dans lui-méme, et un noyau de
transition p sur S, irréductible et positivement récurrent. Montrer que, si p est inva-
riant sous laction de f, c’est également le cas de la loi invariante de p.

Exercice 131 (Théoréme arbre-matrice pour les chaine de Markov, d’aprés [3])
Considérons un ensemble fini S et un noyau de transition irréductible p sur S. 1l
existe donc une unique lot invariante v sur S. Considérons o présent le graphe orienté
G = (V,E) obtenu en posant V=S et E = {(z,y); p(z,y) > 0}. Etant donné x € S,
un sous-graphe T de G sera appelé arbre couvrant de G enraciné en x s’il ne contient
pas de cycles et si chaque élément de V' \ {x} est le sommet initial d’une et une seule
aréte de T. Nous noterons T (x) l'ensemble des arbres couvrants enracinés en x, et
T := U,es T (x) Uensemble de tous les arbres couvrants de G. A tout T € T, on

associe un poids p(T) défini de la maniére suivante :

(M= [ »y),

(z,y)€E(T)
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ot E(T) désigne 'ensemble des arétes de T'. L’objectif de cet exercice est d’établir la

remarquable formule suivante pour la loi invariante v de p : pour tout x € S,

V(z) = ZTGT(x)p(T)
a >rerp(T)

Plusieurs preuwves de ce résultat existent. Celle qui swit fournit une interprétation
probabiliste intéressante.

On considére (voir l’exercice 112) le prolongement d’une chaine de Markov (Xp,)n>0
de loi initiale v et de noyau p en une chaine de Markov (X,,)nez. On définit ensuite
pour tout n > 0 une variable aléatoire T}, & valeurs dans T de la maniére suivante.
La racine de T,, est choisie égale ¢ X,,. Pour x € S, on définit S,(z) := sup{k <
n —1; Xy = z}, el les arétes présentes dans T, sont exactement les aréles de la
forme (Xs, (2), Xs,(2)+1), T décrivant S.

1) Montrer que T, est bien défini, et mesurable par rapport a la tribu engendrée par
les (Xi)—oco<i<n-

2) Montrer que l'on passe de T,, a T,11 de la maniére suivante : on ajoute [’aréte
(X, Xnt1) et Uon supprime l'unique aréte issue de Xp4+1. (Faire un dessin!) En
appelant Y, extrémité de cette aréte supprimée, montrer que (X, Xpn41) est lunique
aréte de T, 11 se terminant en X,q1 et que on peut atteindre o partir de Y, en
sutvant les arétes de Tp4+1

3) Quelle est la loi de X1 conditionnellement a Tpy, ..., T, ?

4) Montrer que la suite (Ty,)n>0 est une chaine de Markov, irréductible sur T. Nous
noterons q son noyau de transition.

5) On définit le noyau de transition ¢’ sur T de la maniére suivante : partant d’un
arbre T' enraciné en x, ¢'(T,-) est la loi de l'arbre obtenu en choisissant un sommet
y selon la loi p(x,-), puis en ajoutant a T Uaréte (x,y) et en supprimant ['unique
aréte se terminant en x et que ['on peut atteindre & partir de y en suivant les arétes
de T'. Montrer que, pour tous T, T € T,

p(T)q(T,T") = p(T")q'(T", T).

6) En déduire que la loi invariante de q est, a une constante multiplicative prés, égale
a p, et que ¢’ est le noyau renversé dans le temps de q par rapport a cette loi.
7) Conclure.

Exercice 132 On considére un cavalier se déplacant sur un échiquier ne comportant
pas d’autres piéces, en choisissant uniformément au hasard & chaque pas 'une des
positions autorisées par sa régle de déplacement (deuz cases le long d’un aze, une le
long de lautre).

1) Montrer que la suite des positions occupées par le cavalier constitue une chaine de
Markov irréductible.
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2) Montrer que cette chaine est réversible. Quelle est sa loi invariante ?

3) En déduire la moyenne du temps de retour du cavalier en son point de départ.

Exercice 133 Montrer que la chaine de Markov associée a l'urne d’Ehrenfest (voir

Vezercice 16) est réversible. Quelle est la loi invariante associée ?

Exercice 134 Montrer que la chaine de Markov décrite dans Uexercice 18 est réver-
sible. Quelle est la loi invarianite associée ?

Exercice 135 (Marche aléatoire sur un arbre de Galton-Watson, d’aprés [35])

On considere une marche aléatoire sur un arbre de Galton-Walson enraciné. Rap-
pelons qu’un arbre de Galton-Watson est construit de la maniére suivante : étant
donnée une loi de reproduction p sur N, on attribue d’abord ¢ la racine un nombre
aléatoire d’enfants de loi i, qui forment le premier niveau de arbre. Ensuite, étant
donné le n—éme niveau de [’arbre, on attribue indépendamment & chaque sommet
de ce niveau un nombre aléatoire d’enfants de loi p, pour former le n 4+ 1-éme ni-
veau. Un tel arbre aléatoire étant construit, on considére ensuite la marche aléatoire
sur le graphe correspondant, obtenue en attribuant a chaque aréte un poids constant
égal a 1. Il s’agit donc d’une marche aléatoire en milieu aléatoire, le milieu aléatoire
étant fourni par la structure aléatoire de Uarbre sur lequel la marche évolue. Notons
T larbre de Galton-Watson aléatoire considéré, et (X,)n>0 la marche aléatoire sur
T correspondante, initialisée en la racine. Si x désigne un sommet de T, nous no-
terons T'(z) Uarbre obtenu en déplagant la racine de T en x. Avec cette notation, la
notion d’environnement vu de la marche est donnée par la suite d’arbres aléatoires
(T'(Xn))n>0. Nous noterons T l'ensemble des arbres localement finis (i.e. pour les-
quels chaque sommet posséde un nombre fini d’enfants enracinés), deuz arbres étant
considérés comme identiques s’ils ne différent que par un ré-étiquetage des sommets
préservant la racine, muni de la tribu engendrée par les sous-arbres finis issus de la
racine.

1) Montrer que la suite de variables aléatoires (T'(X,,))n>0 est une chaine de Markov
sur T . (Attention : on ne travaille pas conditionnellement o la réalisation de T, mais
en tenant compte de l'aléa engendrant T et de celui engendrant la marche.)

2) On définit une probabilité QQ sur T de la maniére swivante : on attribue a la racine
un nombre aléatoire d’enfants de loi py définie par pi(n) = p(n + 1) pour tout
n € N, puis on continue la construction comme pour Uarbre de Galton-Watson T, en
utilisant la loi p pour générer les nombres d’enfants de tous les sommets issus de la
racine. Montrer! que Q est réversible pour (T(X,))n>0-

! Attention : il faut d’abord trouver la généralisation adéquate de la réversibilité dans le cas d’un
espace mesurable général.
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3) Supposons que l’espérance de p est inférieure ou égale & 1. L’arbre T est donc
fini avec probabilité 1. Quelle est la loi stationnaire de la marche aléatoire condi-
tionnellement o T ? Comment ce résultat se compare-t-il au résultat de la question

précédente ?

Exercice 136 Si (X,,)n>0 est une chaine irréductible et positivement récurrente,
montrer que, pour tout p > 1, c’est également le cas de la chaine (Z,)p>0 =
(Xny -+ Xntp)n>o (en définissant convenablement lespace d’états). Comment s’ex-
prime la loi invariante associée en fonction de celle de (Xp)n>0 ?

Exercice 137 Le but de cet exercice est de montrer que, si (Xp)n>0 est une chaine
de Markov irréductible positivement récurrente, la suite des lois des X, est tendue,
c’est-a-dire que, pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble fint A C S tel que, pour
tout n, P(X, € A°) <e. (Ici, ce sont les sous-ensembles finis de S qui jouent le role
des partie compactes dans la définition de la tension.) Nous noterons p le noyau de
transition de la chaine, et v la loi tnvariante.

1) En utilisant Uinvariance de v, montrer que, pour tout € > 0, on peut trouver un
sous-ensemble fini A C S tel que, pour tout x € S, et toutn >0, > v(x)p"(x, A°) <
€.

2) Montrer que, pour tout x € S, et tout n > 0, P(X,, € A°) < P(Th(z) < n)+
e/v(z).

3) Conclure.

Preuve :

Comme v est invariante, vp™ = v, et 'on voit que, pour tout €, on dispose de
A tel que Y v(z)p™(z, A°) < € pour tout n, d'ot, en fixant z, p"(z, A°) < €/v(z)
pour tout n. Ainsi, en utilisant la propriété de Markov, on voit que P(X,, € A¢) <
P(Ti(z) <n)+ p™(z,A°). La conclusion en résulte. O



Chapitre 4

Fonctionnelles additives : lo1 des
grands nombres

Etant donnée une fonction f de S dans R, et une chaine de Markov (X},)n>0, on
parle de fonctionnelle additive de la chaine pour désigner les sommes partielles de la
forme S, (f) = f(Xo)+...+ f(Xy). La connaissance du comportement asymptotique
de quantités du type S, (f) lorsque n tend vers 'infini fournit de précieux renseigne-
ments sur les propriétés en temps longs des trajectoires de la chaine. Pour prendre un
exemple trés simple, si f = 14 est la fonction indicatrice d’un sous-ensemble A C S,
Sn(f) n’est autre que le nombre de visites de I'ensemble A effectuées par la chaine
au cours des n premiers pas. Nous verrons que, dans le cas d’une chaine positivement
récurrente, le comportement asymptotique des fonctionnelles additives présente un
certain nombre de points communs (mais également des différences!) avec celui des
sommes de variables aléatoires i.i.d.

4.1 Résultat principal

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au comportement du type loi des grands
nombres ; autrement dit, a 'existence de limites de la forme

lim Sn(f)

n—-4oo n

Les théorémes suivants montrent que, lorsque f est une fonction intégrable par rap-
port & la loi invariante de la chaine, on obtient un comportement comparable & celui
fourni par la loi des grands nombres usuelle pour les sommes de variables aléatoires
ii.d. intégrables.
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Théoréme 9 Si p est un noyau irréductible et positivement récurrent de loi inva-
riante v, alors, pour tout f € L'(v), et toute loi initiale p1, on a

lim Sn(f)

n—-+4oo n

= V(f)a IP)M —Pp.S.

On notera que le résultat ci-dessus est valable quelle que soit la loi initiale pu.
En revanche, le résultat suivant suppose que la loi initiale est précisément la loi
invariante.

Théoréme 10 Si p est un noyau irréductible et positivement récurrent de loi in-

variante v, alors, pour tout f € L'(v), on a convergence de S"T—Ef)

LY(P,), autrement dit,
lim E, (‘S”(f) —u(f)D = 0.

vers v(f) dans

n—-+0o00 n

La comparaison avec la loi des grands nombres habituelle pour les sommes de
variables aléatoires i.i.d., dont les deux théorémes ci-dessus constituent une générali-
sation, explique la nécessité de poser une hypothése telle que l'intégrabilité de f par
rapport a v.

Une extension simple, mais utile du théoréme 10 est fournie par le corollaire
suivant.

Corollaire 20 Si u = gv, g étant bornée supérieurement (par exemple si p est
support fini), on a également convergence dans Ll(]P’u), soit

lim E, (’S"(f) —l/(f)D =0.

n—-+00 n

Exercice 138 Prouver que le corollaire ci-dessus est effectivement une conséquence
du théoreme 10.

4.2 Preuves

Nous présenterons deux approches distinctes permettant de prouver le théo-
réme 9. La premiére est basée sur la décomposition de renouvellement des trajectoires
obtenue en considérant les portions de trajectoires séparant les retours successifs en
un point donné. La seconde s’appuie sur la théorie ergodique.

Auparavant, expliquons comment le théoréme 10 se déduit du théoréme 10.
Preuve du théoréme 10 a partir du théoréme 9:

On note d’abord que f(X,) € L'(P,) pour tout n, compte-tenu du fait que la
loi de X, sour P, est v, et ce, quelle que soit la valeur de n. Ensuite, on procéde par
troncature. Pour M > 0, posons

far(@) i= f(@)1(|f(2)] < M).



Fonctionnelles additives : loi des grands nombres 95

On peut donc écrire

Su(f) = Sn(far) + Su(f = far), v(f) = v(fu) +v(f = fu)-

D’aprés le théoréme 9, on a convergence presque sire de n~ 1S, (far) vers v(far),
presque stirement par rapport a P,. Comme fj; est une fonction bornée, la suite
(n=18,( Jar))n>0 est elleeméme bornée, et, par conséquent, converge également vers
v(far) dans L'(PP,). On note ensuite que

Compte-tenu de l'invariance de v, on a E,(|f — fu|(Xyn)) = v(|f — fuml), et l'on
déduit de ce qui précéde que, pour tout n,

[EuSn(f — fa)l < (n+ Dv(|f = ful)-

Le théoréme de convergence dominée entrainant le fait que limps oo V(| f— far]) = 0,
on en déduit que n=1S,,(f — fur) et v(f — far) tendent vers zéro dans L*(P,) lorsque
n tend vers l'infini, ce qui achéve la preuve. O

4.2.1 Approche par renouvellement

L’idée de la preuve est d’utiliser une décomposition de la trajectoire selon les re-
tours successifs en un point, en exploitant les propriétés d’indépendance des trongons
de trajectoire apparaissant dans cette décomposition.

Supposons donc donnés un noyau irréductible p, de loi invariante v, et une fonc-
tion f définie sur S et & valeurs réelles, telle que v(|f|) < +oc.

Fixons un point a € S. Par récurrence de la chaine, les T;(a) sont tous finis avec
probabilité 1. Pour ¢ > 1, posons

Par ailleurs, définissons pour tout n > 0 la variable R,, par
R, :=max{i > 1; T;(a) < n},

(avec la convention max () = 0). Pour tout n > Ti(a), on peut alors écrire une
décomposition de renouvellement de S, (f), sous la forme

Ti(a)—1 R,—1 n
Su(f)= D FX)+ D L)+ D FX). (4.1)
=0 i=1 =T (a)

On sait que, quelle que soit la loi initiale, la suite L;(f), ¢ > 1 est constituée de

Ti(a)—1 f(X;) sous P,.

v.a. i.i.d. de méme loi que celle de la variable ijo
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Lemme 21 Du fait de l’intégrabilité de f par rapport a v, on a nécessairement que
E, Z?;(Oa)*l f(X])‘ < 4o00. L’identité suivante est alors vérifiée :

T1(a)—1

Eo| D fOG) | =ud(f)

Jj=0

Preuve :
Grace a I'inégalité triangulaire, on a que

Tl(a)*l Tl(a)fl
Eo| > fX)|<EBa| D I£(X))
j=0 §=0
Ensuite, une interversion (légitime, du fait de la positivité), montre que
Tl(a)_l T a)—l
Eo | D IFGD =D @B | > 1(X;=y)
§=0 yeS §=0
Par conséquent,
Ti(a)—1
Eo [ Y S]] = u“(1)).
§=0
En utilisant le fait que v est proportionnelle a uf”® et que f € L'(v), on obtient
I'intégrabilité de (ZJ-T;(OQ)_l f(X ])) par rapport a P,. L’identité annoncée se déduit
alors par le méme calcul que ci-dessus. O

Nous allons maintenant prouver le théoréme 9 en étudiant séparément le com-
portement de chacun des trois termes qui constituent la décomposition de renouvel-
lement (4.1).

Pour commencer, on a, en utilisant simplement le fait que P, (71 (a) < +00) =1,
le fait que

Ty (a)—1
L St S)

n—-+oo n

=0, P, —p.s.

Le premier "terme de bord" de la décomposition peut donc étre négligé. Ensuite, en
utilisant le fait que la suite (T541(a) — T(a))i>1 est 1.i.d. et de méme loi que T7(a)
sous Py, et le fait que Eq(71(a)) < 400 d’aprés la récurrence positive, on obtient, en
appliquant la loi des grands nombres, que

. Tk(a)
1
KirJrrloo K

=E.(Ti(a)), P, —p.s. (4.2)
D’autre part, en notant que linégalité n > T;(a) entraine que R, > ¢, on voit
facilement que, lorsque n tend vers l'infini,

lim R, = +o0, P, —p.s.

n—-+4oo
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En partant de I'inégalité, valable par définition, Tg, (a) < n < Tg, +1(a), on obtient

que, pour tout n > 1,

Tr,(a) _ n _ Tr,1(a)
R, T R, R,

En utilisant (4.2) et le fait que R, tend vers l'infini avec probabilité 1 sous P,, on

déduit que
. R, 1 P
m — = ——— — D.S.
nteo n Eu(Ti(a) * P

Enfin, le lemme 21 et la loi des grands nombres nous permettent d’établir que

M
lim Zizl Ll(f) _ Iucycle

M —+4oc0 M a

(f)? ]P)/i —Pp.S.
En combinant cette limite avec la précédente, on en déduit finalement que

S Li(f) )
i SIS = E,(Th(a) ~ W) Bupes.

Il nous reste & montrer que 'on peut négliger le second "terme de bord" de la

décomposition. Pour cela, notons la majoration

> (X)) < Lr (D

J=Try, (a)
A présent, on peut montrer comme ci-dessus que, avec probabilité 1 sous PP,
R -1 R
n L mn L
n—-+00 n nles n

Par différence, on en déduit que

1> (@) [ (X5)]
n

lim

n—-+00

=0, P, —
La conclusion du théoréme en résulte.

Exercice 139 Cet exercice propose de reprouver des résultats sur les chaines irré-
ductibles positivement récurrentes a partir des arguments employés dans la preuve du
théoréme donnée ci-dessus.

1) En reprenant l'argumentation de la preuve ci-dessus, montrer (sans utiliser les
preuwves données au chapitre précédent) que, pour une chaine irréductible positivement
récurrente, toute loi invariante est nécessairement étre proportionnelle a ,ucyde.

2) De méme, reprendre l'argumentation de la preuve ci-dessus pour montrer que,
pour une chaine irréductible positivement récurrente, pSd“'® /Eq(T1(a)) est une loi de

probabilité invariante.

On note en particulier que D'exercice ci-dessus fournit une autre justification &
. .. . cycle P
I’expression de la loi invariante en termes de pug’®® que celle qui résulte de la preuve
donnée dans le chapitre précédent.
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4.2.2 Approche par la théorie ergodique

Pour se placer dans le cadre de la théorie ergodique, on considére l’espace ca-
nonique (SY,H®N,P,). Par invariance de v, la probabilité P, est invariante sous
I’action du décalage 6. Par ailleurs, pour w = (xg,21,...) € SV,

Sn(f)(w) = foXo(w) + foXoob(w)+ -+ foXgob"(w).

Par conséquent, d’aprés le théoréme ergodique de Birkhoff, lorsque n tend vers
infini n=1S,(f) converge presque stirement et dans L!(IP,) vers I'espérance de fo Xy
conditionnelle & la tribu des invariants de €2 sous ’action de 6. Nous allons montrer
qu’'un ensemble (mesurable) invariant est nécessairement de probabilité égale & 0 ou
1, i.e. que 6 deéfinit une action ergodique sur (SN, H®N,P,), ce qui conclura la preuve
lorsque la loi initiale est égale & v. Si A est un tel ensemble invariant, (xg, x1,...,) € A
est équivalent au fait que (z1, z2,...) € A. Par conséquent, pour tout k, P, (A|Fy) =
P, ((0%)"1(A)|F) = Px,(A). Si P,(A) # 0, il existe = tel que P,(A) > 0. Pour
un tex! z, on a donc que P,(A|Fy) > Py (A)1(Xy = z). D’aprés le théoréme de
Lévy (voir [18, 49]), P,(A|F;) — 1(A) P,—presque sirement lorsque k tend vers
I'infini. Or, par récurrence de la chaine, on voit que, avec probabilité 1 sous P,,
liminfy 4o (1(X; = z)) = 1. Par conséquent, 1(4) =1 P,—p.s.

Comme v est propre, on voit que la convergence p.s. sous v entraine la convergence
p-s. sous pu pour toute loi initiale .

4.3 Exercices

La loi des grands nombres pour les fonctionnelles additives présentée dans ce
chapitre implique une importante propriété de régularité des trajectoires, comme
expliqué dans I’exercice suivant.

Exercice 140 On considére un noyau de transition p sur un espace fini ou dénom-
brable S, que lon suppose irréductible et positivement récurrent, v désignant sa loi
invariante, et u une lot initiale quelconque sur S.

1) Montrer que, pour tout A C S,

lim card {0 <i <mn; € }:

n—-+4oo n

v(A) P, —p.s.
2) En déduire que, pour tout £ > 1 et tout x¢. € SY,

/-1

v(zo) Hp(iﬂi, Tiy1) Py —p.s.
i—0

T {0<i<n; Xiive=xou} _

n—-+oo n
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3) En déduire que, pour une chaine réversible, la proportion asymptotique de transi-
tions d’un état x vers un état y le long d’une trajectoire est égale a la proportion de
transitions de y vers x.

Exercice 141 Quelle méthode de simulation la loi des grands nombres pour les fonc-
tionnelles additives suggére-t-elle pour estimer la valeur de v(f) ?

Exercice 142 (Tiré de [1].)

Cet exercice propose de prouver diverses identités intéressantes reliant loi inva-
riante et temps d’atteintes. Dans toute la suite, on supposé donné un noyau de tran-
sition p défini sur un ensemble S fini ou dénombrable, irréductible et positivement
récurrent.

1) Soit T un temps d’arrét de (Fp)n>0 (sur l’espace canonique des trajectoires). On
suppose que, pour un x € S, on a Ex(T) < 400 et Xp = x P,—p.s. Etant donné
y € S, on définit Np(y) comme le nombre de visites en y avant le temps T, ou, plus
formellement,

Nr(y) == card{0 < j <T —-1; X; =y}

Montrer qu’alors, pour tout y € S, on a

E;(Nr(y)) = v(y)E(T).

2) Quelle relation obtient-on en posant T :=T1(y) ?
3) Prouver la relation suivante : pour tous x,y € S tels que © # vy,

1
v(z) (Eo(T1(y)) + Ey(T1(2)))
(Indication : choisir un T approprié et appliquer le résultat du 1).)

P.(Ti(y) < Ti(x)) =

4) Prouver la relation suivante : pour tous z,y,z € S tels que x,y, z sont deuz-a-deuz
distincts,
E:(Ti(2)) + E.(T1(y)) — E.(Th(y))

Ey(T1(2)) + E=(T1(y))

(Indication : choisir un T approprié et appliquer le résultat du 1).)

P, (Ti(y) <Ti(2)) =

Exercice 143 (Marche aléatoire dans un milieu périodique) On considére un noyau
de transition p sur Z¢ vérifiant la propriété de périodicité suivante : il existe des
entiers 01, ...,0q > 0 tel que, pour tous x,y € Z¢, et tous u1,...,uq € Z,

p(x+ (b, .. uala), y + (urly, ... ualq)) = p(z,y).
On suppose en outre que, pour tout x € Z%, la loi de X1 sous P, posséde une espérance
finie, ou, plus explicitement, que ZyeZd lylp(x,y) < +oo. Montrer qu’il existe v € RY
tel que, pour tout x € 7,

. X
lim =2 =v, P, —p.s.
n——+oo n
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Exercice 144 Dans cet exercice, on considere le noyau markovien p sur N défini
de la maniére suivante : p(0,1) = 1 et, pour tout n > 1, p(n,i) = P(Z =1i), ot Z
désigne une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres 2n et 1/2.

1) Montrer que p est irréductible et apériodique.

2) Posons f(x) = x pour x € N. Calculer la fonction pf. En déduire que p est
récurrent.

3) Prouver qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n > 0,

Eo(X2) < Cn?.

(Indication : on peut raisonner par récurrence.)
4) Considérons une variable aléatoire X > 0 telle que 0 < E(X?) < 4o00. Prouver
l'inégalité suivante :

[\

E(X)
E(X?
(Indication : que peut-on dire de E (X1[X > 1E(X)]) ?)

5) Montrer que, si p est positivement récurrent, il doit exister une constante ¢ > 0

P(X = 1B(X)) >

e
N~—

telle que pour tout n > 0,
Eo(X,) > cn.

6) En faisant la synthése des questions précédentes, montrer, en raisonnant par l’ab-
surde, que p est récurrent nul.



Chapitre 5

Comportement asymptotique de la
loi de X,

Le résultat fondamental concernant le comportement asymptotique de la loi de
X, lorsque n tend vers l'infini est présenté dans les deux théorémes suivants, le
premier traitant du cas récurrent positif, tandis que le second traite les cas transient
et récurrent nul.

Théoréme 11 Sip est un noyau irréductible et apériodique positivement récurrent,
alors, en désignant par v la lot invariante de la chaine, on a, pour toute loi initiale
1, la convergence en loi suivante : pour tout A C S,
lim P,(X, € A) =v(A).
n—-4o00
On constate donc que I'influence du point de départ Xy sur la loi de X, s’estompe

a mesure que le nombre de pas effectués par la chaine grandit : on dit que la chaine
«oublie» son point de départ.

Définition 8 Une chaine de Markov irréductible, apériodique, et récurrente positive,

est appelée ergodique.

La définition ci-dessus n’est pas trés heureuse, car elle ne coincide pas avec la défini-
tion de l'ergodicité dans le cadre que nous avons utilisé au chapitre précédent. Tant
pis!

Théoréme 12 Si Si p est un noyau irréductible et apériodique, récurrent nul ou
transient, alors, on a, pour toute loi initiale w, et tout x € S,

lim P(X, =) =0.

n—-+o00
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On note que ’on ne peut avoir une formulation du résultat ci-dessus du type : pour
tout A C S, limy, 400 P(X,, € A) = 0! Cette limite est cependant réalisée lorsque
A est, par exemple, un sous-ensemble fini de S. En revanche, les deux formulations
(avec & € S ou avec un sous-ensemble général A C S) sont équivalentes dans le cas
ol la limite est une loi de probabilité, comme expliqué dans I’exercice suivant.

Exercice 145 On se donne une suite de lois p,, sur un ensemble fini ou dénombrable
S, et Uon suppose qu’il existe une mesure de probabilité v sur S telle que, pour tout
reSs,

lm  pp(z) = v(x).

n—-+4oo
1) Montrer que la suite (pin)n>0 est tendue. (Indication : pour € > 0 donné, choisir
A tel que v(A) > 1 —e€.)
2) En déduire que, pour tout B C S,

lim p,(B) =v(B).

n—-+00
Exercice 146 Montrer, 4 l'aide des théorémes 11 et 12, que, si (Xp)n>0 est une
chaine de Markov irréductible et apériodique sur un ensemble fini ou dénombrable

S, la suite (Xp)n>0 est tendue si et seulement si elle suite converge en loi vers une
mesure de probabilité.

Exercice 147 Montrer comment déduire des théorémes 11 et 12 les faits suivants,
pour une chaine de Markov wrréductible et apériodique :

— Uexistence d’une probabilité invariante entraine la récurrence positive ;

— 1l ne peut exister plus d’une probabilité tnvariante.

Les deux théorémes ci-dessus concernent le comportement asymptotique des lois
de probabilité up™. Dans le cas ergodique tout au moins, on peut en déduit simple-
ment le résultat suivant, en termes d’action du noyau sur les fonctions.

Théoréme 13 Si p est un noyau ergodique de loi invarionte v, on a le résultat
sugvant : pour tout 1 < g < +oo, et f € L1(v),

lim p"f =wv(f),

n—+o00
la limite ayant liew au sens de l'espace vectoriel normé L (v).
Preuve :

Sans perte de généralité, nous prouverons le résultat pour toute f € Li(v) telle
que v(f) = 0. On se rappelle d’abord que, pour tout z € S, p"f(z) = E,(f(Xy,))-
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Ensuite, pour tout € > 0, il existe un ensemble fini A tel que 3 44 |f(2)|"v(z) < e
Ecrivons

E.(f(Xn)) = Eo(f(Xn)1(Xn € A)) + E(f(X0)1(Xy ¢ A)).

Nous allons montrer séparément la convergence dans L?(v) des deux termes du
membre de droite de 1’égalité ci-dessus. L’inégalité de Jensen entraine que

Yo v() [Ea(f(Xn)1(Xn ¢ AT < Y v(a Xn)|"1( X ¢ A)).

€S T€S

Par invariance de v, on a que

Y V(@B (I (Xn)"L(Xn ¢ A)) = ) [ f(2)|"0(z

zes a¢ A

A présent, pour tout x € S, on a, en vertu du théoréeme 11, le fait que

lim By (f(Xn)1(Xn € A)) = f(x)

n—-+00
TEA

Qui plus est, A étant un ensemble fini, f est bornée sur A, et le théoréme de conver-
gence dominée permet de conclure que

Eo(f(X)1(X, € A) — Y f(a)

€A

2 v(a)

zeSs

En utilisant le fait que > g v(x)f(z) =0 (par hypothese) et le fait que

1/q
™ fawie S(Zlf e ) <an

a¢ A a¢ A
on en déduit que
Z f(x < €l
€A
et la conclusion en résulte facilement. O

Exercice 148 En utilisant la dualité fournie par le renversement dans le temps de
p par rapport ¢ v, énoncer et prouver un résultat analogue & celui présenté ci-dessus
pour Uaction sur les mesures.
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5.1 Plan de cette partie

Les théorémes ci-dessus sont de nature asymptotique. Une question naturelle en
rapport avec ceux-ci est celle de la rapidité de la convergence dans les limites qui
y figurent. Cette question peut elle-méme étre abordée de maniére plus ou moins
qualitative et plus ou moins agsymptotique. Les différentes approches permettant de
prouver ces théorémes conduisent naturellement & différentes maniéres d’aborder le
probléme, et c’est la 'une de nos motivations pour présenter (ou au moins mention-
ner 'existence d’)approches de natures variées. Nous présenterons donc successive-
ment différentes approches permettant de prouver les théorémes ci-dessus, en plus
ou moins grande généralité. A savoir : le renouvellement, le couplage, la construction
de temps stationnaires forts, la décomposition spectrale, les estimations sur la forme
de Dirichlet, la décroissance de 'entropie relative. Il ne s’agit certainement pas d’une
liste exhaustive, et bien d’autres approches sont possibles, telles que, par exemple,
Iutilisation d’inégalités fonctionnelles autres que I'inégalité de Poincaré présentée ici
(voir [48] ou [37] pour une présentation de diverses approches de ce type dans le
cas ou S est fini), ou 'approche par dualité d’ensembles en évolution (développée
dans [38], voir également [15] et [37]).

Comme nous le verrons que ces approches se prétent & des définitions variées de
la maniére de mesurer la proximité entre la loi de X, et sa limite, et conduisent &

des maniéres différentes d’estimer ces mesures.

5.2 Preuve par renouvellement

L’idée est de s’appuyer sur le découpage des trajectoires produit par les retours
successifs en un point, les lois de probabilité des temps de retour jouant alors le réle
principal.

Remarquons d’abord que le théoréme 12, dans le cas ot la chaine est transiente,
est une conséquence directe de la proposition 26, et du théoréme de convergence
dominée.

On peut prouver aussi bien le théoréme 12 dans le cas récurrent nul que le théo-
réme 11 en faisant appel au théoréme du renouvellement, que nous citons ici sous la

forme adaptée a notre contexte.

Théoréme 14 Si&1,&o, ..., est une suite de v.a. i.i.d. 4 valeurs entiéres strictement

positives, et telles que le p.g.c.d. du support de la loi des & soit égal o 1. Alors

Jim P € {0,661+ &, }) = s,

avec la convention 1/ 4+ oo = 0.
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On prouve généralement le théoréme du renouvellement au moyen de méthodes ana-

lytiques.

Exercice 149 Lire une preuve analytique du théoréme de renouvellement, par exemple
dans [20] (X111,11), ou, pour une version plus générale (non limitée au cas discret),

[21] (XI).

Supposons donc la chaine récurrente. On note que pour toute loi initiale pu, et
n>1,

P,(Xp, =x) =Pu(n—Ti(z) € {0,Ta(z) — T1(x), T3(x) — Th(x),...}).

Posons
a(k,xz) =Py(k € {0,T1(x), Ta(x), T3(x),...}).

On note que, en utilisant le caractére i.i.d. de la suite (Tj41(z)—T;(z))i>1 par rapport
a la probabilité P,, et en posant 7, :=loi de probabilitée de T7(x) sous Py, i.e. y,(n) =
P, (T1(x) = n), on peut réécrire, pour tout k > 0,

+oo
a(k,x) = 3 A5 (), (5.1)
1=0

ou *¢ désigne le produit de convolution itéré ¢ fois, et ou 'on pose, pour ¢ = 0,
0 = 8.

Grace a la propriété forte de Markov appliquée a Ti(x), on obtient l'identité
fondamentale suivante

Pu(Xo = ) = By (a(n - Ty(x), ).

D’apres le théoréme du renouvellement appliqué a la suite définie par & = T;(x) —
T;—1(x), (avec la convention Tp(z) = 0) qui est i.i.d. sous P, la condition sur le
p.g-c.d. étant exactement la condition d’apériodicité de la chaine, on a lim,—, ~ a(n—
Ti(x),z) = 1/Ep,(Ti(x)). Le théoréme de convergence dominée permet de conclure
que limy, 1o P, (X, = z) = v(z). Ceci suffit & prouver le théoréme 12 dans le cas
récurrent nul. Pour prouver le théoréme 11 dans le cas ergodique, il nous faut étendre
la limite valable pour tout z & une limite valable pour tout sous-ensemble A C S,
pas forcément fini. Cette extension est par exemple une conséquence de ’exercice 145
(mais c’est aussi une conséquence de la tension de la suite de lois (P, (X, = -))n>0,
que 'on sait établir simplement en utilisant la récurrence positive, voir 1’exercice
137).

On note que 'on retrouve grace & cette preuve, la formule liant la mesure inva-
riante et I'espérance du temps de retour en un point.

On note que, pour préciser la vitesse de convergence dans la preuve ci-dessus,
on doit chercher & la fois & préciser la vitesse de convergence dans le théoréme de
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renouvellement, et disposer d’un controle sur la décroissance de la queue de la variable
Ti(x). Ce point de vue est illustré dans l'exercice suivant. Voir [36] pour plus de
détails sur cette question.

Exercice 150 (D’aprés [36].) On considére un noyau irréductible, apériodique, et
positivement récurrent sur un ensemble fini ou dénombrable S, et l'on fixre a € S.

1) Montrer que, pour tous x,y € S, et n > 0, on a la représentation suivante de
P.( X, =) :

2) On introduit les notations suivantes.
ag(n) :=Py(T1(a) =n), un) :=Pu(X, =a), ty(n) :=Pu(X, =y,Ti(a) > n).

Montrer que l'on a, pour tous x,y € S, l'inégalité suivante :

+o0
IPo(Xn = y)—v(y)] < Po(Xn =y, T1(a) 2 n)+Hagku—v(a)|sty(n)+v(a) Y t(j)-
j=n+1

3) Montrer que lim, o0 |Pe(Xy, = y) — v(y)| = 0 en analysant séparément cha-
cun des termes de l'inégalité ci-dessus. De quelles informations a-t-on besoin pour
controler la vitesse de convergence ?

5.3 Preuve par couplage et distance en variation totale

Deux références sur le couplage (pas seulement dans le contexte des chaines de
Markov) sont les monographies consacrées au sujet [34, 51].

5.3.1 Distance en variation totale entre deux mesures de probabi-
lité et couplage

Dans toute cette section, S désigne un ensemble fini ou dénombrable. Si p et v
sont deux mesures de probabilité sur S, on définit

dvr(p,v) = Sup [u(A) = v(A).

On dit que dy7(u, v) est la distance en variation totale entre y et v, et ’'on note
que 0 < dyp(p,v) < 1.

Proposition 51 Sur l'ensemble des mesures de probabilité sur S, dyr définit une
distance.
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Exercice 151 Prouver la proposition ci-dessus.

Proposition 52 Etant donnée deux mesures de probabilité p et v sur S, on a l'iden-

tité
dVT w, v Z |:U“ |
:UES

Preuve :
On introduit 'ensemble B = {z : pu(x) < v(z)}, et U'on vérifie qu'il réalise le
maximum dans le supremum définissant dy . O

On voit donc que dyr définit une distance sur les mesures de probabilités sur
S, vues comme un sous-ensemble de I'espace normé ¢1(S). Une maniére différente
d’écrire cette distance, dans le cas particulier ot v est une mesure propre (ce qui sera
toujours le cas lorsque v est la loi invariante d’un noyau irréductible) est la suivante :

dvr(uv) = 1/2 3 u(@) fu(z) - v(a),

zeSs

et dy7(u, ) apparait donc comme la norme (au facteur 1/2 prés) dans L'(v) de la
fonction = +— (u(z)/v(z) —1).

Exercice 152 Montrer que dyr(u,v) =1 si et seulement si p et v sont de supports
disjoints, i.e. il existe A C S tel que p(A) =1 et v(A°) = 1.

Exercice 153 Montrer que la convergence en loi sur S équivaut o la convergence
en variation totale lorsque S est fini ou dénombrable, mais que l'on a seulement une
implication dans le cadre des espaces de probabilité généraux (en prenant le sup sur
tous les événements A de la tribu considérée pour définir dyr).

L’exercice ci-dessus montre donc que, qualitativement, convergence en loi et conver-
gence en variation totale sont équivalentes (sur un espace fini ou dénombrable).
Cependant, controéler la distance en variation totale fournit une information quanti-
tative que ne contient pas le simple fait de savoir que la convergence en loi a lieu.

L’un des principes de base de I’approche par couplage est le suivant : pour prou-
ver que deux lois de probabilité sur S, disons pp et pe, sont proches, on fabrique sur
un méme espace de probabilité deux variables aléatoires, disons Z; et Zs, de lois res-
pectives 1 et pg, de telle maniére que la probabilité que les deux variables aléatoires
en question soient proches ait une valeur proche de 1. Si I'on choisit simplement
comme notion de proximité entre éléments de S I'égalité entre éléments (ce qui est
loisible sur un ensemble S dénombrable général sur lequel on ne suppose pas donnée
une structure particuliére), on obtient un controéle sur la distance en variation totale
entre p1 et pa, comme le précise la proposition suivante.
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Proposition 53 Si 77 et Zy sont deur variables aléatoires définies sur un méme
espace de probabilité (Q, F, P), de lois respectives uy et ug, alors

dvr(pm, p2) < P(Z1 # Zs). (5.2)

Preuve :
On écrit que

11(A) — p2(A)| = |EL(Z1 € A) — E1(Zs € A)| = |E(L(Z1 € A) — 1(Zs € A)).
Par conséquent,
11(A) — p2(A)] < E(11(Z1 € A) — 1(Z2 € A))).

A présent, on note que, si 'événement 71 = Zy, 1(Z; € A)—1(Z2 € A) = 0. D’autre
part, on a toujours que |1(Z; € A) — 1(Z2 € A)| < 1. Le résultat s’ensuit. O

De maniére intéressante, il est toujours possible de fabriquer un couplage réalisant
I’égalité dans I’inégalité prouvée ci-dessus. On en déduit une interprétation de la
distance en variation totale en termes de couplage.

Proposition 54 On a lidentité dyp(p,v) = min P(X #Y), ou le minimum porte
sur l’ensemble des paires de v.a. & valeurs dans S, définies sur un méme espace de
probabilité (Q, F, P) et telles que la loi de X est u et la loi de X est v.

Exercice 154 Prouver la proposition ci-dessus. (Indication : utiliser un découpage

d’intervalles.)
La preuve est un exercice facile de découpage d’intervalles (faire un dessin!).

Exercice 155 S5i uy et po sont deur mesures de probabilité sur S, 1 < s < 4+o00 et
si f: S — R est une fonction telle que f € L°(u1) N L*(u2), montrer que l'on a

By (F(X0)) = Epa (F(X0) < [1F 120y + 1125 ] [dvr G )] 7

ot 1 est Uexposant conjugué de s. (Indication : appliquer la représentation par cou-
plage de la distance en variation totale, et utilise les inégalités de Holder et Min-
kowsksi.)

5.3.2 Approche par couplage pour la convergence des chaines de
Markov

Nous avons décrit dans la section précédente le lien existant entre distance en
variation totale et couplage pour deux variables aléatoires données. Dans le contexte
de la convergence des chaines de Markov, qui constituent des suites de variables
aléatoires, nous utiliserons la notion suivante.
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Définition 9 Si X! = (X})i, et X2 = (X?) sont deuz suites de v.a. définies sur un
méme espace de probabilité et ¢ valeurs dans S, et si T' est une v.a. @ valeurs dans N
et définie sur ce méme espace de probabilité, on dit que T est un temps de couplage
de X1 et X2 si, pour tout n, on an>T = X}Z = X,zl,

Proposition 55 Sous les hypothéses de la définition ci-dessus, on a, pour tout n,
l'inégalité :

dyr(P(X}

n

=), P(X; =) < P(T >n).
Preuve :

1 suffit de vérifier que le couplage que 1’on obtient entre X! et X2 que ’on obtient
est tel que P(X! # X2) < P(T > n). O

Preuve par couplage des théorémes 11 et 12

Nous allons maintenant donner une preuve par couplage du théoréme 11. Pour
prouver la convergence en loi d’une chaine de Markov ergodique vers sa loi invariante,
nous allons fabriquer un temps de couplage entre deux chaines de Markov (X%)nZO
et (X%)nzo, la premiére de loi initiale u quelconque, et la seconde de loi initiale v, ol
v est la loi invariante. Une fois un tel temps de couplage T construit, le théoréme de
convergence dominée entraine alors que lim, .o P(T > n) = 0, et, du fait que X
a pour loi v quelle que soit la valeur de n, on en déduit la conclusion du théoréme 11
en appliquant la proposition 55.

Pour effectuer notre construction, supposons données sur le méme espace de pro-
babilité (2, F, P) deux suites de variables aléatoires, indépendantes 1'une de l'autre,
(X}Hn>0 et (X2)n>o0, telles que (X!),>0 soit une chaine de Markov de noyau de tran-
sition p et de loi initiale 4 quelconque, et (X2),>0 une chaine de Markov de noyau
de transition p et de loi intiale v (la loi invariante).

Exercice 156 Justifier le fait qu’il est toujours possible de trouver un espace de
probabilité (Q,F, P) et deuz suites (X})n>o0 et (X2)n>0 vérifiant les propriétés ci-

dessus.

Définissons ensuite 7' = inf{n : X} = X3}, et définissons pour tout n X2 par
X2 =X} pourn<Tet X2=X2pourn>T.

Lemme 22 La suite (X2),>0 est une chaine de Markov de loi intiale yu et de noyau
de transition p, et T est un temps de couplage de (X!)n>0 et (X2)n>0.

Exercice 157 Prouver le résultat ci-dessus.
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A présent, remarquons que la suite (X}, X3),>0 est une chaine de Markov sur S x
S, de noyau de transition p® p défini par p®@p((z1, z2), (y1,92)) = p(x1,y1)p(T2, Y2),
et que T n’est autre que le temps de premiére atteinte de 'ensemble D := {(x,z); = €
S} par cette chaine.

Lemme 23 L’irréductibilité et apériodicité de p entrainenent lirréductibilité de p®
P.

Preuve :

Etant donnés (z1,z2) et (y1,y2) dans S x S, irréductibilité de p entraine l'exis-
tence de a; > 1 et ag > 1 tels que p™ (z1,y1) > 0 et p*2(x2,y2) > 0. Notre but est de
trouver mq, mg > 0 tel que p"* (y1,y1) > 0, p™2(y2,y2) > 0, et a;+m1 = az+my. Par
apériodicité de p, il existe di,. .. ,d}ﬂ >1,etui,... ,u,l€1 € 7Z tels que pdfl' (y1,91) >0
pour tout 1 < j < kq, et uldl+-- -—1—u111€1d,1€1 = 1. De méme, il existe d2, . .. ,dé >1,et
u?, ... ,uiQ € Z tels que pd?(yl,yl) > 0 pour tout 1 < j < ko, et usds+-- -+ui2d%2 =
1. On vérifie que, en choisissant my := ag(ujdj +---+uy di )+ Kdy---d}, dF---d},
et mg = a1 (uids +- - '+u22di2) + Kd} - d}ﬁd% e d22, pour un entier K sufﬁsament
grand (de maniere & compenser les valeurs éventuellement négatives de ;] en faisant
apparaitre un facteur positif devant chaque dz ), on parvient au résultat recherche.

Il

Exercice 158 Donner un exemple ot p est irréductible et ot p ® p ne l’est pas.

A présent, notons que v ® v est une probabilité invariante pour le noyau p ® p.
Au vu du lemme 23 ci-dessus, p®@p est irréductible, et I’existence d’une loi invariante
entraine automatiquement que p® p doit étre positivement récurrent. En particulier,
T est fini avec une probabilité égale & 1, ce qui prouve que T est un temps de couplage,
et conclut la preuve du théoréme 11.

Nous allons & présent donner une preuve par couplage du théoréme 12 dans le
cas ou p est récurrent nul. A cette fin, on reprend I’étude du noyau p ® p défini
ci-dessus, et dont le lemme 23 prouve l'irréductibilité. Dans la situation précédente,
la récurrence positive de p entrainait celle de p ® p, mais, dans le cas présent, p ® p
peut se révéler récurrent ou transient.

Exercice 159 Donner un exemple ot p est récurrent nul et p @ p est transient, et
un exemple ot p est récurrent nul et p ® p est récurrent. (Indication : essayer des
marches aléatoires simples sur Z.2.) Est-il possible que p®p soit récurrent positif dans
ce cas ?

Supposons d’abord que p ® p est transient. On en déduit que, pour tout = € S,

lim PM@[L,p@p(X’n = (x,x)) =0.

n—-+o0o



Comportement asymptotique de la loi de X, 111

Mais, par définition, Pueupep(Xn = (2,2)) = (Pup(X, = 2))%, et I'on a donc que,
pour tout z € S,
lim P,,(X, =x)=0,

n—-+00
ce qui est la conclusion du théoréme 12.

Supposons maintenant que p ® p est récurrent. En reprenant la définition de T
avec des chaines (X!),>0 et (X2),>0 issues respectivement de deux lois initiales
1 et v quelconques, on en déduit de la récurrence de p ® p le fait que T est fini
Pugvpop—presque stirement, d’otl, en appliquant la proposition 55, le fait que, pour
toutes lois initiales p et v,

lim dyr(P,(X, =-),P,(X,=")) =0. (5.3)
n——+00
A présent, fixons arbitrairement a € S, et considérons la mesure uZyde. Comme

p est supposé récurrent nul, cette mesure est invariante pour p (et donc propre), et
de masse infinie. Etant donné x € S, donnons-nous un sous-ensemble fini A C S
contenant . On a donc 0 < ,ugyde(A) < 400, et il est possible de définir une mesure

de probabilité sur S en posant

ngcle(A)J
ILLA('%.) =0, x ¢ A.

D’apres cette définition, on vérifie facilement que, pour tout z € S,

cycle
pa’ (@)
() <~ 5
,Uay : (A)

En composant avec p”, on en déduit que, pour tout = € .S,

pdept(x) (@)

{ pale) = B @ gy e g,

n
pap”(x) < = :
(A e (A)
Pour un z fixé, du fait que & est de masse infinie, on peut choisir A tel que
cycle
ngde(A) soit arbitrairement grand, disons, tel que pa(x) = %ﬁ((fx)) < €. En appli-
e

quant (5.3) pour controler |P,(X, =z) —P,, (X, = ), on en déduit que

limsup P, (X, = x) <,
n—-+00
ce qui conclut la preuve.

Remarquons que, dans la section précédente, nous n’avons pas fourni de preuve
du théoréme du renouvellement. Ayant maintenant établi par couplage les théorémes
11 et 12, nous pouvons les utiliser afin de donner une preuve du théoréme du renou-
vellement sous la forme que nous avons énoncée dans la section précédente.
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Exercice 160 Soit ( une variable aléatoire ( & valeurs dans N* telle que le pged des
éléments du support de S soit égal a 1.

1) Montrer que, pour toute variable aléatoire, il est possible de construire une chaine
de Markov apériodique et récurrente sur N telle que la loi de T1(0) sous la probabilité
Py est la loi de C.

2) En utilisant les théorémes 11 et 12, en déduire le théoréeme du renouvellement
énoncé dans la section précédente.

Vitesse de convergence et couplage

De maniére générale, la proposition 55 transforme la question de la vitesse de
convergence en variation totale en celle de la vitesse de décroissance de la queue
du temps de couplage T'. Nous présenterons ultérieurement des développements uti-
lisant cette idée. Pour le moment, contentons-nous de remarquer que le temps de
couplage T que nous avons défini dans la preuve posséde une structure extrémement
simple : les deux trajectoires évoluent de maniére indépendante jusqu’a ce qu’elles
se touchent. On obtient ainsi un temps de couplage valable dans un cadre trés gé-
néral, mais qui n’est pas forcément trés efficace au sens oti, pour une chaine donnée,
il est vraisemblable que d’autres couplages, exploitant la structure particuliére de
la chaine considérée, conduisent & des temps de couplages plus brefs, donnant donc
lieu & des estimations plus précises de la vitesse de convergence. Nous verrons au
moins un exemple de tel couplage dans le contexte des méthodes de Monte-Carlo
par chaines de Markov. Pour un exemple «high-techy, faisant intervenir entre autres
des couplages anticipatifs (ou la variable aléatoire T n’est donc pas, contrairement
& notre exemple, un temps d’arrét vis-a-vis de (X}, X2),,>0), voir par exemple [30].
Il faut également noter que les techniques de couplage jouent un réle crucial dans
certaines méthodes de simulation (simulation par couplage a partir du passé, a la
Propp-Wilson) que nous décrirons dans une autre partie.

Exercice 161 Dans le cas ot S est fini, montrer que T posséde une queue Sous-
géométrique, et que la convergence a donc lieu & vitesse au moins exponentielle.
Montrer que l'on peut méme établir une borne indépendante de la loi initiale. Montrer
que, génériquement, la vitesse de la convergence est effectivement exponentielle.

Exercice 162 Montrer sur un exemple que, lorsque S est infini, il n’existe pas tou-
jours de borne uniforme vis-a-vis de a la loi initiale pour la convergence en variation
totale.

Nous avons vu que, pour tout temps de couplage entre deux versions de la chaine
dont 'une est initialisée selon la loi invariante v, 'autre ’étant selon une loi quel-
conque p, on a l'inégalité dyr(P,(X, = -),v) < P(T > n). Dans le cas d’une chaine
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de Markov ergodique sur un ensemble S fini, on peut en fait prouver qu’il existe
toujours un temps de couplage tel qu’il y ait égalité dans 'inégalité ci-dessus. Un tel
temps de couplage est donc minimal, en ce sens que tout autre temps de couplage
T doit vérifier que P(T > n) < P'(T' > n), autrement dit, tout temps de couplage
est minoré stochastiquement par T. Pour une preuve de ce résultat, dont 'intérét est
essentiellement théorique, voir [34].

Notons qu’en partant simplement de I’existence d’un couplage, tel que celui défini
dans la preuve du théoréme, il est possible d’obtenir des informations qualitatives
sur la vitesse d’oubli de la condition initiale en variation totale. En considérant le
couplage a partir de (x,y) € S x S, on constate que

dyr(0zp", 0yp") < P(T > n)

et que
—+00

Z P(T >n) < 400
n=0
car p ® p est positivement récurrent. Nous pouvons reformuler ceci sous la forme

d’une proposition.

Proposition 56 Etant donnée une chaine de Markov ergodique, on a, pour tous

x,y €8,
+o0

Zdvgp(émp”,éyp") < +o0.

n=0
Nous verrons dans le chapitre suivant que cette propriété n’est pas toujours vérifiée
si 'on considére Z:{i% dyr(d:p™,v). On peut en tout cas noter que le fait que 7' soit
d’espérance finie si ’on part non pas d’une loi concentrée en un point (en l'occurrence
(x,y)), mais d’une loi dont le support est potentiellement infini telle que J, ® v, n’est
pas a priori une conséquence de la récurrence positive de p ® p.

Nous aurons 'occasion par la suite d’utiliser les notations :

di(n) :=supdyr(p"(z,-),v),
z€S

et

dy(n) := sup dVT(pt(x7 '),pt(y, ) =0(p").
z,y€eS

5.4 Temps stationnaires forts et distance en séparation

Dans toute cette partie, nous nous placerons sur un espace d’états S de cardinal
fini, et nous considérons un noyau ergodique p de loi invariante v. La présentation
donnée ici s’inspire fortement de celle de Brémaud [7] Chap. 6 Sec. 5. Voir égale-
ment [1]
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Définition 10 Un temps stationnaire fort pour une chaine de Markov ergodique
(Xn)n>0 de loi invariante v est une variable aléatoire T telle que :
(i)) T est un temps d’arrét par rapport & une famille de tribus (Gy,) de la forme
Gn :=0(Xo,...,Xn,Z), o0 Z est une variable aléatoire indépendante de (Xi)r>0
(on autorise donc les événement de la forme T = n a dépendre de Xo, ..., X,
et d’une randomisation indépendante de toute la chaine) ;
(i) P(T < +o00) =1;
(i) P(Xr =z|T =n)=v(z).

En d’autres termes, la propriété (iii) signifie que Xp est distribué selon la loi v
et est de plus indépendant de la valeur de 7. D’un point de vue algorithmique, un
tel temps fournit une réponse a la question : combien de pas d’une chaine de Markov
ergodique doit-on simuler avant d’atteindre la loi invariante avec une précision sa-
tisfaisante. En effet, en simulant un nombre (aléatoire!) de pas égal & T', on obtient
une variable aléatoire distribuée exactement selon cette loi stationnaire. Cette ap-
proche est 4 la base de I'algorithme de simulation parfaite de Fill que nous décrirons
plus bas. Pour 'instant, expliquons comment ’existence d’un temps stationnaire fort
permet de prouver la convergence vers la loi invariante.

Nous avons vu précédemment le lien étroit entre couplage et distance en varia-
tion totale. Dans le contexte des temps stationnaires forts, la notion appropriée de
distance entre lois s’avére étre celle de distance en séparation :

Définition 11 La distance en séparation de deur mesures de probabilité p et v sur

S est définie par sép.(u,v) = maxzes 1 — wz) (avec la convention u(x)/v(x) =1 si

v(z
() = v(z) = 0).

Attention : cette définition n’est pas symétrique en u et v, et donc la terminologie
est trompeuse car elle ne correspond pas & une véritable distance. On vérifie que
0 <sép.(u,v) <1, et que 'on a l'inégalité suivante :

Proposition 57 Pour deux mesures de probabilité u et v sur S, dyr(u,v) < sép.(u, v)

Preuve :
Immeédiat en introduisant 'ensemble B = {z; u(z) < v(x)}. O

Proposition 58 SiT est un temps stationnaire fort, alors pour tout n > 0, sép.(up',v) <
P(T > n).

Preuve :
On écrit que P(X,, =) = P(X,, = 2,7 <n)+ P(X, = z,T > n). En partant
de la définition d’un temps stationnaire fort, on vérifie facilement que (Xr74i)i>o0
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est une chaine de Markov de noyau de transition p et de loi v, indépendante de
T. On en déduit que P(X,, = z,T < n) = v(z)(1 — P(T > n)), d’ou le fait que
P(X, =x)/v(z) >1— P(T > n), ce qui conclut la preuve. O

Comme pour les temps de couplage vis-a-vis de la distance en variation totale, il
existe également un temps stationnaire fort minimal, au sens o celui réalise ’égalité
dans l'inégalité ci-dessus, et donc au sens ol il minore stochastiquement tous les
autres temps stationnaires forts.

Proposition 59 Pour toute loi initiale p sur S, il existe une chaine de Markov de
noyau de transition p et de loi initiale p possédant un temps stationnaire fort T tel
que l'on ait, pour tout n > 0,

sép.(up',v) = P(T > n).

Preuve :
Voir [7]. O

La construction de ce temps stationnaire fort permet en particulier de retrouver
la convergence en loi de la chaine vers sa loi stationnaire.

Nous avons vu que la distance en séparation domine de maniére générale la dis-
tance en variation totale. Dans le contexte de la comparaison des temps (de couplage
et stationnaires forts), on a le résultat suivant.

Proposition 60 Tout temps stationnaire fort est un temps de couplage (quitte a
enrichir l’espace de probabilité sous-jacent).

Preuve :

Partons d'un temps stationnaire fort 7', et notons (X.),>0 la chaine de Markov
issue de la loi initiale p correspondante. Ensuite, partant de X}F, fabriquons indépen-
damment de ce qui précéde une trajectoire X% =:Yp,..., Y7 selon le noyau renversé
dans le temps de p par rapport & v. On vérifie alors que la suite de variables aléatoires
(X2),,>0 définie pour 0 < n < T par X2 :=Y,_7, et pour n > T par X2 := X} est
une chaine de Markov de noyau de transition p issue de la loi stationnaire v, et que
T est un temps de couplage entre (X.!)n>0 et (X2)n>0. O

Citons & présent quelques propriétés générales de la distance en séparation dans
le contexte des chaines de Markov.

Définition 12 Pour une chaine irréductible de loi invariante v, on définit, pour
t>0, dsép,(t) = MaXges 5ép'(pn($a ')a V)'

Proposition 61 Pour toute loi initiale p, on a sép.(up™,v) < dsép_(t).
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Preuve :
Convexité. O

Avec ces notations, on a donc, puisque dyr < sép. :
Proposition 62 Pour une chaine irréductible de loi invariante v, pour tout t > 0,
di(t) < dsép.(t)~
Dans le cas d’une chaine réversible, on a la borne en sens inverse suivante :

Proposition 63 Pour une chaine irréductible de loi invariante v réversible, pour
tout t > 0,
dggp.(2) < 1— (1 —di(1))%.

Preuve :

pP*(z,y) _ > Pz, 2)p'(2,y) _ ) V(g)pt(w, 2)p'(y, 2)
v(y) (v)

v v(z)? ’

z€S z€eS

la derniére égalité utilisant la réversibilité. Par Cauchy-Schwarz, on en déduit que

t t t 2
P ay) (ZV@ (v (z,2))*(p <y,z>>1/2> |

V(y) z€S V(Z)

d’ou 2
2t x, . t 3

£l PERETTEE

On vérifie ensuite facilement (pensez a Uensemble B) que Y-, - ¢ min(p'(x, 2), (p'(y, 2)) =
1 —dyr(p'(x,-),p'(y,-)). Le résultat s’ensuit. O

Proposition 64 La fonction t — dsép'(t) est sous-multiplicative (et donc en parti-
culier décroissante).

Preuve :

On écrit que pt(z,y) = (1 — dsép.(t))u(y) + dsép_(t)qt(x, y), et U'on vérifie que ¢
est un noyau de transition pour lequel v est invariante. On obtient alors en calculant
que (e, y) = (1 — dygp, (Ddsp. (9))2(9) + dsep. (Ddsep.(5) X 45, 2)ae(2 y),
d’oti le fait que p!*5(z,y) > (1 — dsép_(t)dsép.(s))y(y), ce qui conclut la preuve. [

Ainsi, on peut par exemple utiliser 7ge,, = inf{¢; dsép.(t) < 1/2} pour définir
un temps de relaxation pour la distance en séparation.

Pour intéressante qu’elle soit en théorie, la construction de temps stationnaires
forts analysables n’est possible que dans des cas trés particuliers, possédant de fortes
propriétés de symétrie. Voici deux exemples simples et croquignolets (cités par [7]).
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5.4.1 Deux exemples de temps stationnaires forts
Le battage de cartes «top to random» (voir [2]).

Etant donné un paquet de N cartes empilées, on prend la carte du dessus et
on l'insérant au hasard en-dessous de I'une des cartes du paquet, en choisissant
uniformément la position d’insertion parmi les N positions possibles. On obtient ainsi
une chaine de Markov irréductible et apériodique sur ’ensemble des permutations
possibles des N cartes ayant pour loi invariante la loi uniforme. Appelons f la carte
initialement située en bas du paquet, posons Tp = 0 et, pour ¢ = 1,...,N — 1,
appelons T; le premier instant ot une carte est insérée en-dessous de f pour la
i—eéme fois. Clairement, les v.a. T; — T;_1 sont indépendantes, et la loi de T; — T;_1
est une géométrique de parameétre i/N. De plus, on vérifie que, conditionnellement
a la valeur de T;, l'ordre des i cartes situées sous f & linstant 7; est distribué
uniformément sur I’ensemble des permutations possibles de ces i cartes (pour le voir,
il suffit de vérifier que, pour tout k, l'insertion d’une carte supplémentaire a une
position uniformément choisie parmi les £+ 1 possibles, dans un jeu de k cartes dont
l'ordre est une permutation uniforme, donne une permutation uniforme de ces k + 1
cartes). On en déduit que 1+ Ty—; est un temps stationnaire fort pour la chaine
congidérée.

La marche aléatoire sur Z/2°Z (voir [15]).

On considére la marche aléatoire sur Z/2%Z dont les pas sont +1,0 ou —1 avec
une probabilité de 1/3 pour chacun. Clairement, il s’agit d’'une chaine de Markov
irréductible et apériodique dont la loi stationnaire est la loi uniforme. En définissant
T 1=0c¢et pouri=1,...,a —1, T; comme le premier instant postérieur & T;_;
oi1 I'on se trouve & distance 247~ de Xr,_,, on vérifie par récurrence (en utilisant
la symétrie du probléme) que, conditionnellement & la valeur de Tj, la v.a. X7, est
uniformément distribuée sur son support, qui, pour ¢ = a—1, est ’ensemble des points
& distance impaire de Xo. En définissant T, comme le premier instant postérieur &
To—1 ot U'on fait un pas égal & 0 ou +1, on voit que T, est un temps stationnaire
fort pour la chaine.

Nous discuterons dans un autre chapitre les conclusions quantitatives qui peuvent
étre tirées des temps stationnaires forts introduits ci-dessus.

5.5 Approche spectrale

En se rappelant que l'objet que 'on étudie, a savoir la loi de X,, lorsque n
est grand, peut se réécrire : P(X,, = -) = up"™, o p désigne la loi initiale, et p
le noyau de transition, on concgoit naturellement que les propriétés spectrales de
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Popérateur linéaire p (sur des espaces & préciser) puissent jouer un rdle important
dans cette étude. Dans le cas o1 S est fini, on peut par exemple appliquer a p la théorie
classique de Perron-Frobenius des matrices positives, pour établir les propriétés de
base du spectre, comme nous le verrons ci-dessous, et en déduire le comportement
asymptotique de up™.

Dans le cas ou S est infini, I’étude des propriétés spectrales de p (en faisant agir
p sur des espaces convenables) est également intéressante, mais fait appel & une so-
phistication technique bien plus grande, et nécessite des hypothéses supplémentaires
sur le noyau considéré. Dans le cas réversible, on note que I'action de p sur L?(v)
est auto-adjointe, et il est donc possible d’utiliser la théorie générale des opérateurs
continus auto-adjoints sur les espaces de Hilbert, cette théorie (faisant appel a la
notion de mesure spectrale) étant présentée par exemple dans [11, 47]. Dans ce qui
suit, nous nous contenterons de présenter la théorie dans le cas o S est un ensemble

fini.

5.5.1 Approche spectrale dans le cas ou S est fini

Dans le cas ou S est fini, on peut se contenter de considérer que p agit a droite
et & gauche sur CI3!, vu soit comme espace des fonctions de S dans C, soit comme
'espace des mesures complexes sur S, [p(z,y)](z,y)es> étant alors la matrice corres-
pondant & l'action sur les fonctions (& droite), exprimée dans la base canonique, la
transposée de cette matrice correspondant & I'action sur les mesures.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 15 Soit p un noyau de transition sur un ensemble S fini. Alors :
~ toutes les valeurs propres (dans C) de p sont de module inférieur ou égal & 1;
— 1 est valeur propre de p;
— 51 p est irréductible, la multiplicité (géométrique et algébrique) de 1 est égale a
1, le sous-espace propre associé (G droite) étant celui des fonctions constantes,
et a gauche celut des mesures complexes invariantes;
— si p est irréductible et apériodique, 1 est 'unique valeur propre de module 1.

Preuve :

On note qu’en ce qui concerne le spectre (valeurs propres, multiplicités algé-
briques et géométriques), une matrice et sa transposée ont les mémes caractéris-
tiques. On peut donc indifféremment étudier ’action a droite ou a gauche de p. On
vérifie d’abord que |fp| < [f|, ou, pour f : S — C, [f| = > cq|f(z)]. On en
déduit que toutes les valeurs propres complexes de p sont de module < 1. Le fait que
1 soit valeur propre se voit en vérifiant que la fonction constante égale & 1 est fixée
par l'action de p. Le fait que la multiplicité géométrique de 1 soit égale & 1 si p est
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irréductible se vérifie en considérant f : S — C telle que pf = f, ce que 'on ra-
meéne, en considérant parties réelles et imaginaires sur lesquelles p agit séparément, a
une fonction f a valeurs réelles, puis en introduisant s* tel que f(s*) = maxgeg f(s)
et en vérifiant que nécessairement, f(s) = f(s*) pour tout s tel que p(s*,s) > 0,
grace a linvariance de f sous laction de p, puis en itérant. En appelant v la pro-
babilité invariante, on note que ’ensemble des fonctions Fy des fonctions f vérifiant
Y scs f(8)v(s) = 0 est stable par p, et constitue un supplémentaire de I'’ensemble des
fonctions constantes. On voit alors que 1 ne peut étre valeur propre de p restreint
a Fy, ce qui prouve que 1 est également de multiplicité algébrique égale a 1. (On
peut aussi considérer les mesures complexes de masse nulle en lieu et place de Fy, et
considérer I’action & gauche.)

Considérons maintenant un nombre complexe A de module 1, et supposons 'exis-
tence d’une mesure complexe p non-nulle telle que up = A, p étant supposé irré-
ductible et apériodique.

Nous allons prouver que ’égalité suivante a lieu pour tout x € S et n>1:

> )™y x)| = luy)p" (v, ). (54)

yeS yes

Notons d’abord que, pour z fixé, }Zyes M(y)p”(yafﬂ)‘ < ZyeS \1(y)|p" (y, x). Or,
par hypothése, up = Ap, d’ou le fait que Zyes w(y)p™(y,x) = A"u(x). On en déduit

aue | X, es #(@)p"(y,2)| = |u(@)], et, en sommant, que e [, ()P (4,2)| =
> zes lp(@)|. Par ailleurs, 37, o >° o lu(y)[p"(y,2) = X ,cs [n(z)|. On en déduit
Pégalité (5.4). Celle-ci entraine en particulier que v(x) := |u(x)| définit une mesure
positive non-triviale invariante pour p, qui est donc propre. Par conséquent, p(x) # 0
pour tout z € S.

A présent, rappelons qu'une égalité de la forme |z1 + -+ x| = |21+ - - + |2k,
ou x1,...,x; € C, équivaut au fait que tous les x; non-nuls possédent le méme
argument (Pour k = 2, c’est le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et
le cas général s'en déduit par récurrence). Considérons donc x € S, et n > 1 tel
que p"(z,z) > 0. On voit que les arguments de > ¢ u(y)p" (y,z) = A"u(z) et de
p"(x,z)p(z) doivent étre égaux, ce qui entraine que A" = 1. En utilisant le fait que
la chaine est apériodique, on en déduit que nécessairement A = 1, ce qui conclut la
preuve. [

Remarque 24 Au passage, on a montré que, lorsque la chaine est périodique de
2 2

période d, ses valeurs propres de module 1 sont nécessairement des racines d—eémes

de 'unité.

Le théoréeme précédent entraine a présent automatiquement le théoréme 11 : il
suflit par exemple d’effectuer une réduction de Jordan, pour constater que, partant
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d’une loi initiale quelconque p, P(X,, = -) converge, lorsque n tend vers 'infini, vers
la projection de p sur le sous-espace propre associé & la valeur propre 1 en ayant
pris comme supplémentaire les mesures signées de masse nulle. On retrouve le fait
qualitatif que la convergence vers la loi stationnaire a lieu & vitesse exponentielle, et
I’on constate que la connaissance du spectre de p, ou tout au moins de la distance
de Spec(p) \ {1} au cercle unité de C, conditionne la vitesse de convergence.

Nous avons donné une preuve du théoréme précédent utilisant le fait que la ma-
trice associée a p est stochastique. Si ’on considére seulement des matrices positives,
le théoréme de Perron-Frobenius, dont il existe différentes versions, montre que cer-
taines des propriétés ci-dessus demeurent valables, & condition d’étre convenablement
adaptées. Nous citons ci-dessous, sans donner de preuve, une version du théoréme
de Perron-Frobenius que nous aurons 'occasion d’utiliser. Rappelons qu’une matrice
carrée A = (agy) indexée par S x S a coefficients dans R est dite positive si ses
coefficients sont tous positifs ou nuls, et irréductible si, pour tous z,y € S, il existe
n > 0 tel que ag(;;) >0, ou A" =: (agé)).

Théoréme 16 Soit A une matrice positive irréductible. Il existe une valeur propre
A € R telle que
-A>0;
— toute autre valeur propre de A posséde un module < X ;
— il existe un vecteur propre de A associé a \ dont toutes les coordonnées sont
strictement positives ;
— la multiplicité géométrique de A est égale a 1.

Exercice 163 Prouver le théoréme ci-dessus (ou aller en lire une preuve).

5.6 Théorie L2

5.6.1 Généralités

Dans toute cette partie p désigne un noyau ergodique de loi invariante v. On
rappelle que 'action de p sur les fonctions envoie L?(v) dans lui-méme, et que 1’ad-
joint de p pour le produit scalaire de L?(v) n’est autre que le noyau renversé dans
le temps p. Dans ce contexte, la distance entre deux fonctions est mesurée par la
norme de L2(v), i.e. | f — gll2 :== (X ,es(f(z) — g(m))z)l/Q, et la convergence vers la
loi stationnaire v pourra par exemple étre mesurée sur les fonctions de L?(v), par
[Ip" f — v(f)||2, qui n’est autre que 'écart-type de f(X,,) sous P,.
On peut également définir une distance L? entre pup™ et v par la formule > o () /v(z)—
1?v(x) (avec la convention 0/0 = 1), mais, dans le cas ot S est infini, il se peut que
cette distance prenne une valeur infinie. Notez que le fait que p/v (vue comme une
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fonction sur S) se trouve dans L?(v) signifie que p (vue comme une fonction sur S)
se trouve dans L?(1/v).

1/2
On peut alors poser da(t) := sup,cg (ZyES Ip'(x,y)/v(y) — 1]21/(3/)) , et l'on

vérifie que, par convexité, pour toute loi initiale p1, (3, g |wp'(z)/v(z) — 1\21/(%))1/2 <
da(t).
Par ailleurs, on voit que 'on a l'inégalité

1/2
2dyr(pv) = 3 via) () /viz) — 1] < (me/um - 1|2u<a:>> .

z€eS €S

D’autre part, on vérifie que p est, comme p, ergodique de loi invariante v, et que
(up)/v = p(p/v). Par conséquent, la convergence de up™ vers v peut étre analysée
dans notre contexte en étudiant la convergence dans L?(v) de I'action de p™ sur les
fonctions. Nous nous restreindrons donc & aborder le probléme du point de vue de
I’action sur les fonctions.

On se rappelle au passage que la suite (||p"f — v(f)||2)n>0 est décroissante du
fait que la norme de l’action de p de L? dans lui méme est de norme < 1.

5.6.2 Formes de Dirichlet

La présentation de cette section est calquée sur celle de Jerrum [27], elle-méme
reprenant un argument dit & Mihail.

Etant donné un noyau p ergodique, et v sa loi invariante, on définit la forme de
Dirichlet associée & p comme la forme quadratique suivante sur L?(v) :

& 1) =5 3 vl n) () — fx)*

z,yeS

Il s’agit d'une forme quadratique sur L?(v) (on vérifie facilement qu’elle est bien
définie, du fait que pf et f sont dans L?(v)).

La forme de Dirichlet représente donc une mesure de la variation «locale» de
f : partant d’'un élément de S choisi selon la loi invariante v, on mesure dans L? la
variation de f lorsque l'on fait un pas de la chaine.

On vérifie que E,(f, f) = E(f, f)-

Partant d’un noyau p, nous allons considérer le noyau ppe. sur S (par. pour
paresseux) défini par pper.(2,y) = (1/2)p(z,y) si z # y, et ppar(z,2) == 1/2 +
1/2p(z, z). On vérifie que ppq,. est également ergodique, et posséde également v pour
loi invariante. En outre, pp,r. est réversible si et seulement si p I'est.

Exercice 164 Partant d’une chaine de Markov de noyau de transition p, comment
fabriquer une chaine de noyau de transition ppar. ?
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Nous allons prouver le résultat suivant :

Proposition 65 Pour tout f € L?(v),

1Ppar.f = v(NIE < N1f = v(DIE = (1/2)E(F, f)-

Preuve :
Sans perte de généralité, supposons v(f) = 0. On écrit que

Ppar.f(x) = (1/2) f(x) + (1/2) Y p(a,y) f

yes

d’on

Ppar () = (1/2) Y pla,y)(f(z) + f(y)). (5.5)

yeSs

A présent, par définition,

pravﬂfH% = Z (ppar.f(x))2 V(x)

€S

En utilisant I'identité (5.5) établie plus haut, on en déduit que

2
1par. f113 = (1/4) (Z (Zp z.y) 2 (f (@) + f()p(=, )1/2) V(w)) :

€S \yes

Un petit coup d’inégalité de Cauchy-Schwarz, et nous obtenons que

|Ppar. f1I3 = (1/4) (Z (Zp , y)( f(y))z) (ZP(%Z)) V(x)) ;
zeS \yes zeS

et donc que

1Ppar. fII3 < (1/4) (Z (ZP (2, y)(f(x) + f(y)) ) @)) : (5.6)

€S \yeS

A présent, écrivons que

17113 = (1/2) Y f@)v(a) + (1/2) Y f(y)*v

€S yes

soit encore, en utilisant l'invariance de v par p pour le membre de droite,

1£113 = (1/2) > f@)v(@)p(z,y) + (1/2) Y vi@)plx,y)f(y)?,

z,Yyes z,yeS
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soit finalement

1F113 = (1/2) Y (f(2)* + f()*)w(@)p(a, y). (5.7)

z,yeS

En soustrayant (5.7) de (5.6), nous obtenons finalement que

1113 = [ppar. F113 = (1/2)E(F, f)-

O

Ce résultat montre en particulier que la suite (||(ppar.)"f — V(f)\|§)n>1 est de-
croissante. De maniére plus intéressante, notons que, si ’on dispose d’une inégalité du
type E(f, f) = || f —v(f)||3, ot v > 0 on obtient des bornes exponentielles quantita-
tives sur la convergence vers la stationnarité. Une telle inégalité est appelée inégalité
de Poincaré; elle borne la variation L? globale d’une fonction, soit ||f — v(f)||3, en
termes d’une somme de variations L? locales, soit Ep(f, f)- Nous verrons plus loin
comment obtenir des inégalités de Poincaré dans certaines situations.

Dans le cas ot S est fini, une telle inégalité existe toujours, car on vérifie facile-
ment que, si E,(f, f) =0, f doit étre une fonction constante, et donc on doit avoir
f = v(f). On conclut ensuite en utilisant ’homogeénéité de &,(f, f) et ||f — v(f)II3
pour se ramener & la sphére unité de L?(v), et un argument de compacité.

Nous verrons plus bas des techniques permettant de prouver ce type d’inégalité
dans certains cas. Si cette inégalité vous parait mystérieuse, vous pouvez noter que, en
considérant une version en temps continu de la méme chaine, possédant exactement
le méme noyau de transision, et des taux de sauts constants égaux a 1, la forme de
Dirichlet apparait de maniére plus naturelle : on a en effet I’identité

d
§||ptf —v(f)I3 = —2&(f, f),

qui suggére, par ailleurs, que I'inégalité de la proposition ci-dessus perd un facteur 4
par rapport & ce qui devrait étre ’ordre de grandeur correct, un facteur 2 s’expliquant
par le caractére paresseux de la chaine considérée, un autre facteur 2 demeurant

inexpliqué.

5.6.3 Le cas réversible

Rappelons la propriété fondamentale des chaines réversibles, en nous plagant dans
le cas ergodique : si v désigne la loi invariante, I’action de p de L?(v) dans lui-méme
est autoadjointe. Cette propriété fait des chaines réversibles un cadre intéressant
pour l'utilisation des méthodes spectrales. Notons que, si S est un ensemble fini,
cette propriété entraine automatiquement que p est diagonalisable dans une base
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orthonormée (pour le produit scalaire de L?(v)) et que ses valeurs propres sont des
nombres réels.

Cependant, hormis dans de rares cas, il est difficile, voire impossible de calculer
précisément la diagonalisation d’un noyau réversible. Un exemple remarquable, dans
le cas des marches aléatoires sur le groupe symétrique est fourni par [16] (voir éga-
lement [14]), dans lequel Panalyse de Fourier sur le groupe symétrique (utilisant la
théorie des représentations) est mise & contribution.

Proposition 66 Pour une chaine réversible, la forme de Dirichlet posséde ’expres-
ston alternative suivante :

gp(fa f) =< (I - p)f7 f >L2(l/) .

Preuve :
Par définition, < (I —p)f, f >= >, csv(z)p(z,y)f(z)(f(x) — f(y)). Ceci se
réécrit < (I —p)f, f>= >0, ,esvW)py,2) f(y)(f(y) — f(z)), et, par réversibilite,

se réécrit encore < (I —p)f, f >= >, cov(@)p(z,y)f(y)(f(y) — f(z)). En écrivant
< (I —=p)f, [ > comme la demi-somme de la permiére et de la derniére expression,

on obtient la formule annoncée. O

On note au passage qu’il est facile de vérifier que la valeur propre 1 est de multi-
plicité 1 dans ce contexte, en notant qu’une fonction f vérifiant pf = f doit annuler
la forme de Dirichlet d’aprés I’expression ci-dessus, ce qui entraine trés facilement le
fait que f doit étre constante, en utilisant la définition de &,(f, f).

Dans le cas ot S est fini, on a, en se rappelant que la valeur propre 1 est asso-
ciée aux fonctions constantes et le fait que toutes les valeurs propres sont réelles et
inférieures ou égales & 1 (et d’ailleurs > —1), la caractérisation classique suivante :

gp(faf)
17113

Ou, en termes plus probabilistes, en notant que &,(f, f) n’est pas modifiée par I'ajout

inf{l — X € Spec(p); A <1} = inf{ ;< f,1>=0, fe L2(1/)}.

a f d’une constante, et en notant que < f,1>=3%"__o f(z)v(z),

. s gp(f ) f ) . 2
sup{\ € Spec(p); A < 1} = inf {Vary(f)’ felL (y)} :

(Cette caractérisation a encore un sens dans le cadre plus général de la décom-
position spectrale en dimension infinie.)

On voit alors qu’une inégalité de Poincaré entraine une borne sur la distance a 1
du spectre de p. On voit que le fait de considérer le noyau ppe,, = 1/2(I + p) permet
de n’avoir que des valeurs propres entre 0 et 1 et que, par conséquent, I'inégalité de
Poincaré entraine une borne sur le «trou spectral» de ppqr, ce qui éclaire quelque
peu les résultats de la partie précédente, dans le cas ol p est réversible.
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Exercice 165 Fabriquez un exemple de chaine ergodique réversible sur un ensemble

S infini pour lequel inf{gﬂ%ig); < f,1>=0, f € LQ(V)} = 0. Pouvez-vous étudier
2

la vitesse de convergence vers la loi stationnaire dans votre exemple ?

5.7 Entropie relative

1l s’agit de 'approche sur laquelle nous en dirons le moins, notre but ici étant
essentiellement de mentionner la possibilité d’utiliser d’autres distances entre me-
sures de probabilité que les distances LP, et pour lesquelles d’autres outils que ceux
que nous avons décrits peuvent étre employés. En fait, il existe un vaste ensemble
de techniques permettant d’étudier la convergence telle que mesurée par 'entropie
relative, utilisant par exemple des inégalités fonctionnelles différentes de l'inégalité
de Poincaré présentée ci-dessus (voir par exemple [48, 37| pour des exemples).

Définition 13 FEtant données deux mesures de probabilité p et v sur S, v étant
propre, on appelle entropie relative de u par rapport & v la quantité définie par

H(ulw) = Y o tog 5 = 50 1 1o 1 )
zeS

= v(x x) )

(avec la convention suivante : 0log0 = 0).

Posons
d(u) :==ulogu, u >0,
avec ¢(0) := 0. La définition de I’entropie relative se réécrit donc sous la forme
p(z)
H = .
)= 36 (45 vie)

Comme ¢ est bornée inférieurement, on voit que H (u|v) est toujours bien définie.
Comme ¢ est convexe, 'inégalité de Jensen permet de voir que

H(ul) > ¢ (Z ‘jﬁ”v(m)) —4(1)=0.
zeS

z)

De plus, ¢ étant strictement convexe, ’égalité H(u|v) = 0 entraine donc automati-

quement que % = 58 pour tous y,z € S, d’oul le fait que yu = v.

On note que H(p|v) ne définit pas une distance, car elle n’est pas symétrique
vis-a-vis de u et v. L’entropie relative peut étre comparée a la distance en variation
totale grace a 'inégalité importante suivante (dite de Csiszar-Kullback-Pinsker) :

Proposition 67
2dyr(p,v) < (H(ulv))"?.
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Preuve :

Posons f(z) := 1—p(z)/v(x). On a par définition H (u|lv) = v((1+ f) log(1+ f)).
En notant que v(f) = 0, on a encore H(u|lv) = v((1+ f) log(1+ f)— f). A présent, on
utilise I'inégalité, valable pour tout u > 0, (1 +u)log(1+u) —u > u?/2(1 +u/3)~*
d’ott 'on tire que H(ulv) > v(f2/2(1 + £/3)7Y) = v(f2/2(1 + f/3)"Hv(1 + f/3).
Par Cauchy-Schwarz, on en tire que H(ulv) > (1/2)v(f)2. O

On retrouve en particulier le fait que H(pu|v) > 0, avec égalité si et seulement si
1 = v. Donnons-nous a présent un noyau ergodique p sur S. Par convexité, on a que,
pour toute loi initiale p,

H(pp™|v) < sup H(p"(x)|v).

Une propriété fondamentale de 'entropie dans le contexte des chaines de Markov

est la suivante :

Proposition 68 Etant donné un noyau ergodique p, soit v sa loi invariante. Alors,

pour toute loi de probabilité p sur S,
H(pplv) < H(pv),
et, si H(up|v) = H(pu|v) < 400, p=v.

Preuve :
On écrit que

H(pplv) =Y v(z)$ <Zy€s M(y)p(%m)) .

zes V(x)

On réécrit que

Hiplv) = Y vla)o | 3 L0200

z€eS yES

On voit réapparaitre le noyau renversé dans le temps p, qui permet d’obtenir que,
par convexité de ¢,

Hiplv) < 3 ) 3 o) R )

z€eS yeS y I/(.Z‘)

Par stricte convexité, on déduit que 1’égalité dans I'inégalité ci-dessus entraine que,

pour tout , 583 = 58 pour tous y,z € S tels que p(y,z) > 0 et p(z,x) > 0. Le

fait que p = v s’en déduit par irréductibilité et apériodicité. O

Dans le cas ou S est fini, on peut redémontrer a minima le théoréme 11 de la
maniére suivante. On note d’abord que I’ensemble des lois de probabilités sur S est
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compact (pour la topologie héritée de celle de R®). En vertu de la proposition ci-
dessus, la suite (H(up™|v))n>0 est décroissante, et minorée par zéro. Appelons h sa
limite. Considérons maintenant une sous-suite convergente de (pp™)n>0, et notons
w1 sa limite. On vérifie facilement que H(u1|v) = h. De plus, on a également le fait

que (up™*t)
Conclusion : p1p = p1, et donc uy = v.

n>0 converge vers pip. Mais on doit également avoir que H(uip|lv) = h.

Exercice 166 Peut-on utiliser un tel argument basé sur la stricte convexité avec les
distances précédemment introduites ¢

Exercice 167 Dans tout cet exercice, S désigne un ensemble fini, et p un noyau de
transition sur S supposé irréductible et apériodique. La loi invariante de p est notée
v. Pour tout x € S, on note T'(z) := inf{n > 0; X,, = x} en se plagcant sur l’espace
canonique des trajectoires, et avec la convention inf () = +oo.

L’objectif principal de cet exercice est d’établir les deux identités suivantes, va-
lables pour tous x,y € S :

v(x)E, (T'(z)) = Z(x, x), (5.8)
v(y)E«(T(y)) = Z(y,y) — Z(z,y), (5.9)
ol .
Z(z,y) =Y (" (x,y) — v(y).
n=0

1) Ezpliquer pourquoi la série définissant Z(x,y) est absolument convergente pour
tous x,y € S. Montrer que, pour tout x € S,

> Z(x,y)=0. (5.10)

yes

2)

Considérons x € S, un entier ng > 0 fizé, et définissons
So :=inf{n > ng; X,, =z},

avec la convention inf ) = +oo. Montrer que Sy est presque sirement fini sous Py,
et que B, (Sy) < +oo. Montrer ensuite que

Ex(card {0 < j < Sy—1; X; =2}) =v(z)Ex(S).

(Indication : utiliser par exemple une décomposition de renouvellement basée sur Sy.)
3) Déduire de la question précédente que

no—1

3 a,w) = v(@)(no + E,(T (),
n=0
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4) En déduire Uidentité (5.8).
5) Pour x # y, et un entier ng > 0 fizé, définissons

Sy = inf{n > T(z) + no; Xn =y},

avec la convention inf ) = +o0o. Montrer que Sé est presque sdrement fini sous Py,
et que E(S)) < +00. Montrer ensuite que

Ey(card {0 < j < Sp—1; Xj =y}) = v(y)Ey(Sp)-

(Indication : utiliser par exemple une décomposition de renouvellement basée sur S|).)
6) En déduire que

no—1

Ey(card {0 <j<T(x)—-1; X; =y})+ Z p"(z,y)
n=0

est égal o
v(y) (Ey(T(x)) +no +Eu(T(y))),

ot pu-) = Pac(Xno = )
7) En déduire lidentité

E,(card {0 < j < T(x) - 1; X; = y}) = v(y)(E,(T(x) + Eo(T(y))).  (5.11)

8) Déduire (5.9) de ce qui précéde.

9) Soit N la matrice indexée par S x S définie par N(x,y) := v(y), soit I la matrice
identité indexée par S x S. En voyant p comme la matrice indexée par S X S définie
par p(z,y), montrer que I — (p — N) est inversible et que

Z+N=(I—-(p-N)"

En déduire comment calculer numériqguement les valeurs Z(x,y) a partir de la connais-
sance du noyau p.

10) Peut-on généraliser ce qui précéde au cas d’une chaine ergodique sur un ensemble
S dénombrable 2 Quelles sont les obstructions éventuelles ¢



Chapitre 6

Une premiére approche
quantitative de 'ergodicité pour la
distance en variation totale

Dans ce chapitre, nous discutons d’une premiére famille d’approches pour quanti-
fier plus précisément ’ergodicité d’une chaine de Markov pour la distance en variation
totale. Cette approche est "quantitative" au sens ou elle s’intéresse & la vitesse de
convergence d’une chaine vers sa loi stationnaire, mais elle ne donne de cette vitesse
qu’une caractérisation plutoét qualitative, étant davantage destinée & délimiter des
grandes classes de comportement asymptotique, plutot qu’a fournir des bornes non-
asymptotiques explicites sur ’écart & la stationnarité. Des exemples de telles bornes
non-asymptotiques seront donnés dans un chapitre ultérieur.

Dans tout ce chapitre, p désigne un noyau ergodique sur un ensemble fini ou
dénombrable S, v étant la loi invariante.

6.1 Ergodicité de degré 2

Une premiére maniére de quantifier la vitesse de convergence de la loi d'une
chaine vers sa loi stationnaire en utilisant la distance en variation totale, consiste &
considérer la série

> dvr(6.p", vp™),
n>0
et & étudier quand la somme de celle-ci est finie.

Le théoréme suivant fournit plusieurs caractérisations de cette propriété, et,
lorsque 'une des conditions équivalentes ci-dessus est vérifiée, on dit que p est ergo-
dique de degré 2.
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Théoréme 17 Il y a équivalence entre les conditions suivantes :
(i) Il existe x € S tel que E,(Ty(x)?) < +o0;
(ii) 1l existe x € S tel que E,(T1(z)) < +o0;
(#ii) Il existe x € S tel que B, (T1(z)) < 400
(i) Pour tout v € S tel que E,(Ti(2)?) < +o0;
(v) Pour un x € S,
ZdVT(5zpn7V) < 4005
n>0
(vi) Pour tout x € S,
Z dyr(dep™,v) < +00;

n>0

(vii) On a

400
> _vla) (Z dvr(62p", V)) < +o0.
n=0

zeS

Une conséquence immédiate de (vii) est qu’il existe une suite ¢, de nombres
positifs satisfaisant Z:ﬁ% cn < +00 et telle que, pour tout = € S, et tout n > 0,

Cn

v(z)

dyr(02p",v) <

On dispose donc en quelque sorte d’une borne uniforme sur la vitesse de conver-
gence de dyr(d,p™, v) vers zéro lorsque n tend vers 'infini, modulée par la valeur de
v(x).

L’équivalence de (i)-(ii)-(iii)-(iv) fait l’objet de l'exercice 126, et résulte assez
facilement de l'identité établie par ’exercice 125.

Preuve de (v) = (ii):
Introduisons, comme dans I’exercice 167, le temps d’arrét

So := inf{n > ng; X,, =z},

avec la convention inf() = +o00, ng étant un entier fixé. On montre comme dans
Pexercice (qui est formulé dans le cas ou 'espace est fini, mais 'adaptation au cas
positivement récurrent sur un espace dénombrable ne pose pas de probléme), que Sy
est presque stirement fini sous P, que E,(Sp) < 400, et que

no—1

Y '@ @) —v(2)) = v(@)Eu(T ().

n=0

ou u(-) =Py(Xp, = -). Réécrivons

Eu(T(2)) = ) Pu(Xny = y)Ey(T(2)).
yes
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Par ergodicité de p, on a, pour tout y € S, la convergence limy,,— o0 Pz (Xn, = y) =
v(z). Le lemme de Fatou entraine donc que

imin 3™ B (X, = )E,(1() > 3 v)E,(T(x) = E,(T(2)).
yeS yes

d’out 'on déduit que

no—1
lim inf (p"(z,x) —v(z)) > E, (T(x))
no—+00 0
Cette inégalité prouve automatiquement que (v) = (ii). O

On note que la preuve ci-dessus montre en fait que I'existence d’'un z tel que
220:61 Ip"(x,z) — v(x)] < 400, qui est moins forte que (v), suffit & entrainer (ii), et se
trouve donc en fait équivalente aux autres propriétés mentionnées dans le théoréme.
La preuve ci-dessus suffit également & montrer, (voir la premiére question de I’exercice
126), qu’il existe bel et bien des exemples de chaines ergodiques pour lesquels (v)
n’est pas vérifiée.

Nous allons maintenant prouver que I'une quelconque des propriétés équivalentes
(1)-(ii)-(iii)-(iv) entraine (vii), en utilisant ’approche par couplage pour controler la
vitesse de convergence en variation totale.

Nous commencons par introduire et étudier un objet qui nous sera utile dans
I’analyse du temps de couplage correspondant. Considérons une suite St, So,... de

variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans {1,2,...}. Pour tout n > 1, notons
Zp =581+ + Sp,
posons également Zy := 0, et, étant donné un entier ¢ > 0, soit
H;:=inf{Z, —t; Z, >t, n>0}.

Il est clair que Hy est une variable aléatoire presque sirement finie. On définit le
noyau de transition ¢ sur N par

q(t,s) := P(Hy = s).

Pour expliquer l'utilité de ¢, considérons deux suites de variables aléatoires i.i.d.
indépendantes et de méme loi que Sy, soit S7,5%,... et S7,SY, ..., et définissons
récursivement une suite de variables aléatoires (W,),>0 par Wy := 0, W; :=t, puis,
récursivement, pour tout n > 0,

Wonto = (inf{Si, Si + Sé, .. } N [W2n+1, —|—OOD ,
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et tout n > 1,
Wapt1 := (inf{t + ST, t + S7 + S5,...} N [Way, +00[) .

A présent, posons, pour tout n > 1, L, := W,, — W,,_1. On a alors la proposition
suivante :

Proposition 69 La suite (Ly)n>1 est une chaine de Markov de noyau de transition
q.

Exercice 168 Prouver la proposition ci-dessus.

Proposition 70 Sous Uhypothése que E(S1) < +oo et que pged({i € N; P(S; =
i) > 0}) =1, il existe B1, B2 > 0 tel que, pour tout n > 0,

sup Py 4(71(0) = n) < By exp(—B2n).
>0
Preuve :
En notant que ¢(¢,0) = P(s € (inf{S1,S1 + S2,...}), et en appliquant le théo-
réme du renouvellement, nous en déduisons que

tliglooq(t,()) =1/E(S1) > 0. (6.1)

Par ailleurs, pour tout t € N donné, grace a notre hypothése sur le support de la loi
de S7, nous pouvons prouver qu'il existe di,...,d, et ey, ..., ep tous dans le support
de S7 et tels que t+dy+---+dy, = €1+ - -+ ep. On en déduit, au vu de la proposition
69, qu’il existe m > 1 tel que

q"(t,0) > 0.

En combinant cette derniére propriété avec (6.1), on en déduit la conclusion. Il

Proposition 71 Sous I’hypothése que E(S?) < +o0, on a

sup E(H;) < +o0.
>1
Preuve :
En décomposant selon la valeur du plus grand Z; strictement inférieur a ¢, on
voit facilement que

+oo
P(H; > u) = Z ZP(Z@ZCL, Spr1 >t —a+u).

0<a<t—1 £=0
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En notant a(x) := P(S1 > ), le caractére i.i.d. des (5;) entraine que
P(Zy=a, Sex1 >t —a+u)=P(Z=a)a(t —a+u).

Comme on a de plus que

+§P(Z@ =a)=F (Jio 1(Z, = a)) <1,
=0

=0

du fait que la suite (Z;) est strictement croissante, on a 'inégalité

P(H; > u) < Z alt—a+u) Zau+b

0<a<t—1 b=1
En sommant, on en déduit que, pour tout t > 1,

—+00 +o00

E(H)+1<Y Y alu+b) = E(Si(S) +1)/2).

u=0 b=1

Définissons
= inf{k > 2; Lj, = 0},

avec la convention inf() = +oo. Au vu de la proposition 70, on déduit facilement
que, sous les hypothéses de la proposition, K est presque sirement fini, et méme
qu’il existe une constante ¢ ne dépendant pas de t telle que

E(K) <c¢< +4o0.

Proposition 72 Sous l'hypothése que E(S1) < 400 et que pged({i € N; P(S; =
i) > 0}) = 1, il existe une constante C ne dépendant pas de t telle que

E(Wg —W;) <C.
Preuve :

On écrit W — Wi sous la forme

K-1

Wi = Wi = (W1 — Wy),
k=1

d’ou

“+oo
E(Wk —W1) = E (Wit — Wi)1(K > k).
k=1
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A présent, observons que, d’aprés sa définition, 'événement K > k est mesurable
par rapport a o(Wy, ..., W), tandis que, conditonnellement a (W, ..., W), la loi
de Wi41 — Wi n’est autre que ¢(Ly—1,-). On en déduit que

E(Wx — W) < <Sup E(Hs)> io P(K > k) < <Sup E(Hs)> x c.
k=1

s>1 s>1

La proposition 71 montre ensuite que sup,>, F(H;) < +oo0. O

Preuve de (i)-(ii)-(iii)-(iv) = (vii) :

Considérons le couplage employé dans 5.3, dont la loi du temps de couplage est
celle du premier temps d’atteinte T' de la diagonale par la chaine (X}, Xf;)nzo lorsque
la loi initiale est la loi produit ¥ ® v. Considérons x € S, et définissons

By :=inf{n>0; X} =2}, B} :=inf{n>0; X2 =ux}.
Par récurrence, défnissons également, pour tout ¢ > 1,
Bl :=inf{n>B} | +1; X! =z}, B?:=inf{n>B; 1 +1; X3 =2z}.
A présent, si B{ < B2, on pose, pour tout i > 1,
Sj=Bj — B, S} =B} - B} ,.
Inversement, si Bé > Bg, on pose, pour tout ¢ > 1,
Sj:=B} - B}, S/ =B - B},

La propriété de Markov entraine bien que, conditionnellement & Bé, BS, les suites
(S) et (S!) sont bien indépendantes, et i.i.d. ayant pour loi commune celle de T} (x)
sous PP ,. Posons maintenant ¢ := max(Bi — Bj, B} — B3), et notons que, avec les
définitions précédentes, X‘}VK = XI:,)’VK =z et donc que T < max(B}, B}) + (Wk —
Wh), d’ou

E(T) < E(max(B}, B2)) + E(Wyx — Wh).

L’hypothése (ii) montre que E(B}) < 400 et E(B2) < 400, tandis ’hypothése
(i) permet d’appliquer la proposition 72 qui montre que E(Wg) < C. O

On note que les implications restantes formulées dans le théoréme 17 sont soit
triviales, soit résultent de celles déja prouvées ci-dessus.

Nous renvoyons par exemple a [40, 9, 36] pour plus d’informations ainsi que des
références sur la notion d’ergodicité de degré 2.
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6.2 Ergodicité géométrique

La notion d’ergodicité géométrique est I'une des formalisations possible de la
convergence «a vitesse exponentielle» d’une chaine ergodique vers sa loi invariante.
Par rapport & la notion précédente, on ne demande plus seulement la convergence
de la série de terme général dyp(d,p"™, vp™), mais la convergence exponentiellement
rapide de ce terme vers zéro, soit le fait qu’il existe r < 1 tel que, lorsque n — +0o0,

dyr(6:p",vp") = O(")

Le théoréme suivant fournit plusieurs caractérisations de cette propriété, et,
lorsque 'une des conditions équivalentes ci-dessus est vérifiée, on dit que p est géo-
métriquement ergodique.

Théoréme 18 Etant donné un noyeu de transition ergodique p sur un ensemble
S fini ou dénombrable, de loi invariante v, il y a équivalence entre les propriétés
susvantes :

(i) Il existe x € S tel que Ty (x) posséde une queue sous-géométrique sous Py ;

(1) Pour tout x € S, la queue de Ty (x) est sous-géométrique sous P, ;

(15i) Il existe x € S, 0 <r <1 et A>0 tel que, pour tout n > 0,

dVT(pn(l‘, ')7 V) < Arn;

(iv) Pour tout x € S, il existe 0 <r <1 et A >0 tel que, pour tout n > 0,
dVT(pn(.’L’7 ')7 V) < Arn;

(v) Il existe A >0 et 0 <r <1 tels que pour tout n >0,

Z v(z)dyr(p™(z,-),v) < Ar".
€S

Une conséquence immédiate de (v) est qu’il existe 0 < r < 1, A > 0 tels que,
pour tout z € 5, et tout n > 0,

n

s

(z)

On peut donc en quelque sorte choisir uniformément par rapport & x la vitesse

dyr(dzp",v) <

™~

de convergence exponentielle de dy7(d,p",v) vers zéro lorsque n tend vers 'infini,
modulée par la valeur de v(z).

Exercice 169 Montrer que l’ergodicité géométrique entraine, pour tout £ > 1, lexis-
tence d’un r < 1 et une fonction Ay : S — Ry telle que, pour tout n >0,

dyr(p"(z,-),v) < Ag(z)r"
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et telle que l'on ait de plus
Ay € LZ(V).

(Indication : noter que dyr(p™(xz,-),v) <1 et que u’ < u lorsque 0 <u <1.)

Avant de donner la preuve du théoréme, procédons a quelques rappels sur les
variables aléatoires & queue sous-géométrique.

Pour commencer, une variable aléatoire £ & valeurs entiéres positives est dite

posséder une queue sous-géométrique s'il existe deux nombres a > 0 et b > 0 tels
que l'estimation suivante soit vérifiée :

pour tout z > 0, P(§ > x) < aexp(—bx).
Notons la caractérisation suivante :

Proposition 73 La variable £ posséde une queue sous-géométrique si et seulement
s’il existe 0 > 1 tel que E(0%) < +oo.

Proposition 74 La somme de deuzr variables aléatoires & queue sous-géomélrique
est & queue sous-géométrique.

Exercice 170 Prouver les deur propositions ci-dessus.

Proposition 75 Soit (Y;)i>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace
de probabilité (O, H,Q), et (H;)i>o0 une famille croissante de sous-tribus de H telles
que Ho = {0,0}. Supposons que :
— pour tout © > 1, Y; est mesurable par rapport 6 H; ;
— il existe 0 < c1,co < +00 tels que, pour tout i > 1 et t >0, Q(Y; > t|H;—1) <
c1 exp(—cat).
Alors, pour tout t > c1/ca, il existe 0 < c3,cq4 < +00 tels que, pour tout n > 1,

QY1+ ---+Y, >nt) < czexp(—cqn)

Preuve de la proposition 75:
Pour 0 < A < ¢9, on a, en utilisant une intégration par parties, le fait que

+0o0
E(exp(AY;)|Hi—1) <1+ / Aexp(M)Q(Y; > t|H;_1)dt <14 ciM(ca — N) 7L
0

On en déduit que

E(exp(A\(Y1 4+ Yp)) < (14 1A (c2 — A)7H™
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Ensuite, d’apreés 'inégalité de Markov,
QY1+ ---+Y, >nt) <exp(—nAt)E(exp(A(Y1 + -+ Yy)),
si bien que
QY1 +---+Y, >nt) < exp(—n(At 4 log(1 + c1A(c2 — AN)7H)).

En choisissant A assez petit, on obtient le résultat. ]

Nous allons commencer par prouver que (i)=-(vi).

La preuve consiste, comme dans la section précédente, a obtenir une borne sur
le temps de couplage. Au lieu de la proposition 71, nous utiliserons la proposition
suivante.

Proposition 76 Si T1(z) posséde une queue sous-géométrique sous Py, ¢’est égale-
ment le cas pour q(t,-), uniformément par rapport 4 t, ou, plus précisément : il existe
f,h > 0 tels que, pour tout t > 0, et tout s > 0,

q(t,s) < fexp(—hs).

Preuve de la proposition 76:
Supposons que, pour tout x > 0, P(S] > x) < aexp(—bx) Nous allons montrer,
avec les notations de la section précédente, qu’il existe f > 0 tel que, pour tout s > 0,

P(H; > k) < fexp(—bk). (6.2)

Reprenant ’argument employé pour la preuve de la proposition 71, on a que

P(H; > u) < Z a(t—a+u)=2a(u—|—w).

0<a<t—-1 w=1

D’apreés notre hypothése,
a(u+w) < aexp(—blu + w)),

et I’on a donc

P(H; > u) < exp(—bu) Y _ exp(—bw) < f exp(—bu),

w=1

en posant f = 3" exp(—bw) = exp(—b)(1 — exp(—b)) .

De méme, la proposition 72 est remplacée par la suivante.
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Proposition 77 Sous ['hypothése que Sy posséde une queue sous-géométrique et que
pged({i € N; P(S1 = i) > 0}) = 1, il existe deux constantes d,g > 0 ne dépendant
pas de t telles que, pour tout k > 0,

P(Wk — Wi > k) < dexp(—gk).

Preuve :
Supposons donc que, pour tout x > 0, P(S1 > z) < aexp(—bz), et écrivons Wi

sous la forme
K-1

Wi = W= Y (Wip1 — Wi).
k=0

Considérons a présent v > a/b, et m := |k/~]. D’aprés la proposition 70,
P(K >m) < (1 exp(—fam).

D’autre part, du fait que la suite (W}); est croissante et que, par définition, k > mvy,
on a

PWg—-W1 >k, K<m)<PWy,—-W;>k)<PW,—W; >my).
En appliquant la proposition 75, on obtient que
P(Wy, — W1 > my) < cgexp(—cam).

La proposition en résulte. O

Preuve de (i)=(v):

On reprend 'argument de la preuve donnée dans la section précédente, pour la
partie du théoréme 17 affirmant l'implication (i)-(ii)-(iii)-(iv) = (vii). On obtient
ainsi que

T < max(Bj, B3) + Wi — W.

La proposition 77 entraine que Wx — W; posséde une queue sous-géométrique.
D’autre part, I'identité établie dans l'exercice 125 montre que, si T (z) posséde une
queue sous-géométrique par rapport a P, c’est également le cas par rapport a P,.
On arrive a la conclusion annoncée.

g

Le fait que (v) = (iv), (v) = (iii), (ii) = (i) est immediat.
Preuve de (iii) = (i):

La preuve présentée ici reprend la preuve donnée dans [36] du théoréme de Ken-
dall sur le renouvellement (p. 358). Cette preuve est basée sur des considérations
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d’analyse complexe!, et il ne semble pas exister de preuve faisant appel a des consi-
dérations plus probabilistes, par exemple par couplage.
Supposons (iii) vérifice. On en déduit facilement que la série entiére

“+oo
F(z) =) (Po(Xn =) = Po(Xppy = 7)) 2",
n=1
posséde un rayon de convergence rg > 1.
Introduisons également

+o00
U(z) := ZIP’x(Xn =z)z",
n=0

dont le rayon de convergence est nécessairement > 1, vu que les coefficients sont des
probabilités. Dans le disque {|z| < 1}, on a I’égalité

F(z)=(1-2)U(2) — 1. (6.3)

Introduisons & présent la série

+oo
P(z) = Pu(Ti(z) =n)z",
n=0

Grace a l'identité (5.1), on vérifie que l'on a, dans le disque {|z| < 1}, 'identité
U(z) = (1 P()) .
On en déduit alors de (6.3) que, sur {|z| <1}, (1 —2)(1 - P(2)) ! =1+ F(z), d’ou
P(z) = (z+ F(2))(F(z) + 1)~ L. (6.4)

Nous avons vu que F' est analytique sur {|z| < 7o}. Par conséquent, pour tout
0 <e<rg—1, 1+ F(2) ne peut avoir qu'un nombre fini de zéros dans {|z| < ro —e€}
(sauf & étre identiquement nulle, mais nous allons voir que ce n’est pas le cas).
Montrons qu’aucun de ces zéros ne peut appartenir a {|z| < 1}. Par Pabsurde, soit zy
un tel zéro. Notons que nécessairement zg # 1, car 1+ F(1) = v(x). Par conséquent,
lorsque z — 2z en restant dans {|z| < 1}, 24+ F(z2) — 20 + F(20) = 20 — 1 # 0, et
donc |P(z)| — +oo d’aprés (6.4). Mais P est bornée sur {|z| < 1}, car ses coefficients
sont des probabilités. Contradiction. Par conséquent, toujours d’aprés (6.4), il existe
r1 > 1 tel que P soit analytique sur {|z| < r1}, ce qui prouve (i). d

La preuve présentée ci-dessus montre en fait que, si ’on dispose d’un x pour lequel
la propriété énoncée dans (iii) est vérifiée, la propriété énoncée dans (i) est vérifice
pour le méme z. En utilisant le fait que (i) entraine (v), et que (v) entraine que la
propriété énoncée dans (ii) est vérifiée pour tout z, on en déduit que (i) entraine (ii).

On conclut ainsi la preuve des équivalences contenues dans le théoréme 18.

'Et non pas des considérations complexes d’analyse!
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Exercice 171 Donner une preuve élémentaire que (i) entraine (ii), en utilisant
lidentité établie dans Uexercice 125 et la stratégie du Corollaire 8.

Nous renvoyons par exemple & [45, 36] pour plus de détails sur la notion d’ergo-
dicité géomeétrique.
6.2.1 Ergodicité uniforme

La notion d’ergodicité uniforme correspond & la convergence uniforme de

dVT(pn(xa ')a V)

vers zéro par rapport a x, lorsque n tend vers 'infini. Avant d’énoncer un théoréme
de caractérisation de cette propriété, nous commencons par établir quelques résultats
relatifs aux propriétés de contraction du noyau p vis-a-vis de la distance en variation
totale. Ceci est naturel, puisque nous nous intéressons a la convergence de p vers un
point fixe, & savoir la loi invariante.

Propriétés de contraction de p

Définition 14 On définit, pour tout noyau de transition p, le coefficient de Dobru-
shin de p par 0(p) = sup, yes dvr(p(z,-), p(y,))-

On vérifie immédiatement que 0 < §(p) < 1.

Exercice 172 On note que 6(p) s’exprime de maniére explicite en termes des proba-
bilités de transition. Comment ce coefficient s’interpréte-t-il en termes de couplage ¢

Proposition 78 Sip et q sont deuz noyauz de transition, on a d(pq) < §(p)d(q).

Preuve :
Facile avec I'interprétation par couplage de la distance en variation totale (voir

par exemple [1]). On peut également donner une preuve élémentaire (voir par exemple [7]).
O

Exercice 173 Donner les détails de la preuve de la proposition.

Proposition 79 Si py et pue sont deux mesures de probabilité sur S, dyr(up,vp) <
d(p)dvr(p,v).

Preuve :
Idem. O
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Exercice 174 Donner les détails de la preuve de la proposition.

Corollaire 25 Le coefficient de Dobrushin est le coefficient de contraction de p vu
comme une application de l'ensemble des mesures de probabilité sur S dans lui méme,
muni de la distance en variation totale. Plus explicitement :

d
5(p) = sup Jvrlmpnap),
s Avr(pe, p2)

Exercice 175 Donner la preuve du corollaire ci-dessus.
Rappelons les notations :

dl(n) ‘= sup dVT(pn(mv ')7 V)7
€S

et

Jl(n) = sueps dVT(pt(a:, -),pt(y, ) =o(p").

On prouve facilement & partir de ce qui précéde la proposition suivante.

Proposition 80 Awvec les notations et hypothéses précédentes, on a :
1. pour tout n, di(n) < di(n) < 2d;(n);
2. pour tous n,m >0, di(n +m) < di(n)di(m);
3. pour tous n,m >0, di(n +m) < di(n)di(m);
4. pour tous n,m >0, di(n+m) < 2d;(n)dy(m);
5 )

. les suites (d1(n))i>o et (di(m))i>o sont décroissantes.

Exercice 176 Prouver la proposition ci-dessus.

Caractérisations de ’ergodicité uniforme

Théoréme 19 Etant donné un noyeu de transition ergodique p sur un ensemble
S fini ou dénombrable, de loi invariante v, il y a équivalence entre les propriétés
susvantes :

(i) 1l existe x € S tel que supyeg Ey(T1(z)) < +o00;

(i) Il existe x € S et 0 > 1 tels que sup,eg E, (671 @) < 4o00;

(1i) On a

lim supdyr(p"(z,-),v) = 0;
n—+00 ye§
(i) Il existe r < 1 et A >0 tel que, pour tout n > 0,

supdyr(p™(z,-),v) < Ar'"
zeS
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(v) On a
lim 4(p") = 0;

n—-+o00

(vi) 1l existe r < 1 et A >0 tel que, pour tout n > 0,
i(p") < Ar™

(vii) 1l existe n > 1 pour lequel sup,cg dvr(p™(z,-),v) <1/2;

(viii) Il existe n > 1 pour lequel §(p™) < 1;

(iz) 1l existe n > 1 tel que p" vérifie la condition de Doeblin, i.e. il existe une
mesure de probabilité m sur S et € > 0 telle que p"(x) > em(z) pour tout x € S.

L’implication (i) = (v) se prouve en reprenant la stratégie de preuve par couplage
employé dans la preuve de I'implication (i)-(ii)-(iii)-(iv) = (vii) du Théoréme 17. On
obtient ainsi une borne uniforme sur ’espérance du temps de couplage uniforme vis-
a-vis du point de départ (y1,y2) € S2. La propriété de sous-multiplicativité énoncée
dans la proposition 80 montre que (v) et (vi) sont équivalentes. En utilisant 'ensemble
des propriétés énoncées dans la proposition, on déduit 1’équivalence entre (iii), (iv),
(v), (vi), (vii), et (viii). Inversement, (iii) permet de voir qu’il existe un x et un n tels
que inf,egP,(X,, = ) > 0. On en déduit facilement le fait qu’il existe une borne
sous-géomeétrique uniforme en le point de départ pour la queue de T} (z), ce qui n’est
autre que (ii). On a par ailleurs évidemment que (ii) entraine (i). On obtient ainsi
I’équivalence entre les propriétés (i) a (viii).

Il reste donc a traiter le cas de (ix). Le fait que (ix) implique (viii) est une
conséquence de U'interprétation que 'on peut donner de (ix) en termes de couplage.
Sous (ix), on peut fabriquer une famille de variables (Z;)zes et une variable Y a
valeurs dans S, de telle sorte que, pour tout x € S, Z, suit la loi p"(x, ), tandis que
Y est de loi 7, et telles que la probabilité que 'on ait Z, = Y pour tout x € S soit
supérieure ou égale a e. Inversement, (iii) implique facilement (ix) : il suffit de choisir
r € S, puis n tel que

ztelg dyr(p"(y,-),v) < v(z)/2,

d’ott 'on tire que p™(y,x) > v(x)/2 pour tout y € S.
Exercice 177 Faire en détail les preuves esquissées ci-dessus.

Exercice 178 Prouver (sans faire appel au théoréme ci-dessus) que, pour une chaine
de Markov ergodique sur un ensemble S fini, il existe n tel que 6(p™) < 1. Donnez un
exemple ot 6(p) = 1 (et donc n = 2 au minimum). Donner également un exemple de
chaine ergodique avec S infini et pour laquelle 6(p™) = 1 pour tout t.
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On retrouve en particulier, grace a cet exercice le résultat qualitatif déja obtenu
en étudiant la queue du temps de couplage 7' introduit dans la partie précédente :
dans le cas d'un ensemble fini, la convergence en loi d’une chaine ergodique vers sa

loi stationnaire a toujours lieu & vitesse exponentielle.

Exercice 179 On considére un noyau ergodique p.
1) Montrer ezistence d’un r € [0,400] tel que

o1 7
ngrfoo - logdi(n) = —r.
(Indication : utiliser le lemme classique sur les suites sous-additives.)

2) Montrer que l’on a également

) 1
ngrfoo - logdi(n) = —r.
8) Donner un exemple pour lequel il existe t > 0 tel que di(t) = 0 (et donc en
particulier r = +00). (Indication : faire une tentative avec un espace o deux états.)

Ainsi, on peut par exemple, dans le cas ou le noyau est uniformément ergodique,
(par exemple dans le cas ergodique avec S fini), utiliser 77 = inf{t; di(t) < e~ !}
pour estimer la vitesse de convergence en variation totale, et définir un temps de
relaxation en variation totale permettant des comparaisons entre chaines différentes,
et possédant une interprétation immédiate en termes de contréle de la vitesse de

convergence.
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Chapitre 7

Fonctionnelles additives :
théoréme de la limite centrale

La situation est un peu plus complexe pour le théoréme de la limite centrale
que pour la loi des grands nombres, et nous présenterons trois approches, basées
respectivement sur le renouvellement, les martingales et 1’équation de Poisson, et
la méthode de Nagaev en exploitant les propriétés spectrales. Nous renvoyons par
exemple a |9, 36, 45] pour plus d’'informations.

Nous reprenons dans cette section les notations définies dans la partie sur la loi des
grands nombres. Donnons-nous donc f : S — R, un noyau de transition irréductible
et positivement récurrent p de loi invariante v, et une loi initiale u quelconque. Nous
nous restreindrons essentiellement a des fonctions f vérifiant

v(f) =0, v(f?) < +oo, (7.1)

et notre objectif sera donc de prouver des théorémes limites affirmant que, sous P,
on a la convergence en loi suivante lorsque n tend vers U'infini :

n~1/? i FX5) 25 N0, v), (7.2)
=0

ou v > 0 (avec la convention N (0,v) = dp).

Notons qu’une condition telle que (7.1) n’est pas nécessaire pour que la propriété
ci-dessus ait lieu. Un exemple trés simple (quoique dans un cas dégénéré) est le
suivant : partant d’une suite de v.a. i.i.d. & valeurs réelles (Y,),>0, on fabrique la
chaine (X,,)n>0 = (Y, Ynt1)n>0, dont on vérifie facilement qu’elle est ergodique.
On pose ensuite f(x,y) := y — x, et 'on voit que l'on a toujours un théoréme de
la limite centrale (dégénéré, avec v = 0) pour f appliquée a la chaine (X,,)n>0, car
n=1/ 28,.(f) tend vers zéro en probabilité. On peut pourtant facilement choisir la loi
de (Yp) de telle maniére que f ne soit pas intégrable (et 'on n’a donc alors méme
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pas f € L'(v)!). Nous verrons également qu’une condition telle que (7.1) n’est pas
non plus suffisante en général.

Commengons par un résultat préliminaire montrant que ’on peut, pour prouver
un théoréme de la limite centrale, choisir la loi initiale & notre guise.

Proposition 81 Si une limite telle que (7.2) a lieu pour une loi initiale p donnée,
la méme limite a lieu pour toute lov initiale.

Preuve :

Pour le voir lorsqu’il y a apériodicité, il suffit par exemple de considérer un
couplage entre deux versions de la chaine tel que celui défini dans la preuve par
couplage du Théoréme 11, et de constater que la différence entre les deux sommes
renormalisées que 'on considére tend vers zéro avec probabilité 1. Lorsqu’il y a
périodicité, on décompose en classes et ’on se rameéne & 'argument précédent en
considérant un itéré apériodique du noyau de départ. O

7.1 Approche par renouvellement

Théoréme 20 Supposons qu’il existe a € S tel que

Ti(a)—1 Ti(a)—1 2
Bo| > (X)) =0 Ea| D f(X)| <+oc. (73)
i=0 i=0
Alors, lorsque n tend vers linfini, on a, pour toute loi initiale p, la convergence en
loi .
n V2N p(0) A% N0, ),
i=0
ot

B (S0 1(x0)
D)

On notera que, sous réserve que f soit intégrable par rapport & v, la premiére

cycle

hypotheése du théoréme signifie que v(f) = 0 (en se rappelant que v = m)

v =

De fait, si f est intégrable par rapport & v, la loi des grands nombres pour les
fonctionnelles additives montre que ’on doit avoir v(f) = 0 pour espérer obtenir un
TCL.

Notons que la condition v(f?) < 400 se traduit par

T1(a)—1
Eo | > (X)) < 4o,
=0

ce qui n’est pas du tout la méme chose que la deuxiéme hypothése du théoréme.
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Remarque 26 L’exzemple donné précédemment montre qu’il est tout-a-fait possible
que la variance asymptotique soit égale a 0 sans que f soit une fonction constante.
Ceci étant, une variance nulle signifie que Zgga)fl f(X;) = 0 avec probabilité 1 sous
P, ce qui restreint tout de méme la classe des fonctions f pouvant donner lieu & une
variance nulle ! Par ailleurs, l'exemple trés simple donné précédemment monire que
la variance de la gaussienne obtenue & la limite dans le TCL n’est pas nécessairement
égale & v(f?), comme une analogie naive avec la loi des grands nombres pourrait le
faire croire : la dépendance entre les termes successifs de la chaine fait que la va-
riance limite n’est pas en général identique a celle que I’on obtiendrait si les variables
aléatoires (f(X;))i>o €taient i.i.d.

Dans cette preuve, nous travaillerons sous la probabilité P,, ce qui est licite car
nous avons vu que l’on pouvait choisir arbitrairement la loi initiale sous laquelle
travailler pour prouver un théoréme de la limite centrale dans notre contexte. Nous
reprenous les notations déja employée dans le chapitre sur la loi des grands nombres,
A savoir

Su(f) =D F(X)),
j=0

et, pour tout ¢ > 0,

(avec la convention Tp(a) := 0), ainsi que
R, = max{i > 0; T;(a) < n}.

On reprend la décomposition déja utilisée pour prouver la loi des grands nombres,
qui se simplifie quelque peu par le fait de travailler sous P, :

R,—1 n
Salf)= D L)+ Y. FX)). (7.4)
i=0 i=Try(a)

Nous allons d’abord montrer que le terme «de bord»

n
V2N A(XG)
J=Try (a)
tend vers zéro en probabilité lorsque n tend vers l'infini, et il nous suffira d’établir

ensuite le TCL pour
R,—1

n 2N L),
=0
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En effet, rappelons que, si une suite (Z,),>0 de variables aléatoires réelles converge
en loi vers une loi limite p, il en va de méme de toute suite de la forme

(Zn + Vn)nZO

telle que V,, tende vers zéro en probabilité lorsque n tend vers U'infini. (Pour le voir,
passer par exemple par la transformée de Fourier.) Nous utiliserons alors le fait
suivant : si une suite de variables aléatoires (Z,),>0 est tendue, et si (€,)n>0 est une
suite (déterministe) tendant vers zéro, alors

(ﬁnZn)nZO

tend vers zéro en probabilité lorsque n tend vers I'infini. Commengons donc par
prouver le résultat général suivant.

Lemme 27 Pour toute f définie sur S, la suite de variables aléatoires

Y AXy)

j:TRn (a) n>0

est tendue.

On note que cette preuve ne fait aucune hypothése sur f, et améliore donc celle
donnée dans la preuve de la loi des grands nombres, qui utilisait le fait que v(|f]) <
+o00. En particulier, on voit que, dans la loi des grands nombres, les termes «de
bord» peuvent toujours étre négligés, que f soit intégrable sous v ou non.

Preuve :
Partons de l'inégalité

n

o) < S 1)

J=Try,(a) j=Tpy,(a)
A présent,
Po| > X =t] =) Po| D> If(X))| =t Tk, (a) =k |,
J=Tr,, (a) k=0 j=k

et donc cette probabilité est encore égale a

n n
Z]P)a Z‘f(Xj)‘Zt7Xk:a,Xk+17éa,...,Xn7éa
k=0 =k
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En appliquant la propriété de Markov, on en déduit que

n n—k
Po| > If(Xp) =t ZIP’ (Xp=a)Pq [ Y [f(X))| > t,Ti(a) >n—k
i=Tr,, (a) =0

En utilisant le fait que ’événement

n—k
DIFX)I =6, Ti(a) >n—k

j=0

entraine 1’événement
T1(a)
S =t Ti(a) >n—k o,
=0

et en posant m :=n — k, on en déduit que

n 400 T1(a)
Po| > [f(XpI2t| <D P, Z|f )| >t,Ti(a) >m
J=Try(a) m=0

A présent, pour m fixé, on a lim;_, o P, (Z ]f( > t) = 0. D’autre part,

pour tout m, P, (Z ]f( I =>tTi(a) > m) < Pq (Thi(a) > m), et 'on a que

S HO P, (Th(a) > m) < 4oo car Ey(T1(a)) < +o0o par hypothése. Le théoréme de
convergence dominée (appliqué a la mesure de dénombrement sur N) permet donc
de conclure que

t—+4o00

“+00
lim > P, ny )| >t,Ti(a) >m | =0,
m=0

et donc que

lim sup P Z f(X;)|>t] =0.

t—+00 >0 )
" J=Tgy,(a)

Ceci entraine la tension de la suite <Z§L:TR (a) f(XJ)> . O
n n >

Preuve du théoréme 20:
D’aprés le lemme ci-dessus,

n—l/? zn: f(X

Jj=Tr,, (a)
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tend vers zéro en probabilité. Il nous reste donc a prouver le théoréme de la limite
centrale pour

Ry,
n2Y L)
=1

Les hypothéses que nous avons formulées sur f se traduisent par

Eo(L1(f)) = 0, Ea((L1(f))?) < +o0,

et 'on peut donc appliquer le théoréme de la limite centrale pour les v.a.i.i.d. centrées
et de carré intégrable a

k
k_l/QZLi(f)
=0

lorsque k tend vers l'infini, mais le fait que R,, soit aléatoire et certainement pas
indépendante des L;(f) ne nous permet pas de faire k = R,, dans la limite corres-
pondante et d’en déduire le résultat directement, comme cela était possible dans la
preuve de la loi des grands nombres, dans laquelle on pouvait considérer le compor-
tement asymptotique presque stre des suites qui intervenaient. Nous utilisons donc
I’argument un peu plus sophistiqué qui suit.

D’aprés la preuve par renouvellement donnée dans la partie sur la loi des grands
nombres, on a la convergence suivante :

lim n 'R, = p, Py —p.s.,
n——+o00

ou p = (Eq(T1(a)))"". Par conséquent, pour tout 0 < o < 1 et € > 0, nous avons
que, pour tout n assez grand,

P, [(1—a)p < n 'R, < (1+a)p >1-ce
En utilisant le fait que les L;(f) sont i.i.d., centrées, et de carré intégrable sous P,
on voit facilement que la suite (G ) k>0 deﬁnle par

lpn|+k

G} = Z Lj(

Jj=lpn]+1

est une martingale, et que I'inégalité maximale pour les martingales (voir par exemple [49,
18], ou le mémento sur les martingales donné dans ces notes) entraine que, pour tout
t>0,

1+1 2
P, <[a1géx Gl >tn1/2) <120 'E, (‘G[am " )
On voit également que, pour tout k > 0,

E(|GH") = kE(L1(H)P),
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d’ou finalement le fait que

P, C%’s;lyalpml/?)q n([apn] + DE(L(H).

En définissant G2 := EJLP nLP" =k L;(f), un argument similaire montre que

P, (f“ﬁs;l G2 > ml/2> < 20 ([apn] + DE(Li()).

Posons alors
Lon] Ry,

dp =02 L) =Y Li(f) ]
j=0

=0
et notons que, sur Pévénement {(1 — a)p < n 'R, < (1+ a)p},

[apn]+1

dal < " G + e x|

2.

On obtient maintenant facilement le fait que d,, tend vers zéro en probabilité lorsque
n tend vers I'infini. On conclut en appliquant le théoréme de la limite centrale pour
les suites i.i.d. centrées de carré intégrable a |pn|~1/2 Z}igj Li(f). O

De maniére remarquable, il est possible de prouver une réciproque au théoréme

que nous venomns de prouver.

Théoréme 21 57l existe une loi initiale pour laquelle la suile

(n71/25n(f))n21

est tendue, alors nécessairement, pour tout a € S,

T1 -1 T1 a) 1 2

E, Z f(Xi) | =0, Eq Z F(Xi) ] <o

On note que le résultat est en fait plus fort qu’une simple réciproque, puisqu’il ne sup-
pose que la tension pour en déduire les hypothéses du théoreme 20. Par conséquent,
au vu des deux théorémes 20 et 21, la tension de la suite

(n250(5)

entraine automatiquement la validité du théoréme de la limite centrale. En particu-

n>1

lier, on ne peut avoir de loi limite autre que gaussienne dans notre contexte. Qui plus
est, le théoréme de la limite centrale peut toujours étre obtenu grace & ’approche
par renouvellement. On obtient également que la validité de I’hypothése 7.3 pour un
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a € S entraine sa validité pour tout a € S, ce qui n’est pas évident a priori. Une

preuve directe de ce dernier fait peut étre trouvée dans [10].
Le plan de la preuve du théoréme 21 est le suivant : on prouve d’abord que la

<n1/2 zn: Lz(f))
=0

est tendue sous P, puis on utilise 'argument général suivant :

suite
n>1

Théoréme 22 Soit (Z,)n>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. Alors la suite

(n_1/2(20 4ot Zn)>

n>1
est tendue si et seulement si E(Z2) < +oo et E(Zy) = 0.

Preuve du théoréme 22:
Le fait que les hypothéses E(Z3) < +o0 et E(Zy) = 0 entrainent la tension de la
suite

(n*l/Q(ZO +o Zn))

n>1
est une conséquence immédiate du théoréme de la limite centrale pour les variables
aléatoires i.i.d. centrées de carré intégrable.

Pour la réciproque, considérons une suite de variables aléatoires (Z,),>0 indé-
pendante de (Z;,),>0, et de méme loi. Posons, pour tout i > 0,

et, pour un parameétre K > 0 fixé, posons, pour tout ¢ > 0,
Y, = Wi1(|W;] < K).

On note que la suite (Y;);>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes bor-
nées, et vérifiant donc E(Y;?) < +o0. De plus, la définition de W; entraine que W et
—W; ont la méme loi, ce qui entraine que 'on a nécessairement E(Y;) = 0. On peut
donc appliquer le théoreme de la limite centrale pour les variables aléatoires i.i.d.
centrées de carré intégrable pour déduire que, lorsque n tend vers 'infini, la loi de

nV2(Yo 4+ + V)
converge vers une loi gaussienne centrée et de variance égale a
E(Wg1(|Wo| < K)).

Par ailleurs, observons que, toujours en vertu de la définition symétrique de W,
pour tout ¢, on a I'identité en loi suivante :

(Y, Wil(|Wi| > K)) & (¥, ~Wil(|Wi| > K)).
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On en déduit que

(ZYE,ZWJ(’WJ > K)) & ( Yi,— ) Wil(|Wi] > K)) :
=0 =0 i

Par conséquent, pour tout t € R, on a
n n n n
P (ZY >ty Wil([Wi > K) > o) =P < Y >t Wil([Wi| > K) < 0> .
i=0 i=0 i
On en déduit que
n n
P <ZY >ty Wil(|Wi| > K) > 0) (1/2)P (ZY > t)
i=0 i=0

En se rappelant que Y; + W;1(|W;| > K)) = W;, on en déduit finalement que

n
P(Zmzt> (1/2)P (ZY>t> (7.5)
i=0
A présent, rappelons nous que, par hypothése, les suites

(n—1/2(20 4+ .4 Zn)>

n>1
et
(n 22+ + 21)

n>1

sont tendues. Il en résulte facilement que la suite

(n 12 (Wo 4+ W)

n>1

est elle-méme tendue. Il existe donc, par exemple, un ¢ > 0 tel que
P (n_l/z(WO F W) > t) <1/8

pour tout n > 1. Supposons que E(WJ) = +oo. On peut alors, par convergence
monotone, trouver K tel que E(WZ1(|[Wy| < K)) soit arbitrairement grand. En
appliquant le théoréme de la limite centrale a

(Yo 4+ Yy,

on en déduit que U'on peut faire en sorte que, pour n assez grand,

(5m0) s
i=0



154

(il suffit de choisir K de telle sorte que la variance limite soit assez grande, et 'on
peut s’approcher aussi prés que l'on veut de 1/2). Mais l'inégalité (7.5) entraine alors
que

P (iw > t) > (1/2) x (1/3) > 1/8,
=0

ce qui conduit & une contradiction. On en déduit que E(W¢) < 4o00. En condition-
nant par un événement de la forme a < Z|) < b de probabilité non-nulle, on en déduit
que E(Z2) < +o0. A présent, on sait que E(|Zy|) < +oo, et I'on doit nécessairement
avoir F(Zy) = 0, sans quoi la loi forte des grands nombres contredit manifestement
I’hypothése sur la tension de la loi de

<n_1/2(Zo e Zn)>

n>0"

0

Preuve du théoréme 21:

Comme dans la preuve du théoréme 20, nous fixons a € S, et nous nous placons
sous la probabilité P,. L’hypothése du théoréme nous permet de prouver la tension
de (n™Y2(S,(f)))n>1 sous Py, en utilisant un argument semblable & celui qui permet
de prouver la proposition 81. Nous allons en déduire la tension sous P, de la suite

<n—1/2 (Z LZ-(f))) ,
=0 n>1

et le résultat s’ensuivra. Fixons donc
A < (Bo(T1(a)) ",

et expliquons comment établir la tension de la suite

[nA]—1

n 2y Li(f) - <n_1/QSTMA1(“)—1(f))

9
n>1
=0 -

n>1
ce qui entraine le résultat souhaité. En appliquant la borne de la réunion, on obtient
que
Pa (ST[n)\'\ (a)*1<f) > 2Mn1/2)
est inférieure ou égale a
Po (R < [A0]) + P (St (@) 1(f) = 2Mn'/%, Ry = [\n]) .

La loi des grands nombres déja utilisée dans la preuve du théoréme 20 entraine que

lim Pu(R, < [An]) = 0.

n—-+4o0o
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D’autre part,

P, (ST[,Lﬂ (@-1(f) > 2Mn'/? R, > Mnl) <P, <1 Dax ST @)-1(F)] > 2Mn1/2> :

Définissons
7 := inf {Tk(a);k >1,

Stp(@-1()| = 2M”1/2}

(avec la convention inf ) = +00). On constate que 7 est un temps d’arrét de la chaine
(Xi)i>o tel que X; = asi 7 < 400, et que

{r<n}= { max  |S7, )-1(f)] = 2Mn1/2} .

1<k<Rn

Par ailleurs, notons que 'on a l'inclusion

Z f(Xy)

A présent, notons que, grace a la propriété forte de Markov, on a, pour tout

{Tgn}ﬁ{

< Mnl/z} - {!Sn(f)\ > Mnl/Q}.

1 <u < n, sur 'événement {7 = u}, 'égalité P,—p.s. suivante

! F)re

n
> F(X)
=7
En utilisant le fait que X, = a si 7 < +00, on en déduit que le membre de droite de

n—u

> F(X)

=0

< Mn1/2> .

Iidentité précédente est supérieur ou égal &

c:= min P, <|Sm(f)\ < Mnl/z) .

0<m<n—1

On déduit de ce qui précede que

P, <1<I%3’1§n |57, (a)-1 ()] = 2Mn1/2> xc<P, (|Sn(f)| > Mn1/2> ‘

La tension de la suite

(25001

nous montre que, pour tout M > 0 assez grand, on a, pour tout n > 0,

n>1

Po(|Sa(f)| = Mn'/?) < 1/2.

Pour un tel M, on a que ¢ > 1/2, et, par conséquent,

& <1<I%33%n |57 (@-1(1)] 2 2Mn1/2> < 2P, (|Sa(f)] = Mn*/?) .



156

Nous déduisons ainsi le fait que la suite

(TL_I/QSTMﬂ (a)—l(f))

est tendue. O

n>1

Donnons a présent quelques exemples de situations dans lesquelles il est possible
de vérifier les hypothéses du TCL tel que nous 'avons énoncé précédemment.

Proposition 82 Sip est ergodique de degré 2 et si f est bornée et satisfait v(f) =0,
alors les hypothéses du théoréme 20 sont satisfaites.

Preuve :
I est immeédiat que ‘Z?;(Oa)*l |f|(Xj)‘ < Ti(a)sup |f]. Ensuite, ergodicité de
degré 2 entraine le fait que Eo(71(a)?) < +00. On en déduit que

T1(a)—1 2
Eo | > If(X))]] <o
§=0
Il en résulte en particulier que
T1(a)—1 2
Eo| D, F(X))| <+oo
j=0

et, en se rappelant que v = %’ que
Ti(a)—-1
Eo | D £(X) | =w(f)=0.
=0

J

g

Il se trouve que la proposition ci-dessus admet une réciproque (voir [9] pour une
preuve) : si le TCL a lieu pour toutes les fonctions bornées, alors on doit avoir
ergodicité de degré 2.

Proposition 83 Si f € L*t¢(v) pour un € > 0 donné, satisfait v(f) =0, et sip est
géométriquement ergodique, alors les hypothéses du théoréme 20 sont satisfaites.

Preuve :

On a
Ty (a

)—1
X D I

j=0 7=0
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En développant le carré, et en échangeant sommation et espérance, on obtient que

T1(a)—1 2
SFEN] = D0 Ba(lFIX)UT > 6)| fI(X)UT > j)).
7=0 4,720

Posons
i = Eq (|f*7(X)1(T > i))

En choisissant s > 1 tel que 1/(2+¢)+1/(2+¢€)+1/s+ 1/s = 1, l'inégalité de
Hélder entraine que, pour tous 4,5 > 0,

Eo(If1(X) 1T > )| fI(X)UT > 7)) < ui/ FF O/ CTOP(T > i) V3P (T > 5)V/e.

On en déduit que

Tl(a)—l 400 2
Z £ (X;)] < (Z uil/(2+e)Pa(T > i)l/s> '
=0 i=0

cycle

Or, d’aprés 'hypothése que f € L?T(v), et en se rappelant que v = Eﬁ(’h(a))’ on

voit que
+oo
> R (|fPT(X)UT > i) Zcz < +oo0.
i=0

Par ailleurs, I'ergodicité géométrique entraine que P, (T > ¢) tend exponentiellement
rapidement vers zéro lorsque ¢ — +o00. Toujours d’apreés 'inégalité de Holder,

+o00 400 1/(24¢) 400 1/u
ST/ IR, (T > i) < (Z ci> (Z Po(T > i)u/8> ,
=0

i=0 =0

ot u est défini par 1/(2+ €) + 1/u = 1. On conclut ainsi que

T1(a)—1 2
Eo| Y IfF(X)I| < oo
§=0
La preuve s’achéve comme celle de la proposition précédente. O

On peut construire des contre-exemples & cette proposition dans le cas ot l'on
suppose seulement le fait que f € L?(v) (voir par exemple [24, 6]). En revanche on a
toujours un TCL lorsque f € L?(v) si 'on suppose en plus que p* est uniformément
ergodique, ou la réversibilité (voir [45]).
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7.2 Approche par les martingales et 1’équation de Pois-
son

Le résultat central de cette section est le suivant.

Théoréme 23 Etant donnée f € L%(v), s’il existe une fonction g € L*(v) solution
de l’équation de Poisson

g—pr9=1/,
alors, lorsque n tend vers Uinfini, on a, pour toute lot initiale u, la convergence en
loi
n .
n=2 N7 F(XG) 5 N0, v),
i=0
ot

v=v(g") — v((pg)*) = B, [(9(X1) — pg(X0))?] < +o0.

La preuve du théoréme s’appuie sur le théoréme de la limite centrale pour les
martingales, dont nous donnons ici la version qui nous sera utile (voir par exemple
[18, 49]) pour une preuve et des énoncés plus généraux.

Théoréme 24 Soit (M,)n>0 une martingale par rapport a une filtration (Fp)n>0
vérifiant les conditions suivantes :

- M() =0 ;

~ pour tout n > 0, E(M?2) < +oo;

— on a la convergence en probabilité suivante :

n
: 1 B 2 _ _
nklfoon ; E((My, — My_1)*|Fr—1) =v € Ry;

— pour tout € > 0, on a la convergence en probabilité suivante :

n—-+00

lim n 'S B ((Mk My )21(| My — My_1| > ml/2)yfk,1) —0.
k=1

Alors, lorsque n tend vers linfini, on a, pour toute loi initiale p, la convergence en
loi

nY2 )0, L2 N(0,v).

Nous ne donnerons pas de preuve de ce résultat, mais au moins une petite idée
(tres grossiére) de preuve, afin que le résultat n’apparaisse pas comme trop mysté-
rieux.
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Preuve (esquisse):
Pour X € R, on introduit

Cy = exp(idn™2M,,),

G\ i= [T B (explixn™/2(My — My 1))|Fi ),
1<k<n

et
(X)) = exp(—A2v?/2).

Pour prouver le théoréme, on cherche & prouver que, pour tout A,

lim E(Cn(X)) = o(A).

n—-+00

Supposons que nous ayons prouvé que, au sens de la convergence en probabilité,

Hm Gn(\) = (N).

n—-+o0o

Compte-tenu du fait que, grace & la définition,
E(Cn(N)/Gn(N)) =1,
on peut écrire que
[E(Cn(A) = o(N)] = [E(Cn(X)/Gn(A) (Gn(A) = ()]

En utilisant que G,,(\) tend en probabilité vers ¢(\) # 0 lorsque n tend vers 'infini,
on en déduit que
lim  E(Ca(\) = 6(M).

n—-+00
A présent, en effectuant un développement a l'ordre 2 dans I'exponentielle, on
voit que, lorsque n — +o00,

E (exp(mn*/?(Mk - Mk_l))|]-"k_1> =1 (A2/2)E((My, — My_1)2|Fi_r) + 0(N2),

ou l’absence de terme d’ordre 1 en A\ s’explique par le fait que, par la propriété
de martingale, E(My, — My_1|Fi—1) = 0. En négligeant les termes d’erreurs, on en
conclut que

Go(N~ [[ (01— (/2BE((My — My_1)?|Frer))
1<k<n

puis que

Gn(N) = ] exp (—(Az/Q)ZE((Mk—Mk1)2|}'k1)>,

1<k<n k=1
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d’ou 'on déduit le résultat, a condition de pouvoir convenablement contréler les
termes d’erreur que nous avons négligés. 0

Preuve du théoréme 23:

On note que la finitude de v sous I'hypothése que g € L?(v), ainsi que l'identité
donnant une seconde expression de v, sont immeédiates.

Partant de la relation f = g — pg, on peut écrire que

F(Xo) 4+ [(Xn) = > g(Xi) — pg(Xy),
=0

d’oil
f(Xo) + -+ f(Xn) = 9(Xo) — pg(Xn) + Mp, (7.6)

o1 'on a posé
n—1
My, =" g(Xi1) — pg(Xs).
i=0

On constate que (M, ), est une martingale par rapport a la filtration naturelle de
la chaine (Fy,)n>0. Avant d’appliquer le théoréme de la limite centrale pour les mar-
tingales & M, expliquons comment controles les deux termes de bord apparaissant
dans l’équation (7.6)

On a évidemment que n~/2g(X) tend p.s. vers zéro lorsque n tend vers Pinfini.
Quant & n~'/2pg(X,,), on lui régle son compte en utilisant par exemple le fait que,
comme par hypothése v((pg)?) < +oo, on a la loi des grands nombres pour

7 ((pg)*(Xo) + -+ + (p9)*( X))

d’ou le fait que, presque strement,

lim n ' (pg)*(X,) = 0.

n—-4oo

(On peut également par exemple partir sous la loi v et utiliser le fait que la loi de
pg(Xy) ne dépend alors pas de n.) Il reste a vérifier que 'on peut appliquer le TCL
pour les martingales & M,,. On vérifie que

E,((9(Xi1) — pg(Xi))?1F:) = p(g*)(X:) — (pg(Xi))>.

En appliquant la loi des grands nombres & la fonctionnelle additive obtenue avec la
fonction h définie par

h(z) = p(g*)(x) — (pg(x))?,
nos hypothéses assurant que h € L'(v), on obtient que, presque stirement,
n—1

lim n SOE,(9(Xis1) — pg(X0))21F) = v(h) = v.

n—-+oo .
1=0
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Pour conclure, il reste & vérifier que

n—1
n 'Y B, ((9(Xit1) — pg(X0))*1(lg(Xita) — pg(Xi)| = en'/?)| F)
=0

tend presque sirement vers zéro, pour tout € > 0. On réapplique pour cela la loi des
grands nombres & la fonctionnelle additive obtenue en prenant avec la fonction h,
définie par

he() = Eqy ((9(X1) = pg(X0))*1((9(X1) — pg(X0))* = ¢)) ,

et 'on obtient que, presque strement,

n—1
Jim n Y B ((9(Xip1) — pg(X0))*1((9(Xit) — pg(Xi))® = ¢)|F) = vw(he).
=0
Comme

v(he) = By (((9(X1) — pg(X0))*1((9(X1) — pg(X0))* > ¢)),

le théoréme de convergence dominée entraine facilement que

lim v(h.) =0,

c—+00
ce qui permet de conclure. O

Etant donnée f € L?(v) telle que f puisse se mettre sous la forme g — pg, ou
g € L?(v), on voit que f doit nécessairement vérifier v(f) = 0. Une bonne question
est donc, étant donnée f € L%(v) telle que v(f) = 0, y a-t-il existence (et, pourquoi
pas, unicité) de solutions de I'équation de Poisson associée a f 7 Notons que nous ne
sommes pas dans le cadre de ’équation de Poisson avec frontiére absorbante étudié
dans un chapitre antérieur.

Concernant 'unicité, nous avons le résultat suivant :

Proposition 84 Sig; et g sont deur solutions de I'équation de Poisson dans L?(v),
g1 — g2 est constante.

Preuve :
On a alors p(g1 — g2) = g1 — g2- En itérant, on en déduit que p™(g1 —g2) = g1 — g2-
La loi des grands nombres appliquée & g1 — g2 entraine alors que g1 — g2 = (g1 — g2)-
Il

Concernant l’existence, formellement, il semble naturel de tenter d’inverser ’opé-
rateur Id — p en posant

“+oo
g=> ot
k=0



162

Lorsque la série ci-dessus converge au sens de L?(v), on obtient effectivement une
solution de I’équation étudiée.
On obtient ainsi la proposition ci-dessous.

Proposition 85 Etant donnée f € L?(v), si Z;:OB pkf converge dans L?(v), alors
en notant g la somme de la série, on a f = g — pg.

Exercice 180 Vérifier la proposition ci-dessus.

Dans le cas d’une chaine ergodique, on a limj_ . p*f = 0 dans L3(v), et il
apparait donc que la question de la convergence de la série ci-dessus est liée & la
vitesse de convergence de la chaine vers sa loi invariante.

Notons que, dans le cas général d’une fonction f de L?(v) qui ne vérifie pas
v(f) = 0, on doit chercher a appliquer le résultat ci-dessus a la fonction f — v(f).
Dans ce cadre, on voit que la fonction g obtenue dans la proposition ci-dessus est
(formellement) obtenue & partir de 'action sur f de la fonction de Green

+o00

G(z,y) =Y _(0"(x,y) — v(y)).

n=0

Celle-ci differe de celles étudiées dans le chapitre d’introduction & la théorie du poten-
tiel dans le cas sans frontiére, par la soustraction de v, et 'objet défini (formellement)
ci-dessus est appelé potentiel récurrent. Il permet, & condition que la convergence
de la chaine vers sa loi stationnaire soit suffisamment rapide, d’obtenir un objet pou-
vant jouer le role d’une fonction de Green, alors méme que la série ZI:(’) p(x,y)
posséde toujours une valeur infinie. Nous avons en fait déja rencontré cet objet dans
I’exercice 167.

Mentionnons que l'approche du théoréme de la limite centrale basée sur I’équation
de Poisson a donné lieu a I'important résultat de Kipnis et Varadhan (voir [29]), qui,
dans le cas réversible, fournit un théoréme de la limite centrale pour des chaines
de Markov ergodiques a valeurs dans des espaces d’états généraux. La preuve de
ce résultat repose également sur 'utilisation de la théorie spectrale de l'opérateur
auto-adjoint associé & I'action du noyau sur L?(v).

Notons que cette approche permet de traiter les deux exemples vus dans la partie
précédente.

Proposition 86 Sip est ergodique de degré 2 et si f est bornée et satisfait v(f) =0,
alors les hypothéses de la proposition 85, et donc du théoréme 23, sont satisfaites.

Exercice 181 Prouver la proposition ci-dessus.
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Proposition 87 Si f € L>t¢(v) pour un ¢ > 0 donné, satisfait v(f) = 0, et si p
est géométriqguement ergodique, alors les hypothéses de la proposition 85, et donc du
théoréme 23, sont satisfaites.

Preuve :
Grace au résultat de 'exercice 155 appliqué avec p1 = p*(z,-) et ps = v.on ob-

. 1/2
tient que, pour tout z € S, |pFf(z)| < [(p'“\ﬂz(:c))l/2 + ||f]|L2(,,)} [dVT(&Cpk, u)] /2,
On en déduit que

ST @)Pre) < 32 2AH P @) + 11220 dvr(6ept, v)v(a).

zeSs zeS

D’aprés nos hypotheses, il est clair que Y, 0 > o [|f] ]%Q(V)dVT(éxpk, v)v(z) < 4o0.
D’autre part, en appliquant l'inégalité de Holder, on en déduit que

D@ 1P @) dyr(dup®, v)v(z)

eSS

est inférieur ou égal au produit

Y@M P@) ()

zeS

S dvr (8", )+ v(a)

2/(2+¢) 1/(142/e)
zeSs

Ensuite, en utilisant U'inegalite (p¥|f|?(z))'T¢/2 < p¥|f|>T¢(x), on peut conclure que
la série >, p"f converge normalement dans L?(v). O

7.3 Calculs asymptotiques de variance

Les deux approches présentées ci-dessus conduisent & deux expressions a priori
différentes de la variance limite dans le TCL. Etant donnée f € L?(v) telle que
v(f) =0, dans 'approche par renouvellement, la variance limite est donnée par

£, (S0 (x)
Ea(T1(a)

tandis que, dans ’approche par I’équation de Poisson, on a

v =v(g*) — v((pg)?).

Dans ce dernier cas, on peut montrer le résultat suivant.
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Proposition 88 Etant donnée f € L*(v), si ZZ:O% pFf converge dans L?(v), alors
en notant g la somme de la série, on a

—+00

v(9%) = v((p9)?) = Vo (f(Xo)) + 2 Cou(f(Xo), f(X1)).

k=1

(La convergence de la série ci-dessus fait partie de la conclusion du théoréme.)
Exercice 182 Prouver la proposition ci-dessus.

A présent, calculons la variance de S, (f) sous P,. Posons pour k£ > 0,

c(k) = Eu(f(Xo0) f(Xk)) = Cov, (f(Xo), f(Xk))

(rappelons-nous que v(f) = 0). Un calcul facile obtenu en développant le carré,
utilisant la stationnarité de v, montre que

v, [n_l/QSn(f)} = c(0) + 23 (1~ k/n)e(k).

k=1

Si la série Z;ﬁ‘i ¢, converge, on en déduit facilement que

400

im_V, [nfl/ZSn(f)} =c(0) +23 e,
k=1

et I'on retrouve alors 'expression de la variance obtenue dans la proposition précé-

dente. On note que celle-ci fait apparaitre le terme que 'on aurait eu si les (f(X;))i>o0

étaient i.i.d., a savoir ¢(0), auquel s’ajoutent des termes de covariance liés a la dé-

pendance existant entre ces variables.

Proposition 89 Si la suite (¢(0) +2Y (1 —k/n)c(k))n>0 converge lorsque n —
+00, et, en particulier, si la série ZZE‘; cr converge, n~ Y2 (f(Xo) + - + f(Xn))
converge en loi vers une gaussienne centrée.

Preuve :
On observe qu’une telle hypothése entraine la tension de la suite

2 (f(Xo) + -+ F(Xn))

n>1’
et les théorémes 20 et 21 entrainent donc la validité du TCL. O

Un probleme est que 'on ne peut pas garantir en général que, lorsque la propo-
sition ci-dessus s’applique, la variance asymptotique dans le TCL (celle de la gaus-
sienne) est effectivement égale a la limite de la variance des sommes partielles. Il est
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pour cela nécessaire d’ajouter des hypothéses. Nous avons vu dans la partie précé-
dente que, si ZZ;’OI pkf converge dans L%(v), alors c’est effectivement le cas. C’est
donc ce qui se produit dans les deux exemples que nous avons donnés (ergodicité de
degré 2 + fonction bornée, ou ergodicité géométrique + fonction de L2T¢(v)). 11 est
en fait possible (voir [9]) de prouver le résultat plus fort suivant :

Proposition 90 Si la série S fpFf converge dans L'(v), alors la série c(0) +
22,;2? c(k) converge, et la variance asymptotique dans le TCL est égale & sa limite.

Nous retiendrons que, de maniére générale, les hypothéses permettant d’obtenir
le TCL portent sur la rapidité de la convergence de p* vers ’équilibre, de maniére
assez analytique dans cette partie, de maniére plus implicite dans 'approche par
renouvellement.

Notons qu’il est également possible d’obtenir des principes d’invariance, c’est-a-
dire la convergence en loi des trajectoires renormalisées vers un mouvement brownien.

Pour une discussion plus détaillée des liens entre 'existence d'un TCL et les
différentes expressions possibles de la variance, nous renvoyouns a [25].
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Chapitre 8

Critéres de dérive

Les critéres de dérive — «drift criteria» en anglais, encore appelés critéres de
fonctions de Lyapounov — fournissent 1'un des outils utilisés en pratique pour étudier
le comportement en temps long des chaines de Markov. Ils ont I’avantage de ne faire
appel qu’a une analyse «& un pas» des transitions de la chaine. Notons l'analogie
étroite entre les théorémes qui suivent et ceux qui ont cours dans le contexte des
fonctions de Lyapounov associées aux équations différentielles. Nous ne présentons
ici que les exemples les plus simples de ces critéres, dont il exsite de nombreux
raffinements. Nous renvoyons a [36, 19] ou encore [7], pour plus de détails et des
exemples d’utilisation de ces critéres.

8.1 Un critére de non-récurrence positive.

Théoréme 25 Considérons un noyau de transition irréductible sur un ensemble fini
ou dénombrable S, et supposons qu’il existe une fonction V. : S — R vérifiant les
propriélés suivantes :

(i) pour tout x € S, V(z) >0;

(ii) V n’est pas constante sur S ;

(ii1) pour tout x € S, E;(V(X1)) < 4+00;

() pour tout v € S, E,(V(X1) —V(Xo)) >0;

(v) il existe C > 0 tel que, pour tout x € S, E,|V(X1) — V(Xp)| < C.
Alors la chaine est soil transiente, soil récurrente nulle.

Preuve :
Supposons la récurrence positive, et considérons z,y € S. On a

Ti(z)—1

V(Xp@) = V(X)) + Y (V(Xip1) = V(X3),
=0
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soit

+o0
V(X1 (@) = V(Xo) + ) (V(Xi1) = V(X)) 1(T1(2) > i),
=0

On voit alors facilement que

+00 +oo
> By (IV(Xip1) = V(X)) 1(Ti(x) > 1) < C Y _Py(Ti(x) > i) < 400,
=0 1=0

en utilisant (v) et la récurrence positive. Par Fubini, on a donc

+o0 oo
Ey (Z (V(Xit1) = V(X)) (T (2) > i)) =D By (V(Xi1) = V(Xi)L(T1(2) > 1)),
=0

1=0

et le fait que
Ey(V(Xit1) = V(Xy)|Fi) 2 0

d’apres (iv) entraine que
Ey (V(Xit1) — V(X)1(Th(z) > 7)) = 0,

car T1(x) > i est un événement de F;. Or, avec probabilité 1 sous Py, on a V(Xy) =
V(y), et, en utilisant la récurrence supposée, V (X, (,)) = V(7). On déduit donc de
cette positivité le fait que V(z) > V(y) pour tous z et y, donc V doit étre constante.
Contradiction. O

Remarque 28 L’ezemple défini sur S = N par p(i,0) = 1/2 et p(i,2i + 1) = 1/2,
et V(i) = i montre que les hypothéses (i) a (iv) ne suffisent pas a assurer la non-

récurrence positive.

8.2 Un critére de transience

Théoréme 26 Considérons un noyau de transition irréductible sur un ensemble fini
ou dénombrable S, et supposons qu’il existe une fonction V. : S — R vérifiant les
propriétés suivantes

(i) pour tout x € S, V(z) >0;

(ii) V n’est pas constante sur S ;

(ii1) pour tout x € S, E,(V(X1)) < 4+00;

() pour tout x € S, E,(V(X1) —V(Xp)) <0;
Alors la chaine est transiente. La réciprogque est vraie.
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Preuve :

On remarque que les hypothéses entrainent automatiquement que E,(V(X,)) <
400 pour tous y et n. Ce résultat a en fait déja été vu : V est une fonction sur-
harmonique positive non-constante sous P,, ce qui est impossible si la chaine est
récurrente. Pour la réciproque, on suppose qu’il y a transience, et ’on fixe un point a
et on prend la fonction définie par V(z) := Py(T1(a) < +00) si x # a, et V(a) := 1.

O

8.3 Un critére de récurrence

Théoréme 27 Considérons un noyau de transition irréductible sur un ensemble fini
ou dénombrable S, et supposons qu’il existe une fonction V. : S — R vérifiant les
propriétés suivantes

(i) pour tout x € S, V(z)>0;

(i) pour tout x € S, E;(V(X1)) < 4+00;

(iii) il existe un sous-ensemble fini C' de S, tel que, pour tout x ¢ C,

E.(V(X1) = V(X0)) <05

() pour tout K, l’ensemble {x € S; V(z) < K} est fini.
Alors la chaine est récurrente.

Preuve :

Considérons y € S\ C. On remarque que ’hypothése entraine facilement que
E,(V(Xy)) < 400 pour toutn. Posons T1(C) = inf{n > 0; X,, € C} (avec la
convention habituelle inf ) = +00). On pose

Y, = V(X,)1(T1(C) > n).
En utilisant la positivité de V, on obtient que, pour tout n > 0,
Ey(V(Xn1)L(T1(C) > n+ 1)[Fn) < Ey(V(Xny1)1(T2(C) > n)|Fp).

Comme T;(C) est un temps d’arrét, ’événement {77(C') > n} est mesurable par
rapport a F,, et l'on a donc

Ey(V(Xnt1)H(T1(C) > n)|Fn) = Ey(V(Xn11)) [ Fn) H(T1(C) > ).
Comme, compte-tenu de 'hypothése (iii), on a, sur 'événément X,, ¢ C, l'inégalité

Ey(V(Xn-H))LFn) < V(Xn)a
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on en déduit finalement que
Ey(Yn+1|fn> <Y,

et donc le fait que (Y),) est une surmartingale positive par rapport a (F,), pour la
probabilité P, .Par le théoréme de convergence des surmartingales, Y,, tend donc avec
probabilité 1 (sous P,) vers une limite (a priori aléatoire) finie lorsque n tend vers
Pinfini, et donc, sur I’événement {73 (C) = +oo}, V(X,,) tend avec probabilité 1 vers
une limite finie.

Par ailleurs, si nous supposons le noyau transient, I’hypothése (iv) entraine que,
pour tout entier K l’ensemble, fini d’aprés nos hypotheses, {x € S; V(z) < K}
n’est visité qu'un nombre fini de fois par la chaine, et par conséquent on doit avoir
lim,,— 400 V(X)) = +00 avec probabilité 1. En revenant a (Y},), on constate donc que
I'événement {7T7(C) = 400} doit donc avoir une probabilité nulle sour P, y pouvant
étre choisi arbitrairement hors de 'ensemble C'. Par irréductibilité de la chaine, et
en utilisant le fait que C est un ensemble fini, on en déduit facilement que la chaine
est récurrente (en cas de doute, regarder la preuve du théoréme suivant), d’ou une
contradiction. On conclut donc finalement que p est transient. O

Remarque 29 Bien observer la différence avec le théoréeme précédent ! Par ailleurs,
on peut seulement supposer que V est bornée inférieurement, quitte & lut ajouter une
constante.

8.4 Un critére de récurrence positive

Théoréme 28 (Critére de Foster) Considérons un noyau de transition irréductible
sur un ensemble fini ou dénombrable S, et supposons qu’il existe une fonction V
S — R wvérifiant les propriétés suivantes

(i) pour tout x € S, V(z) >0;

(it) pour tout x € S, E;(V(X1)) < 4+00;

(1i3) il existe € > 0 et un sous-ensemble fini C' de S, tel que, pour tout x ¢ C,

E.(V(X1) — V(X0)) < —€.

Alors la chaine est récurrente positive. La réciproque est vraie.

Preuve :

On remarque que I’hypothése entraine automatiquement que E,(V (X)) < +oo
pour tous y et n. On reprend les notations utilisées dans la preuve du théoréme
précédent. D’aprés celui-ci, on sait déja qu’il y a récurrence. On vérifie facilement que
les hypothéses entrainent le fait que, pour z ¢ C, E(Yy41) < E(Yy) — P (T1(C) >
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n). On en déduit facilement en itérant et en utilisant la positivité de Y, que E,(Yp) >
e P (Ti(C) > i), dou le fait que

Eo(Ty(C)) < V(2)/e.
Notons que, pour x € C, on peut écrire que

E.(T1(C)) = 14> plz,y)Ey(T1(C)),
ygC

d’ou

E,(T1(C) <1+ Y pla,y)V(y)/e <1+ pla,y)V(y)/e,
ygC yes

la derniére expression étant finie grace a I’hypothése (ii). On obtient ainsi une borne
explicite sur E,(71(C)) en termes de V et e.

On conclut ensuite a la récurrence positive de la fagon suivante. Partant de y € C,
définissons une suite de temps aléatoires par 79 := 0 et, pour tout ¢ > 0, 7,41 :=
inf{n > 7, + 1; X,, € C}. On vérifie facilement que les 7; sont des temps d’arrét, et
que la suite (X, );>0 est une chaine de Markov sur I'ensemble C, irréductible car la
chaine de départ l'est, et donc positivement récurrente du fait que C est fini. Pour
x € C, appelons H(y) := inf{i > 1; X, = y}. Nous savons donc que E,(H,) < +o0.
Pour tout k > 0, posons Sk := 7,41 — 7. Notons que l'on a l'identité

H{(y)

T1(y) = Ty = Sk= ) Sil(H(y) > k).
0

<
+
8

e
Il
e
I
o

A présent, notons que 'événement H(y) > k est mesurable par rapport a la tribu
F+.. Par conséquent, la propriété forte de Markov appliquée a I'instant 75, entraine
que

Eo(Sk1(H(y) > k)) < MP,(H(y) > k),

ou
M = supE,(T1(C)),
zeC

en utilisant le fait que X, € C. D’apreés ce qui précede, E,(T1(C)) < +oo pour tout
x € S, et C est un ensemble fini, donc M < 4o00. On en déduit que E,(7T1(y)) <
M S Pa(H(y) > k) = ME,(H(y)) < +oc.

Pour la réciproque, on prend a € S, et 'on pose V(z) = E,(T1(a)) pour = # a,
V(a) =0, et C = {a}.

Il
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8.4.1 Un critére d’ergodicité géométrique

Théoréme 29 Considérons un noyau de transition irréductible sur un ensemble fini
ou dénombrable S, et supposons qu’il existe une fonction V. : S — R vérifiant les
propriétés suivantes

(i) pour tout x € S, V(z) > 1;

(ii) pour tout x € S, E4(V(X1)) < +00;

(#ii) il existe 0 < € et un sous-ensemble fini C' de S, tel que, pour tout x ¢ C,

E,(V(X1) — V(Xp)) < —€V(x).

Alors il existe x € S, a,b > 0 tels que, tout n > 0, Py(T1(x) > n) < aexp(—bn).

Preuve :
Notons que la positivité de V impose que € < 1. On reprend les notations précé-
dentes, en posant cette fois

Yo = pV(X)1(T1(C) > ),
ou l'on a choisi pg > 1 tel que pg(1 —€) < 1. On vérifie que, pour = ¢ C,
Ee(Ynt1|7n) < po(1 — €)Y,

et, par conséquent, pour tout n > 0, E,(Y;,) < E,(Yy) < V(z). En utilisant I’hypo-
thése (i), on en déduit que, pour tout n > 0,

poPz(T1(C) > n) <V (x),
d’oi, pour tout p < pg, une inégalité de la forme
E.(p"(C)) < eV (2),
ou ¢ > 0 dépend de pg et p, mais pas de x. A présent, pour tout x € C, on a

E.(p"(C)) = p Y pla,y)By(p"(C)) + Y plz,y)p

y¢C yeC
d’ou

E.(p"(C)) < p+ > pla,y)Ey(p" (C)) < p+ B (V(X1)) < +00.
ygC

On reprend la décomposition utilisée dans la preuve du théoréme précédent :
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En utilisant le fait que (X, )i>0 est une chaine de Markov sur un ensemble fini, on
déduit que, pour y € C, H(y) posséde une queue sous-géométrique sous P,. Ensuite,
pour tout k, la propriété forte de Markov entraine que E,(p%|F,, ) = Ex, (pT (D).
Or, en vertu de ce qui précede, C' étant un ensemble fini, sup,co }Ex(pTl(C)) < +o0.
Au vu de ce résultat, et des estimations précédentes, on constate que l’on peut
appliquer la proposition 75 & la suite (Sg)r>o0-

A présent, pour tout o > 0, nous pouvons écrire que, par la borne de la réunion,

lan]
Py(Ti(y) = n) <Py (H(y) > an) +Py [ > Sk =n
k=0

Comme H(y) posséde une queue sous-géométrique, Py (H(y) > an) est exponen-
tiellement petit en n pour tout a > 0, tandis que le lemme ci-dessus nous montre
que ]P’y(zlgfg Sk > n) est exponentiellement petit en n pourvu que « soit suf-
fisament petit. On en déduit que, pour tout y € S, il existe a,b > 0 tels que
Py (T1(y) > n) < aexp(—bn), ce qui prouve le résultat.

Pour prouver la réciproque, on considére un point a tel que 77(a) posséde une
queue sous-géométrique sous P,. On utilise le théoréme 18 et le résultat de D'exer-
cice 125, qui entraine facilement Pexistence de r > 1 tel que E,(r’(®)) < 400 pour
tout « € S. On pose alors V (z) = E,(r"(®), pour z # a, V(a) =1, et C = {a}. O
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Chapitre 9

Principe des méthodes de

Monte-Carlo par chaines de
Markov

On désigne par le nom générique de méthodes de Monte-Carlo par chaines de
Markov (ou Markov Chain Monte Carlo, souvent abrégé en MCMC, en anglais les
méthodes consistant & simuler une loi de probabilité v & partir d’'une chaine de
Markov ergodique de loi invariante v. Le principe de base de la méthode est le
suivant : en simulant n pas de la chaine, avec n suffisamment grand, on s’attend
a ce que X, fournisse une variable aléatoire approximativement distribuée selon la
loi v. Alternativement, la loi des grands nombres entraine que n~1S, (f) fournit une
approximation de v(f).

9.1 Intérét des méthodes MCMC

L’un des intéréts des méthodes MCMC est qu’elles peuvent étre mises en ceuvre
dans des situations ol une simulation directe de v par les méthodes usuelles s’avére
impossible ou prohibitive en temps de calcul. Par exemple lorsque v n’est connue
qu’d une constante multiplicative prés, et que 'espace sur lequel v est définie com-
porte un grand nombre d’éléments. Cette situation n’est pas rare, et elle est en fait
caractéristique des mesures de Gibbs, qui apparaissent en physique statistique, et
des probabilités conditionnelles & un événement complexe, qui apparaissent naturel-
lement en statistique bayésienne. Dans une telle situation, il est en général aisé de
construire et de simuler des chaines de Markov ergodiques possédant v pour loi inva-
riante. Deux exemples canoniques (mais trés loin d’étre les seuls) sont lalgorithme
de Metropolis et I’échantillonneur de Gibbs décrits ci-aprés.

Notons que la méthode classique de simulation directe par rejet, suppose égale-
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ment que la loi & simuler n’est connue qu’a une constante multiplicative pres. Cepen-
dant, les méthodes MCMC peuvent étre mises en ceuvre dans diverses situations ol
la probabilité de rejet obtenue par cette méthode directe est prohibitivement petite,
permettant en quelque sorte une approche progressive de la loi & simuler n’entrainant
que des probabilités de rejet raisonnables & chaque pas.

9.2 Qualité de approximation

Une question qui se pose naturellement dans le contexte des méthodes MCMC
est celle de la précision de "approximation de v obtenue. Pour un n donné, quelle
est la qualité des approximations obtenues? Pour une précision donnée, comment
doit-on choisir n 7

Divers types d’approches peuvent étre envisagés pour aborder ces questions,
parmi lesquels :

— une approche théorique, consistant a établir mathématiquement des bornes
sur la qualité de ’approximation obtenue, c’est-a-dire sur la rapidité de la
convergence de la chaine vers ’équilibre. Cette approche peut étre menée & bien
dans plusieurs situations intéressantes, et nous en verrons quelques exemples
dans la partie «Analyse quantitative de la convergences. Il faut cependant
mentionner que, dans de nombreux exemples intéressants, il est tres difficile,
voire impossible, d’obtenir des bornes exploitables en pratique. Les problémes
mathématiques correspondants se révélent trop difficiles!

— une approche exploitant des critéres empiriques, testés au fur et & mesure de
la simulation, et censés permettre de «diagnostiquer» le fait que la chaine
est proche de 'équilibre. Le plus souvent, ces critéres sont basés sur un mé-
lange de résultats mathématiques (par exemple des résultats asymptotiques) et
d’hypotheéses plus ou moins bien justifiées empiriquement, mais que ’on ne sait
pas prouver dans le contexte envisagé. Les critéres de ce type sont en général
condamnés a étre mis en défaut dans certaines situations «pathologiques» pour
lesquelles ces hypothéses ne sont pas vérifiées, fournissant alors des résultats
incorrects.

— lapproche dite de simulation «exacte», ou «parfaite», dans laquelle on cherche,
en raffinant la méthode de simulation employée, & obtenir des variables aléa-
toires distribuées exactement selon la loi v. Ces approches ne sont praticables
que lorsque certaines hypothéses supplémentaires (par exemple, mais pas ex-
clusivement, des propriétés de monotonie) sont vérifiées. Nous verrons deux
exemples de cette approche : la méthode de Propp-Wilson et ’algorithme de
Fill.
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9.3 Deux exemples

Dans ce qui suit, nous donnons deux exemples classiques de chaines de Markov se
prétant & une utilisation dans le contexte des méthodes MCMC. Ces deux méthodes
peuvent étre mises en oeuvre sous des hypothéses trés générales, ce qui ne signifie
pas qu’elles soient toujours performantes ou qu’elles constituent un standard absolu
dans le domaine. On notera qu’elles ont pour particularité de conduire & des chaines
de Markov réversibles.

9.3.1 Algorithme de Metropolis

On suppose donnée une mesure de probabilité v sur un ensemble S vérifiant
v(z) > 0 pour tout = € S, et un noyau de transition ¢ irréductible et apériodique sur
S et vérifiant ¢(x,y) > 0 si et seulement si ¢(y, x) > 0. Les transitions de l'algorithme
de Metropolis peuvent étre décrites de la maniére suivante : partant de x, on génére
Y selon la loi ¢(x,-). Si v(Y)q(Y,z) > v(z)g(x,Y), on vaen Y a coup sar. Sinon, on
va en Y avec une probabilité de v(Y)q(Y,z)/v(z)g(x,Y), et 'on reste en x sinon. On
vérifie que le noyau obtenu est irréductible et apériodique (les mouvements possibles
sont les mémes pour l'algorithme de Metropolis et pour ¢), et que v est réversible
pour ledit noyau.

Le choix du noyau ¢ ainsi que de la condition initiale est laissé & 'utilisateur
de la méthode; il peut s’avérer critique pour lefficacité de ’algorithme obtenu, et
diverses préconisations, plus ou moins fondées sur des considérations théoriques ou
empiriques, existent, quant a la maniére d’effectuer celui-ci en fonction de ce que ’'on
sait de la loi v.

9.3.2 Echantillonneur de Gibbs

On suppose ici que S est de la forme S = AV, ot A et V sont des ensembles
finis, et que 'ensemble Sy des z € S vérifiant v(x) > 0 est connexe pour la relation
de voisinage définie sur S par les modifications d’une seule coordonnée. On appelle
Sy cet ensemble, et ’on construit une chaine de Markov sur Sy dont les transitions
sont définies de la maniére suivante.

Pour x € Sy, v € V et a € A, on note z, , 'élément de Sy défini par x, (w) =
z(w) pour tout w # v, et x, 4(v) = a.

Les transitions de ’échantillonneur de Gibbs sont définies ainsi : partant de z €
Sp, on choisit uniformément au hasard un élément v de V, et I'on définit y par

y(w) = Ty q, a étant choisi selon la probabilité v(2y,q) (> pes V(Tvp)) "

, C'est-a-dire
la loi sous v de la v—éme coordonnée d’un élément de S conditionné a étre égal & x
en toutes les coordonnées différentes de v. On vérifie que ce conditionnement est bien

défini pour x € Sg, et qu'un élément y qui ne serait pas dans Sy a une probabilité
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nulle d’étre sélectionné par ce mécanisme de transition, qui laisse donc Sy stable. On
vérifie par ailleurs aisément le caractére irréductible et apériodique du noyau ainsi
obtenu sur Sy, ainsi que la réversibilité de v par rapport & celui-ci.
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Appendice : Mémento sur les
martingales

Dans cet appendice, nous récapitulons briévement les définitions et les proprié-
tés relatives aux martingales que nous aurons 'occasion d’utiliser dans ce cours.
Attention ce qui suit omet plusieurs résultats et notions importants, car nous nous
contentons de mentionner ce dont nous avons explicitement besoin. Les ouvrages clas-
siques sur la théorie des probabilités contiennent en général un chapitre (ou plus)
consacré aux martingales, et la lecture d’un tel chapitre est vivement recommandée.
Mentionnons par exemple [18, 49, 53].

Définition 15 Une suite de variables aléatoires (My,)n>0 définie sur un espace de
probabilité (Q, F, P) est une martingale par rapport & une filtration (Fp)n>0 de F
(c’est-a-dire une famille de sous-tribus de F telle que, pour tous n < m, F, C Fp,)

st, pour tout n > 0, les conditions suivantes sont vérifiées :
1. E|M,| < +o0;
2. M, est mesurable par rapport ¢ Fy ;

3. BE(Mys1|Fp) = M, P —p.s.

Lorsque la filtration considérée est la filtration naturelle de (My,)n>0, c’est-a-dire
lorsque F,, = o(Mo, ..., M,), on dit simplement que (My),>0 est une martingale.
On note quune martingale par rapport & une certaine filtration est toujours une
martingale par rapport a sa filtration naturelle. Si I'on remplace la condition 3)
ci-dessus par E(Mp41|Fn) > M, P — p.s., on dit que 'on a affaire & une sous-
martingale, et I’on parle de sur-martingale lorsque la condition est remplacée par
E(Myp41|Fn) < M, P — p.s.. La définition dans le cas d’un indice continu est trés
similaire : il suffit de demander que 1) et 2) aient lieu pour tout indice, et de remplacer
la condition 3) par le fait que E(M;|Fs) = My P — p.s. pour tout couple s < t.
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Proposition 91 (Sous-version du théoréme de Doob) Si T est un temps d’arrét de
la filtration (Fp)n>0, €t que (Mp)n>0 est une martingale pour cette filtration (resp.
sous-martingale, resp. sur-martingale), alors la suite (Mran)n>0 est également une
martingale (resp. sous-martingale, resp. sur-martingale) pour cette filtration. (Avec
la notation usuelle : a A'b = min(a,b).)

Corollaire 30 Si T' est un temps d’arrét borné de la filtration (Fy,)n>0, €t que
(Mp)n>0 est une martingale pour cette filtration (resp. sous-martingale, resp. sur-
martingale), alors E(Xp) = E(Xg) (resp. >, resp. <).

Exercice 183 Fuire la preuve de la proposition.

Théoréme 30 (Inégalité mazimale de Doob)

Si (My)n>0 est une martingale, on a, pour tout p > 1, et tout n > 0, l'inégalité

E(|M,|P
P [max | M| > )\] < M
0<k<n AP

Théoréme 31 (Théoréme de convergence de Doob ) Si (M,)n>0 est une martingale,
une sur-martingale ou une sous-martingale, telle que sup,~q E|M,| < +oo, alors,
avec probabilité 1, la limite Mo = limy, 1o M, existe dans R, et E|M | < 400.

Corollaire 31 La conclusion du théoréme de convergence ci-dessus est vérifiée si
(My)n>0 est une martingale positive, ou une sur-martingale positive.
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Appendice : Mémento sur la
théorie ergodique

Dans cet appendice, nous récapitulons briévement les définitions et les proprié-
tés relatives a la théorie ergodique que nous aurons l'occasion d’utiliser dans ce
cours. Attention ce qui suit omet plusieurs résultats et notions importants, car nous
nous contentons de mentionner ce dont nous avons explicitement besoin. Voir par
exemple |18, 49] pour une introduction a la théorie, et par exemple [41] pour une
présentation plus approfondie.

L’objet de base de la théorie est la donnée d’un espace probabilisé (Q, F, P) muni
d’une application mesurable T : S — S qui préserve la probabilité P, c’est-a-dire
que la mesure-image de P par T est égale & P.

Définition 16 Un sous-ensemble A € F est dit invariant si T~1(A) = A. On note
T lensemble des sous-ensembles invariants de F, et l'on vérifie qu’il constitue une
sous-tribu de F.

Définition 17 On dit que T est ergodique lorsque T est triviale pour P, i.e. P(A) €
{0,1} pour tout A € T.

Etant donnée une variable aléatoire X définie sur (2, F,P) et a valeurs réelles,
définissons la variable S, (X) par

n

Sp(X) = ZX oT",

=0

ot1 T" désigne la fonction obtenue en composant i fois par T'. Le théoréme fondamental
que nous utiliserons est le suivant, connu sous le nom de théoréme ergodique de
Birkhoff.
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Théoréme 32 Etant donnée une variable aléatoire X définie sur (2, F,P) et a

valeurs réelles, on a la convergence suivante :

lim Sn(X)

n—-+oo n

= E(X| I), P—p.s. et dans L' (P).

On voit en particulier que, si T est ergodique, la limite dans le théoréme ci-
dessus n’est autre que F(X), et est donc égale & une constante (alors que F(X| 7)
est génériquement une variable aléatoire).
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