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Löıc Bourdin Emmanuel Trélat
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Introduction

Présentation du problème

Objectif de la théorie du contrôle optimal

Conduire un système dynamique contrôlé :

d’une configuration donnée à une configuration souhaitée ;

tout en minimisant ou en maximisant un certain coût ;

et en respectant certaines contraintes.

Problèmes d’origines variées : mécanique, économie, électricité, biologie,
chimie, etc.

Modélisation par divers outils mathématiques : équations différentielles,
équations aux dérivées partielles, équations discrètes, équations intégrales,
équations stochastiques, etc.
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Un problème de contrôle optimal CONTINU

Système dynamique contrôlé (SDC) par u sur un intervalle de temps [a, b] :

q̇(t) = f (q(t),u(t), t).

Contrainte (C) : u(t) ∈ Ω fermé.

Problème (PCO) : Déterminer (q∗, u∗) tel que

(q∗, u∗) ∈ argmin
(q,u)

solution de (SDC)
satisfaisant (C)

∫ b

a

f
0(q(τ ),u(τ ), τ ) dτ.

Principe du Maximum de Pontryagin (PMP), ∼ 1950

Si (q∗, u∗) est solution de (PCO), alors il existe p vecteur adjoint tel que

q̇
∗ = ∂wH(q∗, u∗, p, t), ṗ = −∂xH(q∗, u∗, p, t), (SH)

u
∗(t) ∈ argmax

v∈Ω
H(q∗(t), v , p(t), t). (Max-H)

Hamiltonien associé à (PCO) : H(x , v ,w , t) = 〈w , f (x , v , t)〉 − f 0(x , v , t).
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Un problème de contrôle optimal DISCRET

Système dynamique contrôlé (SDC) sur un intervalle de temps {0, . . . ,N} :

qk+1 − qk = f (qk ,uk).

Contrainte (C) : uk ∈ Ω fermé.

Problème (PCO) : Déterminer (q∗, u∗) tel que

(q∗, u∗) ∈ argmin
(q,u)

solution de (SDC)
satisfaisant (C)

N−1
∑

k=0

f
0(qk , uk).

Principe du Maximum de Pontryagin discret, ∼ 1970

Si (q∗, u∗) est solution de (PCO), alors il existe p vecteur adjoint tel que

q
∗

k+1 − q
∗

k = ∂wH(q∗

k , u
∗

k , pk+1), pk+1 − pk = −∂xH(q∗

k , u
∗

k , pk+1), (SH)

∀v ∈ Co
Ω(u∗

k ),
〈

∂vH(q∗

k , u
∗

k , pk+1), v − u
∗

k

〉

≤ 0. (GN-H)

B Cadre discret : pas de maximisation du Hamiltonien. B
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Questions

Comment expliquer la perte de la condition de maximisation du
Hamiltonien ?

Que se passe-t-il pour des systèmes dynamiques hybrides ? i.e. définis
sur des intervalles de temps mélangeant structure continue et structure
discrète.

Par exemple, sur un intervalle de temps

[0, 1] ∪ {2} ∪ [3, 4] ∪ {5} ∪ [6, 7],

perdons-nous la condition de maximisation du Hamiltonien sur tout l’intervalle

ou seulement en les points discrets 2 et 5 ?
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Un peu de bibliographie

Démonstrations historiques des PMP continu et discret :
� L.S. Pontryagin, V.G. Boltyanskii, R.V. Gamkrelidze et E.F.
Mishchenko. The mathematical theory of optimal processes. 1962.
� V.G. Boltyanskii. Optimal control of discrete systems. 1978.

Sur l’histoire de ces découvertes :
� R.V. Gamkrelidze. Discovery of the maximum principle. 2006.

Plus généralement sur la théorie du contrôle optimal :
� E.B. Lee et L. Marcus. Foundations of optimal control theory. 1967.
� E. Trélat. Contrôle optimal. Théorie & applications. 2005.
� A. Bressan et B. Piccoli. Introduction to the mathematical theory of
control. 2007.
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Partie I

Rappels sur le calcul time scale

Outil mathématique : le CALCUL TIME SCALE

unification de l’analyse continue et de l’analyse discrète.

extension à des structures de temps plus complexes.

Un time scale T est un sous-ensemble non vide et fermé de R.

Exemples classiques de time scale

les intervalles [a, b] analyse continue

les ensembles discrets {t0, . . . , tN} analyse discrète

les mélanges [a, b] ∪ {c} ∪ [d , e] analyse hybride

{0} ∪ λN avec 0 < λ < 1 équations aux q-différences

l’ensemble de Cantor analyse fractale

Points right-scattered et right-dense

Un point r ∈ T est dit right-scattered si il est isolé à droite.
Un point s ∈ T est dit right-dense si il ne l’est pas.

• • • • •
r σ(r)

|
s = σ(s)
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Exemples classiques de time scale

les intervalles [a, b] analyse continue

les ensembles discrets {t0, . . . , tN} analyse discrète
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∆-dérivation et ∆-intégration

On dit que q : T −→ R
n est ∆-dérivable en t ∈ T si

q
∆(t) = lim

s→t
s∈T

q(σ(t))− q(s)

σ(t)− s
∈ R

n.

=⇒ Notion de ∆-intégration de Lebesgue : mesure, points de Lebesgue,
critère pour les fonctions absolument continues, espaces de Sobolev, etc.

∫

T

q(τ ) ∆τ.

• Dans le cas continu T = [a, b] :

q
∆(t) = q̇(t) et

∫ b

a

q(τ ) ∆τ =

∫ b

a

q(τ ) dτ.

• Dans le cas discret T = {a = t0 < . . . < tN = b} :

q
∆(tk) =

q(tk+1)− q(tk)

tk+1 − tk
et

∫ b

a

q(τ ) ∆τ =

N−1
∑

k=0

(tk+1 − tk)q(tk).
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On dit que q : T −→ R
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Partie I

Rappels sur le calcul time scale

Un peu de littérature

Monographies sur le calcul time scale :
� M. Bohner et A. Peterson. Dynamic equations on time scales. An
introduction with applications. 2001.
� M. Bohner et A. Peterson. Advances in dynamic equations on time
scales. 2003.

Critère sur les fonctions absolument continues :
� A. Cabada et D.R. Vivero. Criterions for absolute continuity on time
scales. J. Difference Equ. Appl., 2005.

Problèmes variationnels sur time scale :
� M. Bohner. Calculus of variations on time scales. Dynam. Systems

Appl., 2004.
� R. Hilscher et V. Zeidan. Calculus of variations on time scales: weak
local solutions with variable endpoints. J. Math. Anal. Appl., 2004.
� R. Hilscher et V. Zeidan. Weak maximum principle and accessory
problem for control problems on time scales. Nonlinear Anal., 2009.
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Résultat principal

Un problème de contrôle optimal sur TIME SCALE

Système dynamique contrôlé (SDC) sur un time scale T :

q
∆(t) = f (q(t),u(t), t).

Contraintes (C) :

{

u(t) ∈ Ω avec Ω ⊂ R
m fermé,

g(q(a), q(b)) ∈ S avec S ⊂ R
j convexe fermé.

Problème (PCO) : Déterminer (q∗, u∗) tel que

(q∗, u∗) ∈ argmin
(q,u)

satisfaisant (C)
et solution de (SDC)

∫ b

a

f
0(q(τ ),u(τ ), τ ) ∆τ.

Pour imposer une condition initiale et une condition finale à la trajectoire q∗ :

j = 2n, g(x1, x2) = (x1, x2), S = {qa} × {qb}.

Pour un mélange des conditions terminales :

j = 1, g(x1, x2) = ‖x2 − x1‖2, S = [0, 1].
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Principe du Maximum de Pontryagin sur time scale, 2013

Si (q∗, u∗) est solution de (PCO), alors il existe p vecteur adjoint tel que

q
∗∆ = ∂wH(q∗, u∗, pσ, p0, t), p

∆ = −∂xH(q∗, u∗, pσ, p0, t), (SH)

et tel que
• en (∆-presque) tout point right-dense s :

u
∗(s) ∈ arg max

v∈Ω
H(q∗(s), v , pσ(s), p0, s), (Max-H)

• en tout point right-scattered r :

∀v ∈ Co
Ω(u∗(r)),

〈

∂vH(q∗(r), u∗(r), pσ(r), p0, r), v − u
∗(r)

〉

≤ 0. (GN-H)

De plus, les conditions de transversalité suivantes sont satisfaites :

p(a) = −
(

∂x1g(q
∗(a), q∗(b))

)T

× ψ, p(b) =
(

∂x2g(q
∗(a),q∗(b))

)T

× ψ,

où ψ ∈ OS(g(q
∗(a),q∗(b))) et (p0, ψ) 6= (0, 0).

Exemple : [0, 1] ∪ {2} ∪ [3, 4] ∪ {5} ∪ [6, 7].
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Partie III

Idées de la démonstration

Notation

Pour tout contrôle u (à valeurs dans Ω) et toute condition initiale qa,

q(·, u, qa)

désigne l’unique solution sur T de

q
∆(t) = f (q(t), u(t), t), q(a) = qa.

Principaux outils

Déterminer les vecteurs de variations associés à :

une variation-aiguille sur le contrôle u en un point right-dense s,

une variation-aiguille sur le contrôle u en un point right-scattered r ,

une variation sur la condition initiale qa.

Puis

appliquer le principe variationnel d’Ekeland.

� I. Ekeland. On the variational principle. J. Math. Anal. Appl., 1974.
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Partie III

Idées de la démonstration

Variation-aiguille en un point right-dense s et v ∈ Ω

uΠ(t, α) =

{

v si t ∈ [s, s + α[∩T
u(t) sinon.

Variation de type L1 lorsque α → 0

R
m

a b

u

s

v

Vecteur de variation associé

On a q(t, uΠ(·, α), qa) = q(t, u, qa) + αω(t) + αR(α) où







ω∆(t) = ∂x f (q(t, u,qa), u(t), t)× ω(t),

ω(s) = f (q(s, u, qa), v , s)− f (q(s, u, qa), u(s), s).
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R
m
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u
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Idées de la démonstration

Variation-aiguille en un point right-scattered r et v ∈ Co
Ω(u(r))

uΠ(t, α) =

{

u(r) + α(v − u(r)) si t = r

u(t) sinon.

Variation de type L∞ lorsque α → 0

R
m

a br

v

u

Vecteur de variation associé

On a q(t, uΠ(·, α), qa) = q(t, u, qa) + αω(t) + αR(α) où







ω∆(t) = ∂x f (q(t,u, qa), u(t), t)× ω(t),

ω(σ(r)) = ∂v f (q(r , u, qa), u(r), r) × (v − u(r)).
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Idées de la démonstration

Lemme d’Ekeland (1974)

Soient J : (E, d) complet −→ R continue et minorée, ε > 0 et z∗ ∈ E tels que

0 ≤ J(z∗)− inf
z∈E

J(z) ≤ ε.

Alors, il existe zε ∈ E tel que

d(zε, z
∗) ≤

√
ε et ∀z ∈ E, −

√
ε ≤ J(z)− J(zε)

d(z , zε)
.

Notations :

∀(u,qa), C(u, qa) =
∫ b

a
f 0(q(τ, u, qa), u(τ ), τ ) ∆τ .

(u∗, q∗

a ) un couple optimal i.e. qui minimise C(u, qa).

Fonctionnelle de pénalisation

Pour tout ε > 0, on pose :

J
ε(u, qa) =

√

[C(u, qa)− C(u∗, q∗
a ) + ε]+2 + d2

S
[g(qa, q(b,u, qa)].

Ainsi, pour tout ε > 0, on a Jε(u∗, q∗

a ) = ε.
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Application du lemme d’Ekeland

Construction d’une suite (uε, qε

a ) → (u∗, q∗

a ) telle que :

∀ε > 0, ∀(u, qa), −
√
ε ≤ Jε(u, qa)− Jε(uε, qε

a )

d [(u,qa), (uε, qε
a )]

.

Application des variations-aiguilles sur uε

En tout point right-dense s et en tout point right-scattered r :

∀ε > 0, ∀α > 0, −
√
ε ≤ Jε(uε

Π(·, α), qε

a )− Jε(uε, qε

a )

d [(uε

Π(·, α), qε
a ), (uε, qε

a )]
.

Faire tendre α vers 0

On obtient :
〈

ωε(b), ∂x2g(q
ε

a , q(b, u
ε, qε

a ))× ψ
〉

≤
√
ε,

où ωε est le vecteur de variation associé à (f , f 0) et uε i.e.

{

(ωε)∆(t) =
(

∂x(f , f
0)
)

× ωε(t)

+ condition initiale en s (ordre 0) ou en σ(r) (ordre 1).
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Faire tendre ε vers 0

On obtient :
〈

ω(b), ∂x2g(q
∗(a),q∗(b))× ψ

〉

≤ 0,

où ω est le vecteur de variation associé à (f , f 0) et u∗ i.e.

{

ω∆(t) =
(

∂x(f , f
0)
)

× ω(t)

+ condition initiale en s (ordre 0) ou en σ(r) (ordre 1).

Définition du vecteur adjoint p et application de Leibniz

On définit alors p comme l’unique solution du problème de Cauchy backward :

{

p∆(t) = −
(

∂x(f , f
0)
)T

× pσ(t)

p(b) = ∂x2g(q
∗(a), q∗(b))× ψ.

On trouve alors
〈

ω, p
〉∆

= 0 et donc :

〈

ω(s),p(s)
〉

〈

ω(σ(r)),p(σ(r))
〉







=
〈

ω(b),p(b)
〉

≤ 0.
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Le résultat

En tout point right-dense s (ordre 0) :

H(q(s, u∗, q∗

a ), v , p(s), p
0, s)− H(q(s, u∗, q∗

a ), u
∗(s), p(s), p0, s) ≤ 0.

En tout point right-scattered r (ordre 1) :

〈

∂vH(q(r , u∗, q∗

a ), u
∗(r), p(σ(r)), p0, r), v − u

∗(r)
〉

≤ 0.
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Partie IV

Commentaires et perspectives

Ekeland VS Brouwer

Preuve historique du PMP continu (par Pontryagin et al., ∼1950) :

[Variations-aiguilles de type L
1 et vecteurs de variations] + Lemme d’Ekeland

+ [théorème de point fixe de Brouwer].

B Méthode non applicable dans le cas time scale B

� Absence de convexité sur l’ensemble dans lequel vit le paramètre α.

Exemple en un point right-dense s

R
m

a b

u

s

v

s + α

uΠ(·, α)

� L’ensemble dans lequel vit le paramètre α n’est pas convexe !
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Partie IV

Commentaires et perspectives

Ekeland VS Brouwer

Preuve historique du PMP continu (par Pontryagin et al., ∼1950) :

[Variations-aiguilles de type L
1 et vecteurs de variations] + Lemme d’Ekeland
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Commentaires et perspectives

Même problème en un point right-scattered r

R
m

a br

v

u

uΠ(r , α) /∈ Ω

Ω

Définition de Co
Ω(u(r))

Co
Ω(u(r)) = cône convexe fermé engendré par les directions Ω-denses :

{v ∈ R
m | u(r) n’est pas isolé dans [u(r), v ] ∩ Ω}.

Remarque : si u(r) ∈ Int(Ω), alors CoΩ(u(r)) = R
m.

Exemples pour un Ω convexe

Ω
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Partie IV

Commentaires et perspectives

Problèmes subsidiaires (traités dans l’article)

Temps final libre.
⊲ condition nécessaire de transversalité associée.

Version paramétrée du problème.

Maximisation du Hamiltonien sur tout le time scale ? (problème ouvert)

Utilisation de l’hypothèse de convexité directionnelle sur la dynamique (f , f 0).
� J.M. Holtzman and H. Halkin. Directional convexity and the

maximum principle for discrete systems, 1966.

Dimension infinie pour application aux EDP ? (travail en cours)

Utilisation du principe variationnel d’Ekeland pour généraliser le PMP continu à
la dimension infinie dans :

� X.J Li and J.M. Yong. Optimal control theory for infinite-dimensional

systems, 1995.
Équation contrôlée de type :

q̇(t) = A[q(t)] + f (q(t), u(t), t)

où A : D(A) ⊂ X −→ X est le générateur d’un C 0-semigroupe sur X Banach.
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Utilisation de l’hypothèse de convexité directionnelle sur la dynamique (f , f 0).
� J.M. Holtzman and H. Halkin. Directional convexity and the

maximum principle for discrete systems, 1966.

Dimension infinie pour application aux EDP ? (travail en cours)

Utilisation du principe variationnel d’Ekeland pour généraliser le PMP continu à
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