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Résumé du cours

Les notions traduites en anglais sont donnés en italique les commandes en R en tt.

1 Notions de base

Une population est une collection d’individus (ou d’objets) avec certaines caractéristiques.

Un échantillon (sample) est une partie d’une population.

En statistique, une caractéristique des individus est appellée une variable. Si I est l'en-
semble des individus, on note z; la caractéristique de I'individu <.

Une variable peut étre

— qualitative : par exemple une couleur

— quantitative (numérique) : un nombre (réel)

— discréte : finie ou dénombrable

— continue : si elle prend ses valeurs dans un intervalle de R (plus une condition de conti-

nuité que j’énoncerai plutard)

Un parameétre est un nombre inconnu mais fixe (une variable est variable).

2 Description des données (une variable)

L’échantillon est décrit par une seule variable x. La valeur (caractéristique) de I'individu
1 € I est notée x;.

2.1 Notions

Fréquence d’un échantillon (d'une collection d’individus qui ont une seule caractéris-
tique). La fréquence de la caractéristique ¢ de I’échantillon est le nombre d’individu avec carac-
téristique c,

freqlc) =#{i el :x;=c}.

Un mode est une caractéristique qui a la fréquence maximale. La distribution de I’échan-
tillon est le tableau des fréquences de I’échantillon. La distribution de la population est le
tableau des fréquences de la population.
La fréquence relative de la caractéristique ¢ de I’échantillon est la fréquence divisée par
la taille de léchantillon.
_#Hlicel iz =c}

1(e) taille de I

Si la variable est numérique on définit la fréquence relative cumulée (fonction de répar-
tition empirique) de la caractéristique ¢ de ’échantillon par

_#Hliel iz <c}
N taille de I

F(c)




2.2 Représentation graphique

Histogramme [hist] d’un échantillon : On partitionne R en des intervalles, c.a.d. on
choisit des nombres 1y < 7 < .-+ < ry donnant les intervalles [r,_1,7,] (break points). (On
choisit ry plus petit et 7y plus grand que les valeurs de la variable). On calcule les fréquences
relatives des intervalles [r,_1, 75|,

o H#Hiel v <3 <1y}

I taille de 1
et on trace, au dessus de tout intervalle [r,_1,7,] un rectangle avec surface égale a f,, (et donc
avec une hauteur égale a h,, = r—f+_1) L’histogramme dépend de la partition choisie (ce qui

peut étre trompeur).

2.3 Notions pour les variables numériques

On considére un échantillon de taille L avec une variable réelle x.
La moyenne de 1’ échantillon (moyenne empirique) (mean) [mean] d’une variable x est

_ 1
i=1
La médiane de ’échantillon (median) [median] partage les valeurs de x en deux parties :

les petites et les grandes valeurs. Pour ceci il faut ordonner les valeurs. Soit zj la k-iéme plus
petite valeur de I'échantillon (comptée avec multiplicité !). La médiane est alors définie comme

. T si L est impair
mediane(x) =

2
@y + 2%, ,) st L est pair.
2 2

Les quartiles de ’échantillon partagent les valeurs de x en quatre parties selon leur

grandeur : Si L est divisible par 4, alors les trois quartiles @)1, QQ2, ()3 sont & peu prés x7,, =%,
4 2
2%, . Dans R ils sont plus précisement définis comme
4

Qi(x) = (1 =)z + by,
ou n est la partie entiére de MTfl) et t la partie fractionaire de j(eTfl).
La variance de 1’échantillon (variance) [var] d’une variable z est

L’écart type de I’échantillon (déviation standard) (standard deviation) [sd] d’une va-
riable z est

3 Description des données (deux variables)

On considére maintenant des échantillons qui sont décrits par deux variables x et y, ou,
autrement dit, un couple (x,y). Les valeurs (caractéristiques) de l'individu ¢ € I sont notées

(ﬂfi; yi)'

1. par exemple, pour I’échantillon 124 3 2 on obtient 7 =1, 25 =2, 25 =2, z} =3, zf =4




3.1 Fréquences

Fréquence d’un échantillon (pour un échantillon caractérisé par deux variables). La
fréquence de la caractéristique (a,b) de ’échantillon est

freq(a,b) = #{i € I : 2; = a,y; = b}.
La fréquence relative de la caractéristique (a,b) de ’échantillon est

_#licel:x;=a,y; = b}
B taille de I '

f(a;b)

3.2 Coefficient de corrélation

Soit
1 &
Soy =77 X_;(w —T)(yi — Y)-
Donc Sy, = Syy et Syp = V() est la variance de la variable z.
Le coefficient de corrélation des deux variables x et y est

Sy
VSzz V Syy‘

Si r est proche de 1 ou —1 les données sont proches d’une droite de pente strictement positive
ou négative, respectivement. Si r est proche de 0 les données ne sont pas corrélées.

r =

3.3 Reégression linéaire

On cherche a déterminer la valeur a € R pour la pente et la valeur b € R pour 'ordonnée &
I'origine d’une droite
y=axr—+b

qui approche le mieux les données (z;, ;). Ces valeurs sont données par les formules

Sy
S:m:

a =

b=79—ax.



4 Probabilité

4.1 Définition empirique

Un événement est le résultat d'une expérience. Un événement simple est un événement
qui ne peut pas étre raffiné par l'expérience. L’ensemble de tous les événements simples est
appellé espace des événements et noté (). Un événement est donc une partie de ).

Un événement a eu lieu si un de ses événement simples a eu lieu. La probabilité P(A) d'un
évenement A C (2 est obtenue en répétant ’expérience et comptant

nombre de fois 4 a eu lieu

P(A) = lim

nombre des expériences

dans la limite ou 'expérience est répétée infiniment.

4.2 Propriétés élémentaires

Soit A C €,

1. 0< P(A) < P(Q)

2. P0)=0et P(2) =1

3. P(A°)=1—- P(A)

4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

L’espace des événements () est appellé discret, s’il est fini ou dénombrable. Dans ce cas

P(A) =) P({w}).

wEA

L’espace des événements () est appellé continu, si {2 est un intervalle (ou une union d’inter-
valles) de R. Dans ce cas on peut avoir P({w}) = 0 pour tous w € €. P est alors déterminé par

la fonction de répartition
F(a) := P(] - 00,a]).

Donc, si P({a}) =0
P([a,b]) = F(b) — F(a).

4.3 Probabilité uniforme (cas discret)

On considére le cas o tout événement élementaire a la méme probabilité et celle-ci est non
nulle. Alors Q) doit étre fini et A
P(A) = —.

jo!
Ici |A] désigne le nombre des éléments dans A.
Le nombre de possibilités de choisir k£ parmi n objets (sans tenir compte de leur ordre) est
n!
=

" El(n— k)

On utilise aussi la notation c® = (7).



4.4 Probabilité conditionelle
Soit A, B C Q. On note P(A|B) la probabilité que A a lieu sachant que B a eu lieu. Alors

P(ANB)
P(AB) = ————=
(1B = =
Formule de Bayes : Soient A;, Ay, -+, A, des événements incompatibles, c.a.d. A4, NA; =0

pour ¢ # j, et soit A=A UA;U---UA,. Alors, pour k=1,--- ,nona

 P(BIAP(A)
PAIB) = S pB1a)P(A)

Dans le cas particulier o A; = A, Ay = A°, le complémentaire de A, on obtient

P(B|A)P(A)
(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°)

P(AB) = —

4.5 Evénements indépendants

On dit que A et B sont indépendants si P(A|B) = P(A) ou, d’'une maniére équivalente,
P(AN B) = P(A)P(B).
On dit que Ay, Ay, - -+, A,, sont indépendants, si

P(A; N AsN---NA,) = P(A)P(As) -+ P(A,).



5 Variables aléatories et lois de probabilité

5.1 Variables aléatories discrétes

Une variable aléatoire (v.a.) est une fonction X : Q@ — R d’un espace d’événements €2
(muni d’une probabilité P) & valeurs réelles. X est discret dans le sens que I'image de X est un
ensemble fini ou dénombrable, i.e. {x1, x5, - }. La loi de probabilité de X est la donnée

PX=z)= > P({uw})
w:X (w)=x

Remarques :

1. En pratique, 2 et P ne jouent pas de role et on peut les oublier. Pour spécifier la loi
d’une variable aléatoire X il suffit de donner les probabilités P(X = z) des
valeurs r que X peut prendre.

2. La donnée des P(X = z) permet de calculer la probabilité d’autres événements comme

Pla<X<b)= > PX=n).

a<z<b

3. P(X =z) €[0,1] et la somme de tous les P(X = z) vaut 1.

5.2 Espérance et variance d’une v.a. discréte

L’espérance d’une v.a. X est
E(X) =) «P(X =)

(la somme est sur toutes les valeurs que X peut prendre).
La variance d’'une v.a. X est

V(X) =) (z-EX))*P(X =z) = (Z ’P(X = :z:)) — B(X)?

xT

et I’écart-type de X est

5.3 Plusieurs variables aléatoires discrétes

Deux variable aléatoires discrétes (donc deux fonctions X, Y : Q — R) forment un couple
(X,Y). La loi du couple est la donnée des probabilités que X prenne la valeur x et qu’en méme
temps Y prenne la valeur y,

PX =Y =y)= > P({w})

w:X (w)=z,Y (w)=y

et en pratique la seule chose qui joue un role est les données P(X = z,Y = y) pour les paires
de valeurs de X et Y.
Deux variables sont indépendantes si, pour toute paire de valeurs (z,y)

P(X =2,Y =y)=PX =z)P(Y =y)
et Xy, -, X, sont indépendantes si P(X; =z, -+, X, =x,) = P(X; =x1) - P(X,, = x,).
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5.4 Calcul avec les variables aléatoires

Soit X une variable aléatoire et f : R — R une fonction. Alors Y = f(X) est une variable
aléatoire de loi

P(Y=y)= » PX=u)

a:f(w)=y

Soient X et Y deux variables aléatoires. Alors Z = X 4 Y est une variable aléatoire de loi

P(Z=2z2)= Z P(X:.T,Y:y):ZP(X:J?,Y:Z—I).

T,y r+y=z2

De plus

et, si X et Y sont indépendantes
V(Z) =V(X)+ V(Y).
Si Xi,---, X, sont n variables aléatoires de méme loi, alors
E(X;+ -+ X,) =nE(Xy)
et si en plus les variables sont indépendantes, alors
V(X + -+ X,) =nV(Xy)

et donc
O'(X1++Xn) = \/ﬁO’(Xl)

5.5 Les lois discrétes usuelles
5.5.1 Loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1], B(1,p)

X prend les valeurs 0,1 avec probabilités
P(X=1)=p, PX=0=1-p

E(X) =pet V(X) =p(1—p).

5.5.2 Loi binomiale de paramétres n € N,, p € [0,1], B(n,p), binom

X prend les valeurs 0,1, --- ,n avec probabilités
ny g n—k
PX =k =()ra-p)

E(X) =np et V(X) =np(1 —p).

5.5.3 Loi de Poisson de paramétre A > 0, P()\), pois
X prend les valeurs 0,1, - - - avec probabilités

PN

P(X = k) = 5e

E(X) =\ et V(X) = A



5.5.4 Loi géométrique de paramétre p €)0, 1[, Geo(p), geom
X prend les valeurs 0,1, --- avec probabilités
P(X=k)=(1-p)"p

E(X) = % et V(X) = %. Attention, dans la litterature americaine, et aussi dans R, la loi
géométrique correspond a la variable X + 1.

5.6 Comparaison de variables aléatoires

Pour comparer deux variables aléatoires on les met sous forme centrée réduite. Si X est une
variable aléatoire alors

v — X —E(X)
o(X)
est une variable aléatoire qui est centrée,
E(Y)=0
et réduite,
V(Y)=1.

On compare maintenant les lois des variables centrées réduites de loi binomiale avec para-

meétre n qui tend vers +oo et p = 3 : Si X est de loi B(n, 3) alors E(X) = 2 et o(X) = \/TH
Donc Y = Xa_gg) prend les valeurs y, = —y/n + \2/—]%, k=0,---,navec P(Y =) = (}) 5=

On observe (voir aussi le fichier R C1.R) :
1. P(Y = yy) tend vers 0 si n — +oc.

2. La distance entre deux valeurs consécutives de Y est ypi1 — yr = U(IX). Elle tend vers 0

sin — +o00o.

3. L’écart v, — yo = 20(X) tend vers 400 quand n — +o00.
4. o(X)P(Y = yx) tend vers py(yx) quand n — +oo.
Ici ppr: R — R est la fonction gaussienne
1 2

pN(I) = \/%6 EE

Il s’en suit :

b
Y P(Y =y) TH—+>°°/ par(y)dy

a<y<b

Il doit y avoir une loi qui est limite des lois binomiales centrées réduites.

5.7 Variables aléatoires continues

Une variable aléatoire X est continue si sa loi est donnée par une densité de proba-
bilité px : R — R*, c.a.d. si les probabilités sont données par

Pla< X <b) = /b,ox(x)dm

pour tout a < b. La densité px est une fonction positive, continue par morceaux, qui satisfait

/%o pxc(2)da = 1.

o0



La probabilité que X prenne précisement la valeur z est nulle : P(X = z) =

La fonction de répartition de la variable aléatoire est Fiy(z) := P(X < x), c.a.d.

Fx(z) = /x px (2')dx'.
On a donc px(z) = F(z).

5.8 Espérance et variance d’une variable aléatoire continue

L’espérance d'une variable aléatoire continue X est

—+oo
E(X) :/ zpx(z)de.
La variance d’une variable aléatoire continue X est
+o0 +o0
V) = [ @ BOOPpsde = [ apx(a)ds - (Y

et I’écart-type de X est

5.9 Les lois continues usuelles
5.9.1 La loi normale de paramétres € R, 0 >0

La loi normale de parameétres p € R, o > 0, notée N(u, o) (dnorm) a la densité

1 _(@m=mw)?
e 202

PN (o) (T) =
2o

Son espérance est u et son écart type o. Sa version centrée réduite est la loi normale centrée
réduite N (0, 1).
Si X est une variable de loi N (u, o), alors

1 b ,(z—/;)Q 1 a2
\/%O_ e 20 dx:\/—Q_W s € 2dy

Pla< X <b)=

5.9.2 La loi exponentielle

Le processus de Poisson décrit des événements (de méme nature) qui arrivent aléatoirement
d’une maniére indépendante dans un intervalle de temps At = t; — ty. Soit A la fréquence
moyenne des événements qui arrivent en temps At. Associé au processus de Poisson sont deux
lois, une discréte et une continue.

1. La variable aléatoire X, qui compte le nombre des événements en temps At. Elle suit la

loi de Poisson P(\) (dpois) :
k
= %e’\.
2. La variable aléatoire Y, qui compte le temps d’arrivée du premier événement. Elle suit
la loi exponentielle £(\) (dexp) :

P(X =k)

P(Y >t)=¢.
C’est une loi continue qui a comme densité

{ e ™M sit >0

pg(t) o0 sinon.
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5.10 La moyenne empirique

Soit X une variable aléatoire avec espérance E(X) = p et écart-type o(X) = o. Soient
Xy, , X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On appelle

=~ 1
Xn:ﬁ(Xl‘i‘""“Xn)

la moyenne empirique de X. On trouve
E(X,)=pup VX,)=—.

5.10.1 Loi des grands nombres

Dans la limite ou n tend vers 400 la moyenne empirique perd son caractére aléatoire : Pour

tout a >0 on a
n—-+oo 1

Plu—a<X,<p+a) "=
5.10.2 Théoréme central limite
Y, = Xnon

Xn
a/\/n
centrée réduite :

est la moyenne empirique centrée réduite. La loi de Y, tend vers la loi normale

— 1 b 22
Pla<Y,<b)"25 — [ e 7da
N N V2 Ja

Pour grand n un peut alors approcher X,, avec une variable aléatoire de loi N (x, \/Lﬁ)

b ncv—u2
Pla< X, <b) = \2/5 / e~ "5t da.
70 Ja

nynfnp
B np(1—p)
nX, =X+ .-+ X, suit la loi binomiale de paramétre n,p on déduit que pour grand n la loi

B(n, p) peut étre approchée par la loi N(np, /np(1 — p)).

Pour une v.a. X de loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1] on trouve Y, = . Comme

10



6 Inférence statistique

Le but de l'inférence statistique est de déduire des observations, c.a.d. des mesures d’une
caractéristique des individus d’un échantillon, la distribution de la caractéristique dans la po-
pulation.

6.1 Echantillonage aléatoire

Un échantillon aléatoire de taille n est une suite de n variables aléatoires indépendantes
Xy, , X, de méme loi. La loi commune est appelée loi mére de ’échantillon. On notera p
sa moyenne et o son écart type.

L’idée est que la distribution d’une caractéristique dans la population correspond & une
variable aléatoire dont la loi est la loi mére. Mesurer la caractéristique des individus d’un
échantillon correspond & réaliser les variables aléatoires X, -+, X, c.a.d. a obtenir des valeurs
x1,- -+ ,x, pour les variables.

Une statistique est une variable aléatoire qui est fonction de 1’échantillon. Les moments
empiriques sont des statistiques. Le k-iéme moment est la variable aléatoire

_ 1 —
Xk :_E;X{“.

Le moment d’ordre 1, X est donc la moyenne empirique, qu’on a aussi notée X,. Relié¢ au
moment d’ordre 2 est I'expression

1 —
52:n_1Z(XZ-—X)2

=1

2

qu’on appelle la variance de I’échantillon. Donc S? = ﬁ(ﬁ —X").Ona
— — 0'2
B®) =p V(T =L, K=o
n

6.2 Les lois associées aux statistiques

1 Si la loi mére est la loi normale N(u,o), alors X suit la loi N (p, \/Lﬁ) D’une maniére
équivalente, f/;\/’;il suit la loi M(0,1).

2 Sila loi mére est la loi normale A/(0,1), alors X2 suit la loi x?(n), dite la loi khi de n degrés
de liberté. C’est une loi continue qui a comme densité

n

P2y () =cr2 e siz >0 et Osiz <0

. 1 __ [too n_q _ =z
ouc = [Tarle 2du.

3 Sila loi mere est la loi normale N (u, o), alors %5152 suit la loi x*(n — 1).

4 Sion ne connait pas la loi mére (mais qu’elle est numérique) alors les lois de X et S? peuvent
étre approximées par les lois données en 1 et 3, quand n est grand (n > 30 pour X et n > 100
pour S?).
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5 Sila loi mére est la loi normale NV(u, ), alors SY/—\_/% suit la loi t(n — 1). t(n) est appellée la
loi de Student a n degrés de liberté. C’est une loi continue qui a comme densité

_ntl

x? 2
n = 1 —_
o) = (142
1

ounct= fjoo (1 + x—i) 7 dz. Pour grand n (n > 100) la loi de Student peut étre approximée

n+1

o0

par la loi N(0,1).

6 Si on ne connait pas la loi mére (mais qu’elle est numérique) alors la loi de SX/;\/% peut étre

approximée par la loi N(0,1), quand n est grand (n > 100).

6.3 Estimateurs

Un estimateur est une fonction de I’échantillon aléatoire f(Xi,---,X,) (donc une statis-
tique), qui sert & estimer un paramétre 6 de la loi mére. Les estimateurs que nous allons utiliser
sont les statistiques dont nous avons discuté plus haut, en effet, principalement X, qui sert a
estimer la moyenne de la loi mére.

Le biais d’'un estimateur f(X7,---,X,) pour le paramétre § est la différence

E(f(X1, -, Xp)) — 0.

X est un estimateur sans biais pour la moyenne y de la loi mére. S? est un estimateur sans
biais pour la variance o2 de la loi mére.
Un bon estimateur devait au moins étre aymptotiquement sans biais, c.a.d.

E(f(Xy,---,X,)) —6"=5°0.

L’idée est alors que, pour estimer #, on effectue une réalisation z1,--- ,x, de ’échantillon
aléatoire et on calcule la valeur f(xq,---,z,). Cette valeur donne une estimation pour 6, qui
sera de plus en plus précise, quand la taille de 1’échantillon augmente. Par la loi des grands
nombres 'estimation devient déterministe dans la limite ott n tend vers +oo.

6.4 Intervalle de confiance

L’idée de base des intervalles de confiance est de donner une information supplémentaire sur
Ierreur de I'estimation d’un paramétre. On se fixe un niveau de confiance 1 — «, a € [0, 1],
et on détermine un intervalle autour de la valeur estimée pour 6, dans lequel le vrai 8 devait se
situer avec confiance 1 — a.

On note za la valeur réelle positive telle que

]
/ pn)(T)de =1 —

—Za
2

(pa0,1) la densité de la loi normale).
On note t(n)a la valeur réelle positive telle que

nJ

t(n)a
/ prmy(2)dz =1 — o

—t(n)

NR

(pi(ny la densité de la loi de Student).
Voici quelques valeurs pour zg.

l1—a|0.80 085 090 0.95 0.99
Za 1.28 144 1.645 1.96 2.58
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6.4.1 Intervalle de confiance pour la moyenne

On construit un intervalle de confiance pour la moyenne g d’une loi mére dont la variable
est numérique.

1. On suppose que la loi mére est N'(u,0) et que o est connu. On prend X comme
X —yp

estimateur. On a alors
P <za | =1-—aq.
( o)~ Z) “

Sixy,---,x, est une réalisation de I’échantillon aléatoire et = sa moyenne, alors 'inter-
valle de confiance de niveau 1 — o pour la moyenne p est

_ o 0

2. On suppose que la loi mére est (i1, o) et que o n’est pas connu. On prend X comme
estimateur pour p et S% comme estimateur pour o2. On a alors

X—p
P <tn—1)e =1-aq.
(58] <t -13)
Sixy,--- ,x, est une réalisation de I’échantillon aléatoire, T sa moyenne et s sa variance,

R

alors l'intervalle de confiance de niveau 1 — « pour la moyenne p est
s
[E (f— —t(n—1)a, 7+ it(n —1)

Pour grand n grand (n > 100) on peut remplacer ¢(n—1)a par za dans cette expression.
3. Si la loi mére n’est pas connue, on peut quand méme travailler avec l'intervalle de
confiance u € (7— \/iﬁz%,Y—i- \/iﬁz%) si n est grand. Ici, si o est connu, on prend

s = o, sinon s? est la variance de 1’échantillon.

6.4.2 Intervalle de confiance pour une proportion

On consideére le cas ou la loi mére est celle d’'une variable aléatoire qualitative, le choix
entre deux alternatives (vote d’une population entre deux candidats). Ceci se décrit avec la
loi de Bernoulli de parameétre p : la variable X vaut 1 pour l'alternative "oui" et 0 pour
I’alternative "non". p serait alors la proportion des individus dans la population qui votent
"oui". On construit un intervalle de confiance pour la probabilité p de la loi Bernoulli.

L’estimateur est X. nX = X; +--- + X,, suit alors une loi binomiale B(n, p). Pour n grand

on approche cette loi par la loi normale N (np, \/np(1 — p)). Donc ﬁf suit & peu prés
la loi A(0,1) et
X —
Pl =
X(1-X)/y/n

=1-aq.

<z

R

Sixq,---,x, est une réalisation de I’échantillon aléatoire et T sa moyenne, alors I'intervalle de
confiance de niveau 1 — « pour la proportion p est

RS <§——'E(\}_n_f)z

£, T+

\/f(l—f)za
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6.4.3 Taille d’un échantillon

La largeur d’un intervalle de confiance dépend de la taille de I’échantillon. On peut se
demander quelle taille on doit prendre pour obtenir une largeur qui ne dépasse pas une valeur
maximale 20 donnée.

1. Cas d’un intervalle pour la moyenne p d’une loi mére numérique. On suppose que la loi
mére est une loi normale ou que n est suffisamment grand. Dans ce cas 'intervalle de
confiance de niveau 1 — a a une largeur au plus 20 si

n > (%z;f.

Ceci ne dépend pas de la valeur de p mais de la variance o2, qui doit donc étre connue
en avance.

2. Cas d’un intervalle pour la proportion p d’une loi mére de Bernoulli. Dans ce cas la
variance o2 dépend de p et pour obtenir une formule qui ne dépend pas d’un choix apriori
pour o, on prend la valeur maximale de 0 = p(1 — p) qui est %1. Avec 'approximation
de la loi binomiale par une loi normale, on trouve que I'intervalle de confiance de niveau

1 — a a une largeur au plus 20 si
1 2

Un test statistique a comme but d’affirmer ou de rejeter une hypothése sur la base d’une
statistique. Ici une hypothése concerne les caractéristiques (des individus) d’une population. La
décision d’affirmer ou de rejeter une hypothése se fait aprés observation d’un échantillon tiré
au hasard, sur la base des données de ses caractéristiques.

Vu qu’une statistique ne donne pas des résultats avec certitude, il y a un risque d’erreur.
Celui se decompose en deux types :

Type I On affirme 'hypothése bien qu’elle est fausse.

Type II On rejete 'hypothése bien qu’elle est juste.
Logiquement, affirmer une hypothése est la méme chose que rejeter son opposé. Mais en pra-
tique, affirmer une hypothése bien qu’elle soit fausse peut étre plus grave que la rejeter bien
qu’elle soit juste. L’exemple qui illustre bien cela est I’hypothése qu'un accusé jugé par un
tribunal soit coupable. Affirmer cette hypothése bien qu’elle soit fausse veut dire condamner
un innocent, ce qui est bien plus grave que de laisser aller un coupable impuni. C’est pour cela
qu’en statistique, il y a une asymétrie entre I’hypothése et son opposé. En particulier, on veille
a ce que le risque de type I soit minimal et on ne s’occupe pas trop du risque de type II.

On note H; 'hypothése dont on veut que le risque de son affirmation a tort soit minimal.
On note Hy son opposé. Affirmer H; veut donc dire rejeter ("nullifier") Hy (I’hypothése nulle).
Limiter le risque de type I veut donc dire que, pour un « € [0, 1] petit (typiquement o = 5%)
on a

6.5 Test d’hypothéses

P(rejeter Hy a tort) < a. (1)

6.5.1 Modéle du test

On modélise la situation avec un échantillon aléatoire Xi,---,X,,. L’hypothése concerne
donc une propriété de la loi mére de ’échantillon aléatoire, et ’observation d’un échantillon
tiré au hasard correspond a une réalisation x1,--- , z, des variables aléatoires.
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Nous considérons ici le cas ou ’hypothése concerne un parameétre de la loi mére. L’hypothése
est formulée a ’aide d’un estimateur 7" pour le paramétre. T' est une fonction de I’échantillon
aléatoire, T'=T'(Xy, -+, X,,). Aprés observation on obtient alors un nombre T'(xq,- -+, x,).

Pour décider si on rejette Hy (et donc affirmer Hy), on désigne une région C' C R telle que
le critére de rejet de Hy soit T'(xy,--- ,x,) € C. C doit étre choisi d'une telle maniére que (1)
soit satisfait, c.a.d., la probabilité que T" appartient & C' bienque Hj soit vrai est au plus «,

P(T € C|Hest vrai) < « (2)

En particulier, C' dépend du risque « (confiance 1 — «).

Si ’hypothése Hy spécifie la loi mére, alors P(T" € C|Hj est vrai) est la probabilité que
T € C sous cette loi mére. (Si Hy spécifie une famille de lois méres il faut calculer la probabilité
que T € C avec une loi de la famille qui maximise cette probabilité.)

6.5.2 Test pour la moyenne

On veut tester une hypothése sur la moyenne d’une caractéristique numeérique de la
population. Avec R ce test se fait avec la commande t.test.

La caractéristique est modélisée par une variable aléatoire dont la loi est la loi mére de notre
échantillon aléatoire. L’estimateur pour la moyenne p de la loi mére est T = X = %Z?:l X,
la moyenne empirique. Mais si la variance n’est pas connue autrement, on aura aussi besoin de
Pestimateur pour la variance de 'échantillon 5% = -3 (X, — X)2.

L’hypothése se formule a I'aide d’une valeur 1y donnée. On distingue trois cas :

I’hypothése Hy est que p < pyg
I’hypothese H; est que > pyg
I’hypothése Hy est que u # pg

Dans les deux premiers cas on parle d'une hypothése unilatérale, dans le troisieme d’une hy-
pothése bilatérale. On désigne pour C' une région de la forme | — oo, g — 0], [po + 9, +00f,
| — 00, o — 0] U [po + 6, +00], respectivement. Le ¢ dépend de « et de la loi de I'estimateur.

La taille de I’échantillon est grande (n > 30) Dans ce cas on peut approcher la loi de
X par la loi normale N (p, \/Lﬁ) On obtient comme critére de rejet de Hy (affirmation de H;)
aprés observation de I’échantillon :

. s
On affirme p < po avec confiance 1 —a si @ < pp — Tza
n
. s
On affirme p > pg avec confiance 1 —a si @ > po + Tza
n
s

o

\/ﬁ 2

Ici, T est la moyenne de I’échantillon et la valeur de s dépend de la situation.

On affirme p # g avec confiance 1 — . si |T — po| >

1. Si la valeur de o est connue on prend s = o.

2. Sinon, on prend s = /= >""  (z; — T)? lécart-type de I'échantillon.

On note que dans le cas bilatéral, le critére d’affirmation de Hy (donc de = 1) est exactement
que jio appartienne a I'intervalle de confiance déterminé par .
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La taille de ’échantillon est petite et la loi mére une loi normale Dans ce cas X suit
la loi normale N (u, 7).
Si o est connu, on peut procéder comme en haut (grande taille) avec s = o.

Si o n’est pas connu on doit remplacer la loi N'(0, 1) par la loi de Student. En effet Y = SY/;\/%

suit la loi t(n—1). On obtient comme critére de rejet de Hy (affirmation de H;) aprés observation
de I’échantillon :

On affirme pu < pg avec confiance 1 —a si T < pg — it(n —1)a
n

On affirme p > i avec conflance 1 —a si T > po + %t(n —1)a
n

On affirme pu # po avec confiance 1 —a si [T — pp| > it(n —1a
n

7

ol ¥ est la moyenne et s I’écart-type de ’échantillon.

6.5.3 Test pour la proportion p

On veut tester une hypothése sur la proportion de la population qui est caractérisée par
une alternative (la proportion des gens qui vote "oui"). Avec R ce test se fait avec la commande
prop.test.

La situation est modélisée par un échantillon aléatoire dont la loi mére est la loi de Bernoulli,
le paramétre p correspondant a la proportion. Vu que la moyenne de la loi de Bernoulli est
1 = p, la situation est comme pour les tests sur la moyenne p. De plus, I'écart type o de la loi
de Bernoulli est 0 = y/p(1 — p) et est donc connu pour la loi qui correspond a la proportion de
comparaison pyg.

1—
On affirme p < pg avec confiance 1 —a si T < py — Po(1 — o) N
vn
1—
On affirme p > p, avec confiance 1 —a si 7 > py + Po p())Za
vn
1—
On affirme p # py avec confiance 1 —a si [T — po| > —po( po)zg

\/ﬁ 2

Si la taille de I’échantillon est petite on peut se baser sur la loi binomiale B(n, p), qui est la loi
exacte pour n.X, mais comme B(n,p) est une loi discréte, les formules sont plus compliquées.

6.5.4 La p-valeur d’une observation

La p-valeur d’une observation (seuil d’importance observé) est un nombre entre 0 et 1 qui
quantifie la confiance (ou le risque) de la décision d’affirmer une hypothése sur la base d’une
observation x1, - - - , x, d'un échantillon. La p-valeur de x4, - - - , z,, est définie comme le plus petit
a pour lequel on affirme H; sur la base de I'observation. Autrement dit, si a = p-val(zy, -+, z,)
est la p-valeur de I’'observation, la confiance maximale avec laquelle on peut affirmer H; est 1—a.
Plus la p-valeur est petite, plus on peut avoir confiance dans 'affirmation de H;.

La formule pour la p-valeur dépend du test. Si o est connu, et la loi mére est normale ou la
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taille est grande, la p-valeur pour un test de la moyenne est donnée par

— T —
Hyest p<pg  p-val(zy, - ,2,) = P(X <7) = Fao) (U/\/’I%O)

Hyestp>po  pval(zy, - ,2,) = P(X >7) =1 - Fyy (%)

_ B T —
Hiest it pwllon, ) = POX = ol > 7 = o) = 2oy (-2

Ici P est la probabilité calculée avec la loi N (po, \/Lﬁ) pour X et F, 0,1y la fonction de répartition
pour la loi A/(0, 1). Sila taille est grande, la p-valeur pour un test de la proportion est donnée par

la méme formule que celle pour la moyenne, si on prend = p et g = py et o = /po(1 — po).
Finalement, dans le cas d’une loi meére qui est normale, mais sans connaissance de o, il faut

se ramener & la variable aléatoire Z = ;(/;\/% Avec z = f/?/’% (s est I’écart-type de I’échantillon)
on obtient la formule

Hyest p<ypo  p-val(zy, - ,2,) = Fyn-1)(2)
Hyest p>po  p-val(zy, - ,zn) = 1 = Fyno1)(2)
Hyest p#po  p-val(wy, -, 2,) = 2F 1) (—|2])

Ici Fyn—1) est la fonction de répartition pour la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
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