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Le titre de la these Les théories de Morales-Ramis et de Ziglin : vers une application effective

La description du projet

Un systeme Hamiltonien est dit intégrable s’il a suffisamment de lois de conservation i.e d’intégrales
premieres comme 1’énergie, le moment cinétique, etc. Depuis cinquante ans, il existe une grande
variété de résultats concernant les systéemes intégrables. En particulier, on observe qu’ils sont
localement tous semblables dans le sens ou le mouvement d’'un tel systéme est (en dehors des
singularités) un mouvement quasi périodique sur des tores. Par contre, les systémes non-intégrables
sont tous différents et la nature de leur non intégrabilité est spécifique dans chaque cas particulier.
Comme le sujet de these nous proposons de développer des méthodes théoriques et pratiques (y
compris numériques) des théories de I'intégrabilité complexe. Parmi les techniques, nous disposons
du théoreme de Morales et Ramis qui permet de montrer que certains systemes Hamiltoniens
ne sont pas intégrables en utilisant un groupe de Galois différentiel, ainsi que de I'approche de
Ziglin basée sur le groupe de monodromie et des méthodes récentes de calcul formel pour ’étude
des équations différentielles. Dans un premier volet, un des objectifs de these est de favoriser
I’interaction entre ces méthodes et des applications en mécanique, physique et 'astrophysique. Dans
un deuxieme volet, le but de these sera d’améliorer I'utilisation pratique des théoréemes de Morales-
Ramis et de Ziglin du point de vue effectif. L’application de ces théoremes nécessite théoriquement
le calcul (de la composante connexe) du groupe de Galois différentiel d’une équation différentielle
linéaire d’ordre paire, a coefficients polynomiaux ou analytiques paramétrés, appelée équations
aux variations (les parametres représentent des données physiques du probléme, par exemple des
masses). Actuellement des algorithmes existent uniquement pour les équations d’ordre deux et
trois. De plus, en général, la présence des parametres rend 'utilisation de ces algorithmes tres
problématique. Mais la structure symplectique de ’équation aux variations et les contraintes sur
les parametres permettent d’appliquer le théoreme plus facilement via les outils du calcul formel
(logiciel Maple et Mathematica). Ces méthodes sont encore a étre affinés afin d’approfondir une
méthodologie systématique qui facilite la mise en ceuvre pratique des criteres d’intégrabilité.

Les méthodes développées dans la these peuvent étre appliqués aux probléemes actuels suivants,
qui sont proches a la Physique :

Le Levitron

C’est un toupie lévitant dans un champ magnétique. Les parametres sont la configuration du
champ et des proportions géométriques du toupie ( la masse, le tensor d’inertie etc.) L’analyse
de son groupe de Galois le long d’une solution particuliere s’avere d’étre difficile car le surface de
Riemann des équations aux variations est de genre 3.

Le Rattleback

Le probléme nonholonome du rattleback (une toupie dynamiquement asymétrique) a suscité beau-
coup d’intérét ces derniers temps. Il est intéressant d’analyser le champ de vecteur associé dans



un voisinage complexe d’une solution particuliere qui toujours existe qui correspond a une oscilla-
tion particuliere du rattleback. L’équation aux variations correspondante est de dimension trois et
possede quatre singularités régulieres. Son groupe de monodromie (et le groupe de Galois donc)
est un sous-groupe de SL(3,C) dont la structure dépend de plusieurs parametres (la masse, le
tenseur d’inertie etc). On obtient des conditions ouvertes qui garantissent 1’absence des invariants
polynomiaux (rationnels) de ce groupe. Par la suite on peut répondre aux divers questions liés a
Iintégrabilité.

La question toujours ouverte est de classifier toutes les groupes de Galois qui apparaissent pour
des valeurs différents des parametres.

Les systemes des pendules

Le pendule multiple est le systeme avec contraints, donnés par les équations polynomialles de degré
deux. Le pendule simple et double sont scrupuleusement etudiés, quand le systeme avec plus des
composants et le sujet d’analyse. La difficulté, rencontrée pendant les études du systeme mul-
tiple est la grande dimension de I’éspace de configuration. C’est particuliarement interessant de
trouver les conditions de l'intégrabilité, parce que le systeme multiple peut servir le modéle simple
de molecule de polymer. Les paramétres du systéme peut Itre les masses des particules et les
”longuers” des liasons.

Dynamique spatiale

Les vols spatiaux sont des applications directes de "testes” d’intégrabilité qu’on propose de devel-
oper. Le probleme de la navigation des corps célestes artificielles peut étre facilement ramenée a
Pétude des champs de vecteurs des grands dimensions aux plusieurs (peut étre milliers) parametres.
A jour présent, les seules méthodes d’analyse de ces modeles sont des calculs numériques lourds
peu efficaces.

Pour souligner 'importance de ce probleme il suffit de dire, qu’en 2007 le budget alloué a
I'agence spatiale américaine en 2006 s’élevait a 16,623 milliards de dollars.

Un de taches privilégiés de these sera mis a jour des méthodes alternatives dans la dynamique
spatiale basées sur les développements mathématiques plus récentes.
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