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UE Fondamentaux des Mathématiques I

Feuille 10. Dérivabilité

Exercice 10-1 Pour chacune des fonctions f définies ci-dessous, calculer la fonction dérivée f :

1) o' +32%> -6 2) 627/ 4 422 — 22
341 Vitx

5) 6)

x?—x—2 1+ x
9) Vaz+z+1 10) sin(cos(3z))
13) (1 —2)"* 14) In(|2z|)
Réponse :
1. 42° + 6x
2. 212°% + 102%% - 2
3. ; + lx_Q/g _ 1

23z 3 x?
4. (2 + 51+ 3)e”

xt =223 — 622 — 20+ 1

(22 —x — 2)?
6 Vo=l
S 2V (1 4+ 1+ x)2
. 1 §4lnx
g 1
1+ cosx

9. 1/3(z®> + 2 +1)"232x + 1)

10. —3cos(cos(3z)) sin(3z)

2cosx

11. =
SN T

12. —2z¢™

13. —7/3(1 — z)*/3

14. 1/z|

15. €*™%24m

16. —1In(2)2"®

@

SHE

3) \/3_x+\3/5+% 1) z(z + 3)e”

Inz 23+ 1
7 — 8) ——
) x3 ) x?—x—2
11) In(sin® z) 12) =
15) In(|e*™*]) 16) 2'*

Exercice 10-2 Déterminer a,b € R tels que la fonction f définie sur R par :

fla) = {f

az? + b + 1,

soit dérivable sur RT.

Réponse : La fonction est continue est dérivabe sur ]
Pour que f soit continue sur x = 1 on doit avoir lim f(x

si) <z <1,
stz > 1,

r—1—

1

0,1]
) =

et sur |1, 4o00|. Le seul probléeme x = 1.
lim+ f(x) = f(1). Donconal = a+b+1.
z—1



— f(1 — f(1
Pour que f soit dérivable sur x = 1, on doit avoir lim M = M
) z—1- x—1 z—1+ rz—1

5= ax|,—1. Afin que f soit dérivable, il faut et il suffit que les dérivées a droite et & gauche existent

1
et soient égales. Conclusion : f est dérivable sur [0, +o00] si est seulement si a+b = 1 et a = =. Donc,

. Donc on a

e
=53¢ 2

Exercice 10-3

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f de R vers R définie par :

e’ —x, six <0,
flz) = COSQ§§£§), si0<z<l1, (2)
14— siz>1.
x

2. Méme question avec : f(x) = +/|z| .

Réponse : (1) La fonction est continue en dehors de 0 et 1 parce que chaque point x de R\ {0, 1}
appartient & un intervalle ouvert sur lequel f est définie de maniére unique et par une fonction

. nx : . _ X
continue, en I'occurrence par ¢* — x ou cos?*(mx) ou 1+ ——. Elle est continue & droite en 0 et &
x

gauche en 1 parce que la définition de la fonction en ces points est donnée par cos®(7z). Comme

1
lim e — 2z = 1= f(0), elle est aussi continue & gauche en 0 et comme lim 1+ o= f(1) elle
z—0~ z—1 T

est aussi continue & droite en 1. Elle est donc partout continue.
Pour x < 0, f est dérivable de dérivée f'(z) = e” — 1. Pour 0 < x < 1, f est dérivable de dérivée

1-1
f'(x) = =27 cos(mz) sin(wz). Pour x > 1, f est dérivable de dérivée f'(x) = an.
x
_ 2 B 9 2
En 0, fim 2@ SO 2oy @O g cosi(mn) 1
z—0— T z—0— 22 z—0+ €T z—0t T

—(mz)?(cos(mz) + 1)

lim 5 = 0. La fonction f est donc dérivable en O de dérivée f'(0) = 0.
z—0 T
_ 2 _ 2 _ _ 2
Eosuite lim f(x)— f(1) _ i €% (rx) — 1 — i 8 (ry) — 1 _ lim (my)*(cos(my) + 1)
e—1- x—1 z—1- r—1 y—0~ Y y—0- 2y
- f(1 1 1 1
0 et lim M — lim —% = lim M = 1. Donc f admet une dérivée a droite et
a1t x—1 et x(z—1)  yoot y(y+ 1)

une dérivée a gauche en 1 mais n’est pas dérivable.
(2) La fonction f est continue en tout point de R puisqu’elle est la composée de deux fonctions
continues sur R, en Poccurrence \/ et | |.
Elle est dérivable en tout point de R\ {0} car chaque réel non nul appartient & un intervalle
ouvert sur lequel f est définie par x + v/z pour > 0 et x — /—z pour = < 0.
NS

. vV—x—0 ) T ) ) x—0 )

En 0, lim —— = lim £ = —o0, tandis que lim VT = lim — = 4o00. Par
z—0- x—0 z—0t —X =0+t . —0 z—=0t X

conséquent, f n’est pas dérivable en 0; elle ne I’est pas & gauche ni a droite non plus.

Exercice 10-4 Préciser pour chacune des fonctions suivantes de R vers R en quels points elles sont
dérivables, dérivables & droite, dérivables & gauche, et les valeurs de leurs dérivées, dérivées a droite,
dérivées a gauche.

1. f(x) = cos(cosx).

2. h(z) =1+ cosz.
3. f(x) =+/|sinz|.

Réponse :



1. La fonction cosx est dérivable sur R donc f(x) est aussi dérivable sur R de dérivée f'(z) =
sin(cos ) sin(z).

2. La fonction g(x) est périodique de période m. Comme sin x est partout dérivable, que |z| est
dérivable en dehors de 0, et que /= est dérivable sur R*, la fonction g(x) est dérivable sur

cos
0, 7| de dérivée
0, | flla) =5
x
Par contre en 0, g n’est ni dérivable a droite, ni & gauche, car lim M = lim —= n’est pas
z—0t T z—0t

finie. Un raisonnement symétrique donne la méme conclusion en 0~. Ce raisonnement s’étend
sur R par périodicité et g n’est pas dérivable en k7 pour tout k € Z.
3. La fonction h est périodique de période 27. En dehors de 7, h est dérivable de dérivée h'(x) =
—sinx
21+ cosz

V1+cosw V1 —cosy ly| 1 c
i = e

Pour les valeurs supérieures en m, lim lim — = —.
z—t Tr— T y%O"' Yy y%O"’ \/ﬁy \/§
qui donne la valeur de la dérivée a droite. Par contre en 7~ on obtiendra ———, ce qui donne

la valeur de la dérivée a gauche. Par conséquent, h n’est pas dérivable en 7. Elle ne I'est qu’a

gauche et a droite. Par périodicité, le méme manque de dérivabilité existe en tout point de R
de la forme (2k + 1)7.

Exercice 10-5 Soit f la fonction réelle d'une variable réelle définie par :

f R — R
x +exp(—1/2? i
N | xp(—1/x%), s%a;>0

sin x, siz <0

1. Montrer que f est dérivable en tout point x de R* en calculant sa dérivée.

2. f est-elle dérivable en 07

3. f' est elle continue en 07

4. f est-elle deux fois dérivable en 07

Réponse :

1. Tout d’abord, f est continue sur R* parce que chaque point de cet ensemble appartient & un
intervalle ouvert sur lequel f est uniquement définie comme composition de fonctions simples,
continues sur cet intervalle. Ensuite, comme lim 2 + exp(—1/2%) = 0 = f(0) elle est aussi

x—0

continue en 0.
[ est deérivable sur RY, de dérivée f'(z) =1+ 2/2% exp(—1/2?), et aussi sur R* de dérivée

f'(x) = cos .
2. On a lim M lim 1+ 1/xexp(—1/2%) =1 et lim @) = J(0) = lim 227
xz—07F z—0 xz—07F z—0~ z—0 z—=0- T

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.

3. Comme lim 1+2/z%exp(—1/2%) =1et lim cosz = 1, f" est continue en 0, et donc continue
z—0t z—0~

= 1.

sur R.
4. On a lim M hm 2/t exp(—1/2?) = 0 et lim f'(xz) = f'(0) ~ lim cosx — 1 _

=0+ T — 2—0 z—0~ z—0 z—0~ T

0, ot f est deux f01s derlvable en 0, et f"(0) =0.

Exercice 10-6 Soit n € N. On définit f,, : R — R par

Fulz) = {xnsin(l/x), siz 0

0, sier=0



1. Pour quelles valeurs de n, f, est-elle continue ?
2. Pour quelles valeurs de n, est-elle f,, dérivable ?
3. Pour quelles valeurs de n, est-elle f; continue?

4. Pour quelles valeurs de n, est-elle f! dérivable?

Réponse :

1. Comme sin est une fonction bornée, on a lin[l) fo(x) = 0 si n # 0. Par contre lin% sin(1/x)
T— T—>

n’existe pas. Vérifions-le en utilisant deux suites de nombres strictements positifs (a,) et (by).

Qn

1 1
— (neN") ; b, = (n eN) .

nm 5 +nm

Quand on pose ¥ = a,, on a lirf sin(1/a,) = 0; en fait, f(a,) = 0 pour tout n € N*. Par
n—-+00

contre, nEIPm sin(1/b,,) n’existe pas. En effet, f(b,) = 1 sin est pair et f(b,) = 1 si n est impair.
Ainsi f,, est continue sur R pour n > 1.

2. En dehors de 0, f, est dérivable, de dérivée f (x) = na" 'sin(1/x) — 2™ ?cos(1/z). En 0 on
AR

x—0 xr — 0
auquel cas f!(0) = 0.

= hH(l) 2" sin(1/z). Ainsi f est dérivable en 0 si et seulement si n > 2,
T—

3. On a lin(l) fl(x) = lin(l) naz™ 'sin(1/z) — 2" 2 cos(1/x) = 0 seulement si n > 3, car quand n = 2,
T— T—
lir% cos(1/x) n’existe pas, une conclusion a laquelle on peut aboutir par la méme méthode que
T—r

la non existence de la limite de sin(1/x) en 0. Donc f;, est continue, uniquement si n > 3.

/ o
4. f est dérivable en dehors de 0. On a lim M

z—0 x—0
et donc f;, est dérivable en 0 si et seulement si n > 4.

= lin% nz™ %sin(1/z) — 2™ % cos(1/z)
T—r

Exercice 10-7 Appliquer le théoréme des accroissements finis pour démontrer les inégalités sui-
vantes :

1. |sinz| < |z| pour > 0;
2. In(1 +2) <z pour z > 0.

Réponse :
1. On considére f(x) = sinxsurx € [0,+o00]. La fonction f es continue sur [0, z] et dérivable sur
— f(0
10, z[, par le théoréeme des accroissements finis il existe ¢ €]0, z[ telle que f'(c) = Lg()
:L‘ J—

Dong, | cos(¢)(x — 0)| = | sinz|. Puisque |cosc| <1 on a |sinz| < |z|.

2. Cette fois si on considére f(z) = In(1 + z) sur [0,z], x > 0. La fonction f es continue sur
[0, ] et dérivable sur |0, z[, par le théoréme des accroissements finis il existe ¢ €]0, z[ telle que
In(l1+z)-mn1 1

x—0 1+

" Donc In(1 + z) = 1&“ <

Exercice 10-8

1. Montrer que pour tous réels a et b avec 0 < a < b :

b_a< tan b t <b_a
arctan o — arctan a .
14+ b2 1+ a2

2. En déduire que :

7r+3< ¢ 4 <7r+1
-+ — rctan | — -+ -
4 Ty SO 3 S T



Réponse :
1. La fonction arctan est continue et dérivable sur R. Le théoréme des accroissements finis montre
alors qu’il existe ¢ €a, b[ tel que

arctan b — arctan a = arctan’ ¢(b — a)

1 - 1 - 1
14+062 14+c¢2  1+a2

1 . }
Comme arctan’ z = ——— est strictement décroissante sur R* on a
1+ 22 *
T
d’ou le résultat.

2. 1l suffit d’écrire I'encadrement précédent pour a = 1 et b = 4/3.

Exercice 10-9

1. Montrer que pour tous réels x et y : |cosy — cosz| < |y — z|.

2. Montrer que pour tous réels x et y tels que z # y : |cosy — cosz| < |y — z.

Réponse :

1. La fonction cosx est continue et dérivable sur R. Par conséquent, si = # y, disons x < y sans
perte de généralité, le théoréme des accroissements finis nous montre qu'il existe ¢ €]z, y[ tel
que

cos(z) —cos(y) = cos'(c)(x—y) = (—sin(c))(z —y)
En valeur absolue, on obtient

[cos() —cos(y)] = lcos'()lle—yl < Jx—y| .

parce que —1 <sin(c) < 1. Si z = y, bien sir I'inégalité large reste vraie.
2. On essaye d’affiner I'inégalité du premier point. Sans perte de généralité, on supposera x < y.
Il y a deux cas a considérer. Dans le premier il n’existe pas de k € Z tel que z < 5 < y. Sous

cette hypothése, pour tout ¢ €lx,y[, | cos(c)| < 1. Par conséquent, I'inégalité qui découle du
théoréme des accroissements finis devient

| cos(z) —cos(y)] = [cos'(O)llx —y| < [z—y| .

Mettons-nous maintenant dans le cas contraire. Comme l'intervalle |x,y[ est borné il existe
s
k € 7Z tel que x < E—i-kmgy. Alors,

| cos(x) — cos(y)| = |cos(x)— cos(g + km) + cos(g + km) — cos(cos(y)|
= [cos(x) = 0] + [0 — cos(y)|

< Jeos'(¢)||z — (g + k)| + | cos'(c1)| cos(g + k) —yl.

T T
Comme z < y, soit x < 3 + ki, soit 3 + km < y. Respectivement, soit |cos(c¢;)| < 1, soit

| cos(ca)| < 1. Ainsi

| cos(z) —cos(y)| < |z — (E + km)| + \cos(g + km) — g

2
= cos(g—i—lmr) - x+y — cos(g—l—lmr)
= |z =yl

Exercice 10-10 Soit f de [0, 1] vers R une fonction trois fois dérivable.




1. On suppose que f(0) = f'(0) = f“(0) = 0 et que f(1) = 0. Montrer que f” s’annule sur
Iintervalle 0, 1[.

2. On suppose ici que f(0) = f(1/3) = f(2/3) = f(1) = 0. Montrer le méme résultat.

3. On suppose ici que f(0) = f(0) =0 et que f(1) = f'(1) = 0. Montrer le méme résultat.

Réponse : C’est une suite d’applications du théoréme de Rolle. L’existence de a et [3 est justifiée
par ce théoréme.
1. Comme f(0) = f(1) = 0 il existe a €]0, 1] tel que f'(a) = 0. Alors comme f'(0) = f'(a) =0
il existe 8 €]0,a] tel que f“(8) = 0, et finalement, comme f”(0) = f"(8) = 0 il existe
v €0, B[]0, 1] tel que f”(v) = 0.
2. Pour f’ on a trois racines distinctes, une entre 0 et 1/3, une entre 1/3 et 2/3 et une entre 2/3

et 1, donc 2 racines distinctes pour f” et finalement 1 pour f”.

3. f(0) = f(1) = 0 nous donne une troisiéme racine pour f’, on conclut comme ci dessus.

1
Exercice 10-11 Montrer que 100 + 200 est une approximation par excés de v 10001, et que l'erreur

d’approximation est inférieure & .
PPTOX 4-106

1
Réponse : On applique le théoréme des accroissements finis & f(r) = v/x, de dérivée F En effet,
—_— x

d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]10000, 10001] tel que V10001 — /10000 =
1

1 1 1
. Comme la fonction x — ——= est décroissante,

1
[ < = —
2\/c 24/c 2y/c  24/10000 200

1 1
v10001 = 100 + NG Nz < 100 + 200° La valeur absolue de la différence entre la valeur exacte et
c

I’approximation est

. Par conséquent,

T2

2¢/c 2000 2| 100y/c

’1 1| 1|y/e—100

1 c—10* _ 1
100/c(y/c + 100)| 4. 106

1
Exercice 10-12 Montrer que pour tout entier K > 1:0 < In(k+1)—Ink < iz En déduire que pour

. 1 1 1
touten‘mernz1,1n(n+1)§1—|—§+§+...+__
n
1

1 1
Déterminer im H, ot H, =1+ -+ -+ ---+ =7
neN 2 3 n

Réponse : La fonction In est continue et dérivable sur R* , de dérivée 1/z. Comme pour k > 1, 1/k <
1

1, le théoréme des accroissements finis montre que pour k > 1, [In(k+1)—Ink| = In(k+1)—Ink < T

Les sommes téléscopiques impliquent In(n+1) = Z In(k+1) —Ink, d’ou le résultat, par la premiére

k=1

conclusion. Comme lim Inn = oo, on conclut que H,, diverge aussi.
n—oo

Exercice 10-13

1. Utiliser I'exercice précédent pour montrer que pour a < 1

"1
1i — = 0.
Jm D g =

a—1 1 1
2. 0 intenant o > 1. Pour k > 2, t — .
I Ssuppose malntenant « our = comparer ]{;a € (k — 1)0[71 kafl




3. Toujours pour o > 1, montrer que

"1 o
li — = .
tm =t -
k=1
Réponse :
.S1ia< i — >
1. Sia <1, alors 7111_)][20 g 1 nh_)IIC}O E k;

. Par le théoréme

2. La fonction f(z) = 1/2*"" est continue et dérivable sur R, de dérivée —

1 1
des accroissements finis, appliqué sur l'intervalle [k—1, k|, T = f(k—=1)—f(k) =

xO&

a—1
£ =1) = () >
3. On a donc par les sommes télescopiques ia_—l =a—1 + Zn:a_l <1- +a—1
. P p1q ) p ka - — ka nafl .
-1 "1
A la limite, on obtient nh_)rrolo Z ———— < «a. Ceci équivaut a 7111_)10(()10 Z o < —
Exercice 10-101 Soit f : R — R dérivable. Calculer lim af(z) —x f(a)7 pour un a € R.
r—a Tr — a
Réponse : On a lim aflz) —zf(a) = lim af(w) —ajla) *af(a) —z/(a) =af'(a) — f(a).
- Tr—a Tr — a T—a Tr— a

Exercice 10-102 Montrer que la fonction P de R vers R définie par P(z) = ' + az” + bx + ¢
(a,b,c € R) a au plus 4 racines réelles.

Réponse : La dérivée seconde de P est 99002% +42ax°. Ce polynéme a au plus deux racines réelles,

. —42a
0 et . Par conséquent, P a au plus deux points d’inflexion. Ceci implique que P ait au plus

9900
4 racines réelles.

Exercice 10-103 On définit

f R — R
r — In(l+2?%) — arctanz

P(z)

1. Montrer que pour tout n € N* et z € R, f((z) = m
T n

ou P, est un polynome de degré
n qui satisfait les identités

(a) Pi(r) =2z —1,

(b) Poii(z) = (22 + 1)P.(2) — 20P,(z) .

2. Montrer que pour tout n € N*, le polynéome P, a n racines distinctes.

Réponse :
1. C’est un raisonnement par récurrence sur n € N*.

2. On se contente d’une indication. Pour n = 1, c’est clair. Pour n + 1 on évalue P, ; en les n
racines supposées distinctes de P, et étudie le changement de signe.



Exercice 10-104 Soit f : [a,b|— R une fonction continue, dérivable sur Ja,b[. Montrer que f est
dérivable a droite en a et f'(a) = lim+ f'(z), en supposant que cette limite est finie.
Tr—a

Réponse : On calcule lim M. Pour chaque = €]a, b], il existe ¢, €]a, z| tel que fl@) — fla) =
T—ra r—a T—a
f'(c,). La conclusion s’ensuit en utilisant I’hypothése que la limite lim+ f'(x) soit finie.
r—a

Exercice 10-105 Soient a < b deux réels. Existe-t-il une fonction dérivable f de [a,b] vers R telle
que l'on ait simultanément le comportement asymptotique lirgl f(z) = oo et la majoration |f'| <17
x—b—

Réponse : Non. En effet, pour tout a < by < b, il existe ¢ €]a, by[ tel que f(by) — f(a) = f'(c)(by—a).
En valeur absolue, on obtient |f(by) — f(a)| = |f'(¢)||(bo — a)| < |by — a|. Par conséquent la valeur
de f(bo) est majorée par f(a)+ |by — a|. Ceci empéche que hril f(z) = 0.

x—b—

Exercice 10-106 Soit f de [0, 1] vers R une application continue sur [0,1] telle que f(0) = 0 et

F1)=1.
On suppose que [ est dérivable en 0 et en 1 et que l'on a f'(0) = f'(1) = 0.

1. Montrer qu'il existe un « dans |0, 1] tel que

flo) _ fl)-1

o a—1

flx) = f(0)  f(1) — f(=) |
x—0 1—x

2. On suppose de plus que f est deux fois dérivable sur [0, 1]. Montrer qu'’il existe un 5 dans ]0, 1|
tel que | f”(B3)| > 4. [Indication : raisonner par I’absurde et étudier les fonctions x + f(x) —2 z?
et x> 1— flx) —2(1 —2)?]

En déduire que f(a) = . |[Indication : étudier la fonction g(z) =

Réponse : Suivez soigneusement les indications. Pensez a utiliser le théoréme des valeurs intermé-
diaires.

Exercice 10-107 Soit f la fonction définie par f(z) = xlnz — x.

1. En appliquant a f le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout n > 1, on a :
Inn < f(n+1)— f(n) <In(n+1).

2. En déduire que pour tout n > 1, on a :
Inl+mm2+---+n<fn+1)+1<In2+m3+---+In(n+1).

3. En déduire que pour tout n > 1, on a :

n n+1
e(ﬁ) Snlge(n+1) )
e e

Réponse :
1. f(x) est dérivable de dérivée Inz, strictement croissante.
2. On fait la somme de 1 & n de ses inégalités pour obtenir le résultat.

3. Onadonc f(n)+1 < In(n!) < f(n+1)+1, soit I'encadrement désiré en passant a I’exponentielle.



