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Feuille 5 

Nombres complexes 

 

 

Exercice 5-1 Soit 𝑓: ℂ ∖ {0,−3} → ℂ l’application définie par  

𝑓(𝑧) =
𝑧2 − 1

𝑧(𝑧 + 3)
 

Calculer 𝑓(1 − 𝑖) et 𝑓(1 + 𝑖) 

 

Exercice 5-2 Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe 

𝑧 =
1 + 𝑖𝑚

2𝑚 + 𝑖(𝑚2 − 1)
,    𝑚 ∈ ℝ 

 

Exercice 5-3  

Calculer le module et un argument de  

𝑧 =
1 + 𝑖√3

√3 + 𝑖
 

 

Exercice 5-4 

Calculer le module et un argument de  

𝑢 =
√6 − 𝑖√2

2
       et      𝑣 = 1 − 𝑖 

En déduire le module et un argument de 
𝑢

𝑣
. 

 

Exercice 5-5 

Déterminer l’ensemble des nombres complexes 𝑧 tels que : 

1. |1 − 𝑧| ≤
1

2
 

2. ℛ𝑒(1 − 𝑧) ≤
1

2
 

3. ℛ𝑒(𝑖𝑧) ≤
1

2
 

4. |1 −
1

𝑧
|
2

= 2 

5. |
𝑧−3

𝑧+3
| = 2 

6. |
𝑧−3

𝑧+3
| < 2 

 

Exercice 5-6  

Soit 𝑧 = √2 + √3 + 𝑖√2 − √3 

1. Calculer 𝑧2, puis déterminer le module et un argument de 𝑧2, puis écrire 𝑧2 sous forme trigonométrique. 

2. En déduire le module et un argument de 𝑧. 

3. En déduire cos (
𝜋

12
) et sin (

𝜋

12
). 

 

Exercice 5-7  

1. Déterminer la forme trigonométrique de (1 + 𝑖)𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. (Utiliser la formule de Moivre). 

2. En déduire une expression simple de (1 + 𝑖)𝑛 + (1 − 𝑖)𝑛. 
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Exercice 5-8  

1. Calculer les racines carrées des nombres complexes 

𝑎)  𝑧1 = 7 + 24𝑖                       𝑏) 𝑧2 = 9 + 40𝑖                𝑐) 𝑧3 = 1 + 𝑖 

2. Résoudre dans ℂ les équations suivantes : 

𝑎) 𝑧2 = −2√3 + 2𝑖      𝑏) 𝑧2 = 3 − 4𝑖 

 

Exercice 5-9 Résoudre dans ℂ les équations suivantes : 

1. 𝑖𝑧2 + (1 − 5𝑖)𝑧 + 6𝑖 − 2 = 0 

2. 2𝑧2 + (5 + 𝑖)𝑧 + 2 + 2𝑖 = 0 

3. 𝑧4 + 10𝑧2 + 169 = 0 

4. 𝑧3 + 3𝑧 − 2𝑖 = 0 

5. (1 + 2𝑖)𝑧2 − (9 + 3𝑖)𝑧 − 5𝑖 + 10 = 0 

 

Exercice 5-10 Pour rappel : Soient 𝑧 ∈ ℂ∗ et 𝑛 ∈ ℕ∗. Il existe exactement 𝑛 nombres complexes 𝜔 vérifiant 

𝜔𝑛 = 𝑧 

Ces nombres sont appelés les 𝑛 racines 𝑛-ième de 𝑧. 

1. Représenter dans le plan complexes ℂ les 6 racines 6-ième de 1 et les 4 racines quatrième de −1. 

2. Soit 𝑛 ≥ 2 un entier. Déterminer les 𝑛 − 1 racines du polynôme complexe 1 + 𝑧 + 𝑧2 + ⋯+ 𝑧𝑛−1. 

 

Exercice 5-11  

1. Déterminer les racines cubiques de 1 

2. On note 𝑗 =
−1+𝑖√3

2
. Montrer que 1 + 𝑗 + 𝑗2 = 0. 

3. Exprimer toutes les racines cubiques de 1 en fonction de 𝑗. 

 

Exercice 5-12 

1. Donner les solutions complexes de 𝑧4 = 1. 

2. Résoudre 𝑧4 = −
1

2
− 𝑖

√3

2
 

3. Résoudre 𝑧8 + (−
1

2
+ 𝑖

√3

2
) 𝑧4 −

1

2
− 𝑖

√3

2
= 0 

 

Exercice 5-13 Résoudre dans ℂ les équations suivantes : 

1. 𝑧5 − 𝑧 = 0 

2. 27(𝑧 − 1)6 + (𝑧 + 1)6 = 0 

3. 𝑧
7
=

1

𝑧2 

4. 𝑧6 − (3 + 2𝑖)𝑧3 + 2 + 2𝑖 = 0 

 

Exercice 5-14 Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans ℂ l’équation suivante : 

𝑧3 + (1 − 3𝑖)𝑧2 − (6 − 𝑖)𝑧 + 10𝑖 = 0 

 

Exercice 5-15 

Montrer que  

∀𝑧, 𝑧′ ∈ ℂ, |𝑧 + 𝑧′| ≤ |𝑧| + |𝑧′| 

En déduire que 

∀𝑧, 𝑧′ ∈ ℂ, ||𝑧| − |𝑧′|| ≤ |𝑧 − 𝑧′| 

 

Exercice 5-16 Soient 𝑧, 𝜔 ∈ ℂ. Etablir la relation 

|𝑧 + 𝜔|2 + |𝑧 − 𝜔|2 = 2(|𝑧|2 + |𝜔|2) 
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Et en donner une interprétation géométrique. 

 

Exercice 5-17 Soit 𝑥 ∈ ℝ 

1. Calculer cos(3𝑥) (resp. sin(3𝑥)) en fonction de cos(𝑥) (resp. de sin(𝑥)). 

2. Linéariser sin4(𝑥) puis cos(𝑥) sin4(𝑥) 

 

Exercice 5-18 Soient 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝜃 ∈ ℝ. Calculer 

𝑈𝑛 = ∑ cos(𝑘𝜃)

𝑘=𝑛

𝑘=0

,   𝑉𝑛 = ∑ sin(𝑘𝜃)

𝑘=𝑛

𝑘=0

 

 

Exercice 5-19 Soit 𝑐 ∈ ℂ avec |𝑐| < 1. 

1. Montrer que |𝑧 + 𝑐| ≤ |1 + 𝑐𝑧| si et seulement si |𝑧| ≤ 1. 

Soient 𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| ≤ 1} le disque unité et 𝐶 = {𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| = 1}  le cercle unité. 

2. Montrer que l’application 

𝑓: 𝐷 → 𝐷

𝑧 ⟼
𝑧 + 𝑐

1 + 𝑐𝑧

 

Est une bijection pour laquelle 𝑓(𝐶) = 𝐶. 

 

Exercice 5-20 Donner les applications de ℂ qui représentent les transformations du plan suivantes : 

1. La translation du vecteur d’affixe −2 + 𝑖. 

2. La symétrie centrale du centre 𝑖. 

3. La rotation d’angle 𝜋/6 et de centre 1. 

 

 

Exercice 5-100 

 Soit 𝑧 =
3

√3+𝑖
, calculer 𝑧4. 

Exercice 5-101 

Soit (𝐸) l’équation  

𝑧4 − 3𝑧3 + (2 − 𝑖)𝑧2 + 3𝑧 − 3 + 𝑖 = 0 

1. Montrer que (𝐸) admet des racines réelles. 

2. Résoudre (𝐸). 

Exercice 5-102 

1. Déterminer les quatre nombres complexes 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 différents de 1, qui sont solutions dans ℂ de 

l’équation 𝑧5 = 1. 

2. Montrer, pour tout nombre complexe 𝑧, l’égalité : 

1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧4 = (𝑧 − 𝑎)(𝑧 − 𝑏)(𝑧 − 𝑐)(𝑧 − 𝑑) 

Exercice 5-103 

Soit 𝑧 = √2 + √3 + 𝑖√2 − √3 

4. Calculer 𝑧2, puis déterminer le module et un argument de 𝑧2, puis écrire 𝑧2 sous forme trigonométrique. 

5. En déduire le module et un argument de 𝑧. 

6. En déduire cos (
𝜋

12
) et sin (

𝜋

12
). 

Exercice 5-104 

Soit 𝑓: ℂ → ℂ définie par 𝑓(𝑧) = 𝑧(1 − 𝑧) 

1. Déterminer les points fixes de 𝑓 c’est-à-dire résoudre 𝑓(𝑧) = 𝑧. 

2. Montrer que si |𝑧 −
1

2
| <

1

2
 alors |𝑓(𝑧) −

1

2
| <

1

2
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Indication : 𝑧(1 − 𝑧) = (𝑧 −
1

2
) (

1

2
− 𝑧) +

1

4
 

Exercice 5-105 

1. Résoudre 𝑧3 = −2 + 2𝑖 

2. Résoudre 𝑧3 = −8𝑖 

3. Résoudre  

1

2
𝑧6 + (1 + 3𝑖)𝑧3 + 8 + 8𝑖 = 0 

 On rappelle que √676 = 26. 

Exercice 5-106 Soit 𝑥 ∈ ℝ. 

1. Calculer cos2(𝑥) sin3(𝑥) en fonction de sin(𝑥). 

2. Linéariser cos4(𝑥). 

Exercice 5-107  

1. Identifier les transformations dans le plan complexe les transformations suivantes : 

a. 𝑓1: 𝑧 → 𝑧 + 3 − 2𝑖 

b. 𝑓2: 𝑧 → 𝑒𝑖
2𝜋

7 𝑧 

c. 𝑓3: 𝑧 → 𝑒𝑖
2𝜋

3 𝑧 − 1 

d. 𝑓4: 𝑧 → 3𝑧 − 5 + 𝑖 

2. Donner les applications qui représentent dans le plan complexe les transformations suivantes : 

a. La translation de vecteur d’affixe −2 + 𝑖 

b. La symétrie de centre 𝑖. 

c. La rotation d’angle 
𝜋

6
 et de centre 1. 

d. L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 + 2𝑖. 

Exercice 5-108 

Soit ℎ une homothétie de rapport 𝑘 et ℎ′ une homothétie de rapport 𝑘′ et de centres respectifs Ω, 

d’affixe 𝜔, et Ω′, d’affixe 𝜔′. 

1. Soit 𝑡 une translation de vecteur 𝑢⃗ . Montrer que les composés ℎ ∘ 𝑡 et 𝑡 ∘ ℎ sont des homothéties de 

rapport 𝑘. 

2. Si 𝑘𝑘′ ≠ 1, montrer que ℎ ∘ ℎ′ est une homothétie de rapport 𝑘𝑘′ et que les centres de ℎ, ℎ′ et ℎ ∘ ℎ′ 

sont alignés. 

3. Si 𝑘𝑘′ = 1, montrer que ℎ ∘ ℎ′ est une translation. 

Exercice 5-109 

On rappelle que  

𝑗 = 𝑒
2𝑖𝜋
3 ;    𝑗2 = 𝑗     et  que      𝑗3 = 1 

Soit 𝑟 une transformation du plan qui a un point 𝑀 associe le point 𝑀′ d’affixe 𝑀′ = 𝑟(𝑀) d’affixe 

𝑧′ = −𝑗2𝑧 + 1 + 𝑗2  

Soit 𝑟′ une transformation du plan qui a un point 𝑀 d’affixe 𝑧 associe le point 𝑀′ = 𝑟′(𝑀) d’affixe 𝑧′ =

𝑖𝑧 + 1 − 𝑖  

1. Montrer que 𝑟 est une rotation du plan dont on donnera l’affixe du centre Ω et l’angle de la rotation. 

2. Montrer que 𝑟′ est une rotation du plan dont on donnera l’affixe du centre Ω′ et l’angle de la rotation. 

3. Calculer l’affixe 𝑧′′ du point 𝑀′′ = 𝑟 ∘ 𝑟′(𝑀), où 𝑀 est un point d’affixe 𝑧. Que peut-on en déduire de 

𝑟 ∘ 𝑟′ ? 


