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Feuille 5
Nombres complexes

Exercice 5-1 Soit f: C \ {0, —3} — C I’application définie par

z2 -1
fz) = z(z+3)
Calculer f(1 —i) et f(1+10)
Correction exercice 5-1
f1-i) = (1-9°-1 _1-2i-1-1_ -1-2i _-1-2i (-=1-2)(3+5)
1-D(1—-i+3) (A—-i)@4—i) 4—i—4i—1 3-5i 9 + 25
_ —3-5i—6i+10 7-11i 7 11
- 34 T34 ﬁ_?z;l N
fA+i)=fA-1i) =3—4+3—41
Exercice 5-2 Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe
1+im
Z=2m+i(m2—1)' m &R
Correction exercice 5-2
1+im 1+im)2m—i(m?>—-1)) 2m—i(m?—1) + 2im*> + m(m? — 1)
Z=2m+i(m2—1)= 4m? + (m? — 1)2 - 4m2 4+ m* —-2m?2 +1
2m—im*+i+2im*+mP-m mm’+ 1D +im*+1) m+i
B m4 +2m? + 1 - (m? + 1)2 T m24+1
m 1
Tm2+1 + "m? +1
Donc Re(z) = m;”ﬂ et Im(z) = m21+1

Exercice 5-3 Calculer le module et un argument de
1+iV3
7z =
V3+i

Correction exercice 5-3

1+iv3 _ (1+0V3)(V3—1) _V3-i+3i+v3_2V3+2i V3 1. =

V3 +i (V3)? + 12 4 4 R
Donc |z| = 1 et un argument de z est g.
Exercice 5-4
Calculer le module et un argument de
V6 —iv2 ,
u= — et v=1-1i

En déduire le module et un argument de %
Correction exercice 5-4

_We-iv2| _Ve+z_+B _Vix2 _2v2

lul 2 2 2 2 7 = V2
uz%—ziﬁzﬁ(\mxz?:/;i\/?>=ﬁ<\/§x;/j§—i\/§>=ﬁ<\/§2—i>=ﬁe_%

Donc |u| = /2 et un argument de u est — %.



vl =12+ (D2 = V2

Donc |v| = /2 et un argument de v est —%.

u \/Ee“'%zel-(_z,z) i

TT
v \/ze—lz

Donc |5| = 1 et un argument de = est —.
v v 12

Exercice 5-5 Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que :

o

11—z < 2
2

Re(1-2) <3

Re(iz) <%

2
h—l =2
Z

Z;3| =2

z+3

z=3

z+3

Correction exercice 5-5

1.

L’ensemble des points d’affixe z € C, tels que |1 — z| < % est le cercle de centre Q d’affixe 1 et de
1

rayon >

On pose z = x + iy avec x et y réels

l1—-z=1—-x-1iy

(1 )<1 el 1
Re Z_2 x_z x_2

. . N - - . 1
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe a droite de la droite verticale x = P

On pose z = x + iy avec x et y réels
iz=ilx+iy) =—-y+ix

Re(iz)<1<=>—y<l(:)y>—1
— 2 ~ 2 -2
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe au-dessus de la droite horizontale y = —%
On pose z = x + iy avec x et y réels
1)? z—1)?
i--] =2 —26)z-12 =21z & (= D2 +y? = 2(x2 +y2)

©x?-2x+1+y?=2x?+2y’ o 1=x>+2x+y?’©1=(x+1)2 -1+ y?
e x+1)2+y2=2
L’ensemble des solutions est le cercle de centre (—1,0) et de rayon +/2.

z—3 z — 3|
=2
z+3 z+3
ox?—6x+9+y2=4x*+6x+9+y?) o x?—6x+9+y?
=4x2+24x+36+4y? © 0=3x2+30x+27+3y? © 0=x2+10x + 9 + y?
©0=x+5?%?-25+9+y? o 16 =(x+5)? +y2

L’ensemble des solutions est le cercle de centre (—5,0) et de rayon 4.

=4 |z-3’=4z+31’ 2 (x—3)2+y?=4((x + 3)2 + y?)




Z—3<2 z—3|?
@_
z+3 z+3

S x2—6x+9+y?<4(x*+6x+9+y’)eox?—6x+9+y?
<4x%+24x+36+4y? ©0<3x2+30x+27+ 3y 0<x?+10x+9 +y?
©0<(x+5?%?-25+9+y? o 16 < (x+5)2 +y2
L’ensemble des solutions est I’extérieur du disque de centre (—5,0) et de rayon 4.
Exercice 5-6 Soitz =2 +v3 +iv2 -3
1. Résoudre en coordonnées cartésiennes 1’équation dans C :
z2 =2+4+2i
2. Ecrire 2 + 2i sous forme polaire. Résoudre alors 1’équation en coordonnées polaires.

<4 |z-31°<41z+31P2 (x—3)? +y? < 4((x +3)2 + y?)

3. Déduire des deux questions qui précedent la valeur de cos (g)

Correction exercice 5-6
1. Oncherche z sous laforme z = a + ib, avec a,b € R
a’?—b*>=2

L
22=242io (a+ib)?=2+2i< a?—b?+2iab=2+2i < 1{
L, U 2ab =2

On trouve une troisieme équation en ecrivant que
2
22 = 12+ 2 & |z = 22 + 22 & (Va2 + b%) =VB e a® +b? =2V2 L

En faisant la somme des lignes L, et Ly

2a2=2+2\/§®a2=1+\/§@a=i—/1+\/§

En faisant la différence des lignes L et L,

2b2=2\/§—1<:>b2=\/§—1(:>b=i/\/§—1

La ligne L, indique que a et b sont de méme signe donc

z=\/1+\/§+i\/\/§—1 ou z=—\/1+\/§—i\/\/§—1

2. On met le module de 2 + 2i en facteur

2e2= 22 =2 (F e ) -2

On résous z2 = 2 + 2i en utilisant la forme polaire de 2 + 2i
|z2| = |2 + 2i| 1z|2 = 2V2
T (= T
rg(z?) = il 2kn, k€Z (2arg(z) = i 2km, k €T

|Z|=\/ﬁ

arg(z) = g+ km, k €{0,1}

2 = |2vZe 5 ke o)
Cela donne deux solutions

T (T T T
= ’2\/§eL§ et z= /2\/561(5”) = ’Zﬁel§e‘”= — /2\/5615

3. Encomparant les résultats du 1. et du 2., il est clair que

\/1 +\/§+i\/\/§— 1 =\/2\/§ei% =\/27\/§(cos(g) +isin(g))

D’ou I’on déduit que

2=2+2i(:>{
a

Donc

\/1+\/§=\/2\/§cos(g)
3



Et enfin

" m 1 V2 V21 VEee
cos ) = N AT A T
Exercice 5-7

1. Déterminer la forme trigonométrique de (1 + i)™ pour tout n € N. (Utiliser la formule de Moivre).
2. En déduire une expression simple de (1 + i)™+ (1 — i)™
Correction exercice 5-7

1. 1+i=\/§(‘/_ \/_) \/§e4 on en déduit que

(s o (\/Ee%> _ (\/E)n <e%-[>n _ 2% (e%r)n

im\
D'apres la formule de Moivre (eT> = e + , par conséquent

n nin
(1+D)"=22e 4
nim

2. =i =(T+1) =(T+1)" =22+, donc

nomm o no_nin ng onim _nin n nm nt2  nm
A+D"+ @A —-i)"=22e 4 +22e 4 =22<e4 +e 4>=22><2cos(7)=22 cos(T)

Exercice 5-8
1. Calculer les racines carrées des nombres complexes
a) zy =7+ 24i b) z, = 9 + 40i c)zz=1+1
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a)z? = —2V3+2i b)z?=3—4i
Correction exercice 5-8
1.
a. Soient a et b deux réels tels que :
(a +ib)? = a? — b? + 2iab = 7 + 24i
En identifiant les parties réelles et imaginaires
Ly {az -b2=7
2ab = 24
En prenant le module de (a + ib)? = 7 + 24i, on trouve

(Va2 + b2)2 =72+ 242 & a? + b? = V49 + 576 = V625 = 25 L,

En calculant L, + L4, on obtient 2a? = 32, par conséquent a®> = 16 eta = +4

En calculant Ly — L, on obtient 2b% = 18, par conséquent b> =9 eth = +3

La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 7 + 24i sont
44+3i et —4-—3i=-—(4+30)

b. Soient a et b deux réels tels que :
(a + ib)? = a® — b? + 2iab = 9 + 40i
En identifiant les parties réels et imaginaires
Ly {az —-b%2=9
Ly L 2ab = 40
En prenant le module de (a + ib)? = 9 + 40i, on trouve

2
(Jaz + bZ) =92 + 402 & a? + b2 = /81 + 1600 = V1681 = 41 L,
En calculant L, + L4, on obtient 2a? = 50, par conséquent a®> = 25 eta = +5
En calculant L3 — Lq, on obtient 2b% = 32, par conséquent b = 16 et b = +4
La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 9 + 40i sont
5+4i et —5—4i=—(5+4i)
4




c. Soient a et b deux réels tels que :

a.

(a+ib)? =a?> —b%>+2iab=1+1i
En identifiant les parties réels et imaginaires
Ly {az -b2=1
LU 2ab =1
En prenant le module de (a + ib)? = 1 + i, on trouve

(\/a2+b2)2=\/12+12<=a2+b2=\/§ Ly

En calculant L, + L, on obtient 2a® = 1 + /2, par conséquent a? = %E eta =+ /Hf

En calculant Ly — L, on obtient 2b? = v/2 — 1, par conséquent h? = leth =+ /%

2
La ligne L, montre que a et b sont de méme signe, les racines de 1 + i sont

1+v2  |V2-1 1+v2  [V2-1 1+v2  |V2-1
> +1i > et — > -1 > = — 5 +1 >

On utiliser la méme méthode que précédemment mais dans cet exemple il y a mieux

\/§ 1 2im
72 = —24/3 +2i =4<——+—i> =4e¢3

2 2

Donc z = +2e3

b. Utilisons une « petite ruse »

z2=3—-4i=4-2%X2—1=22-2x2i+i?=(2—-10)?
Doncz =4(2—1i)

Exercice 5-9 Résoudre dans C les équations suivantes :

1. iz?4+(1-5)z+6i—2=0
2. 222+ (5+i)z+2+2i=0
3. z*+10z2+169=0
4. z3+3z-2i=0
5. (14+2)z°- 9 +3i)z—5i+10=0
Correction 5-9
1.
A=(1-5)?-4i(6i—2)=1—-10i —25+24+8i=-2i=1-2i—1=(1-1)?
Les racines de 1’équation sont
zlz_(l_sgi_(l_l)=_22-:6l=—%+3=i+3=3+i
Car%z—i
Et
-5+ -0 4
%2 = 2i Tk
2.

A=(5+i)?-4%x22+20)=25+10i—1—-16—-16i=8—-6i=9—-2%x3i—1
=32-2x3i+i2=3-1i0)?

Les racines de 1’équation sont

Et

_cG+0-B-D_ 8_
7= 7 =3 "

-G+)+@B—-i) -2-2i 1 1

—=—zi

4 4 2
5




3. OnposeZ =z Z?+10Z + 169 = 0 a pour discriminant
A=10%—-4x169 =102 - (2x13)2 = (10 — 26)(10 + 26) = —16 x 36 = —4? x 62 = (24i)?

—10 + 24i _
1= 2 :_5+12l

—10 — 24i ,
;= ———=—5-12i

On cherche z = a + ib tel que
z2=27,© (a+ib)? = -5+ 12i © a? — b? + 2iab = =5+ 12i
Ly a? — b%* = -5
= 2ab =12

L3 (a? + b% = \/(=5)% + 122 = V25 + 144 = V169 = 13
En faisant la somme de L, et de L, ontrouve que 2a? =8 © a? =4 © a = 12,
En faisant la différence de L et de L,, on trouve que 2b?> = 18 © b2 =9 & b = +3,
D’aprés L,, a et b sont de méme signe donc z? = Z; a deux solutions

z,=2+3i et z,=-2-3i
On peut résoudre de la méme facon Z, = z2 ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a
coefficients réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution,
par conséquent z; = 2 — 3i et z, = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une
équation de degré 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes.
4. Onvoit que i est une solution évidente (car i3 + 3i — 2i = 0) donc on peut mettre z — i en facteur.
23 +3z-2i=(z—-i)(az’?+bz+c) o 23 +3z—2i =az®+ (—ia+ b)z?> + (=ib + ¢)z — ic

a=1 a=1
—l_a+b=0® b=la_=l
—ib+c=3 c=3+ib=2
—ic = —2i c=2

z23+3z-2i=(z—-)(Z*+iz+2)
Le discriminantde z2 + iz + 2 est A = i2 — 4 x 2 = —9 = (3i)?
Il'y a deux solutions
—i—3i _ —i+3i
> ==2i et z= > =i
Il'y a donc deux solutions, z; =i et z, = —2i.

Z =

A= (=(9+30)" — 41 + 20)(=5i + 10) = (33 + i)2) — 4(=5i + 10 + 10 + 20i)
=9(9 — 1+ 6i) — 4(—25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i

= -8 6i
Onpose § =a+ib,A =6 —8—6i =(a+ib)? © —8—6i =a? —b? + 2iab &
{az—b2=—8
2ab = —6

On rajoute Déquation |A| =|6%| & |-8 —6i| = a? + b%? © a? + b% = /(—8)2 + (—6)2 © a? +
b%? =64 +36 © a® + b? =100 = 10
a’ —b%? =-8
a’? + b? =10’
1, d’ou I’on tire b2 = 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3,
d’apres 1’équation 2ab = —6 < ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe
Opposeé.
Sia=1alorsh=—-3etd=1—3ietsia=—1alorsb=3etd =—-1+3i
Deuxieme méthode
On reprend le systeme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 © a? =



2 _ (=3) _ 2_~2—-_8 4 — 2
a2_b2=_8 a—(;) = -8 a az a*—9=—-8a
(=4 (=4 (=4

{ 2ab = -6 p=22 p==2 =

a

a*+8a?—-9=0 A2+84-9=0 o
p = =3 PN =3 , le discriminant de A2 + 84 — 9 = 0 est
a a
A =82+ 4 x9 =100 = 102 donc ses solutions sont 4; = _82_10 =—9etd, =—20=-14,<0
donc il n’y a pas de solution de a? = —9, par contre a? = 1 admet deux solutionsa = —1eta = 1.
Sia=—-1alorsb = _73 =3etsia=1alorsh = _73 = —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisieme méthode
A=-8—-6i=1—-6i—9=(1-3i)>doncd=1—-3ietd =—1+3i
Les solutions de (1 + 2i)z? — (9 + 3i)z —5i + 10 = 0 sont :
_(943)—-(1-3i))  8+6i 4+3i (4+3)(1—20) 4-8i+3i+6

AT T o0+ 20 T200+20) 1420 12422 10 - et
_0+30+a-3) 10 _ 5 _s0-2)_
2T o +20 20 +20) 1420 12422 '

Exercice 5-10 Pour rappel : Soient z € C* et n € N*. Il existe exactement n nombres complexes w Vérifiant
W=z

Ces nombres sont appelés les n racines n-ieme de z.

1. Représenter dans le plan complexes C les 6 racines 6-ieme de 1 et les 4 racines quatrieme de —1.

2. Soitn = 2 un entier. Déterminer les n — 1 racines du polynéme complexe 1 + z + z? + -+ + z"7 1,
Correction exercice 5-10

2ikm ikm

1. z26=1©3k€f{0,1,2345},z=¢6 =es
Il'y a donc six racines :

in 2im 3im . 4in _2im sim
zo=1,z,=e3;z,=€e3;z3=¢€e3 =e"=—-1;z,=e3 =e 3 =Z,etzs=e3 =72,
2im P in
e \f\
—1 / 0 \ 1
r X T \v) T X S 1
1,5 -1 0,5 0,5 1 1,5
X X
_2im e’ 3
e 3
24:—1@{ |2%] = -1 { lz|* =1
arg(z*) = arg(—1) + 2km, k€ Z 4arg(z) =n+ 2kn, k€Z
lz] =1
o m  2km
{arg(z) = Z + T, k €{0,1,2,3}

7



Il'y a donc 4 solutions

in 3in sim _3im 7im _im
Zoze4;21:e4;22:e4 =e 4:ZZ et 23:e4 =e 4-:Z1

1L
1,0

T~
-

-1,5 -1 -0,5 0,5 1 1,5
0;5
X X in
3im e 4
e” 4 1 —im
_2in e 3
e 3

1L
170

2. Pourtoutz e C\ {1}
1-—2z"
1—-z
Les racines du polyndme complexe 1 + z + z2 + --- + z™~1 sont les racines n-i¢mes de 1’unité privées
de 1, c’est-a-dire

14+z+2z%2+-4+2z" 1=

2ikm
e n ke{l2..,n}

Exercice 5-11
1. Déterminer les racines cubiques de 1

—1+iv3
2
3. Exprimer toutes les racines cubiques de 1 en fonction de j.

Correction exercice 5-11
1. Les trois racines de z3 = 1 sont :

2. Onnote j =

. Montrer que 1+ j + j2 = 0.

2ikm
z,=¢e 3 ,k€{0,1,2}
2im 4im
Soitzo=1,z =¢s = —2+iletz; = = —2— (2
. —1+iV3
2. j= S =21
Premiére méthode
_ i3 0
1+j+j%= = =0
Jj+]J 1=

Deuxieme méthode

sim o o2imy?
22:e3 :(93) 221:]2

Donc1+j+j2=1-2+i8_2_;B_g
2 2 2 2
3. 1=j% 2z =jetz, =j?
Exercice 5-12
1. Donner les solutions complexes de z* = 1.

, 1 . V3
2. Résoudre z* = —5- 1‘/7_



3. Résoudre z8 + (—1+ iﬁ)z4 _1_ iﬁ =0
2 2 2
Correction exercice 5-12

1. Les racines quatrieme de I’unité sont {1, i, —1, —i}.
1 V3 4im

2. ———i—=-¢ 3 donc
2 2
4 Aln 4
1 /3 ain X4 = |e3 1X]* =1
z4=—§—i7<:>X4=eT<:>

4n “ ) aarg(x _im 2km, k€T
arg(X4):?+2kn, kez arg( )_?-I_ T KE

|X] =1

o t km o X, = /D) k € (01,2,3)
arg(X) =z +—-, k€(0123) § ’ o
Il'y a quatre solutions :

i%_l_l_.\/§

Zp=e3 =o+i—
m.m 5in V3 1
Zl:el(3+2):e6 :——-|-l§

Autre solution

_%_%5:],2. Donc z* = —%—i?ij &zt —j2=0.0r

2t =2 =2 - NE*+)) =22 - jNE* - i3 = (2 - jD) e+ Dz - i)z + i)
D’ou les solutions :

Z=j2=—l—i§,2=l+i§,z=i( . iﬁ)=\/§ Letz B
2 2 2" 2

3. Onpose Z = z*, I’équation est alors du second degré.

Le discriminant est

2
1 V3 1 V3 1 3 3 3 33 (1 3
A_<_§+l7> —4<—§—l7>—2—1—17+2+2lv3—E+ > —3<§+l7>

in
= 3e3
Donc les solutions de §2 = A sont
in V3 1\ 3 43 im 3 3
= 6 = _— [ — = — | —— = — 6 = —(— | ——
§ =/3e \/§<2+12> 2+12 et § V3e (2+12)
L’équation du second degré a alors deux solutions :

1,.v3\ (3,.V3
(D)),
le =—E—l7

2
Et
1, .v3\,3,.V3
—(—7+l7>+§+17
Z, = =1
z 2

L’équation du huitiéme degré a pour solution :



1,=+i—,10, iz -1,-—z—i—,—i,5—i3

1 3 \/§+_1 1 V3 V3 1
22 2 2 2 27 72 2

Autre solution

1. V3 1 V3 Z\* Z
ZZ _ = L VY Z———'_:(){:ZZ i 7 220@(—) - 1:0
+< 2+12> 5= i +jZ +j ; +j+
Lessolutionsde T> + T+ 1=0sont T, = jetT, = j?

Exercice 5-13 Résoudre dans C les équations suivantes :

1. z22—-2z=0
2. 27—+ @+ 1D =0
3.7 ==

0 _Zz

4, z6—(3+20)z3+2+2i=0
Correction 5-13
1. z5—z=0ezz*-1)=0zZ*-1D)E*+1)=02zz-1DEz+1Dz-DEz+i) =0
z€{0,1,—1,i,—i}

2.
z+1\°
27(z—1) + (z+1)6 = 0 = (2 + 1) = —27(z—1)6(:)(z_1> = 27
On pose X = % et on va résoudre X¢ = —27
Xe__27(:){ x| = |-27| { |X]® =27 =33
B arg(X®) = arg(—27) + 2km, keZ 6arg(X) = m+ 2km, ke
1 1
1X|] =336 =32=+3
< T+ 2km 2k + 1)
arg(X) = e = ( ¢ ) , k € {0,1,2,3,4,5}
Il'y a donc 6 solutions
Qk+1)m
X, =V3e 6 ,ke€{0,1,2345}
Il reste a trouver les solutions de 27(z — 1)® + (z + 1)® = 0, soit z, une solution
Zr+1
X =Z" & Xie(ze = 1) = 2 + 10 Xz = X = 25+ 1 & Xz — 2 = X + 1 © (X — Dz
. —
X 4]l g = X, +1
= A Zk = X, — 1
Avec k € {0,1,2,3,4,5}.
L’énoncé ne précise pas sous quelle forme doivent étre mise les solutions, si on les veut sous forme
algébrique, il faut aller plus loin
Xe+1 Xe+DX—1) XX +X—1 3—-(Xx—X))—1 2-2iIlm(Xy)
Z, = = — = — = — =
X1 X —DXe—1) IXelP—Xe—Xe+1 3—(Xe+X)+1  4—2Re(Xy)
. . (Qk+ Dm
1 iim(ry 1 /3sin ()
2=ReX) 5 _ [3cos ((Zk -|6- 1)n>
Puis remplacer k par 0, puis par 1, etc...
3.

10



1

|_7| N 1 2
_7 1 zZ = 72 1ZI” = |-
zZ = Z_Z (=4 1 (=
arg(27) = arg (Z—2> + 2k, kE€Z 7 arg(z) = —2arg(z) + 2kn, k€L
1
lz|” = — 1z|° =1
< |z|* —5arg(z) = 2kn, k€T
—7arg(z) = —2arg(z) + 2kn, k€Z ’
lz| =1
S 2km
{arg(z) =-— k € {0,1,2,3,4}

Il'y a 5 solutions

_ 2kin
e 5, k € {0,1,2,3,4}

4, z6—(3+2i)z3+ 2+ 2i=0,0npose X = z3 et on résous
X?—@B+20)X+2+2i=0
A=0B+2)?-42+2i)=9+12i—4—-8—-8i=-3+4i=—4+2%x2i+1=Q2i+1)?
Il'y a deux solutions
_3+2i—(2i+1)_
1= 2 -
Il reste a résoudre z3 = 1etz3 = 2 + 2i

3+2i+2i+1
1 et X2= 2

=242

2ikn
z3=13ke€{0,12},z=¢€3

Car ce sont les racines troisi€émes de 1’unité, cela donne trois solutions

2im 1 V3  4irm 1 V3

3 =——4[]— 3 =———|—

1,e 2+l > ,e > i >
|23 = |2 + 2i|

arg(z3) = arg(2 + 2i) + 2km, k € Z
1 3

3(2 2 3 (V2 V2 3 im

2+2i=2§<—3+i—3>=27<—+i—>=2567

Z3=2+2i<=>{

22 22 2 2
3 1
Iz|? = 22 lz| =22 =+2
3=2+2i& T © . 2km
3arg(z) = Z+ 2km, k €Z arg(z) = E-I_ T,k € {0,1,2}

Cela donne trois solutions de plus
LT 9T .31 171
{\/ie‘ﬁ, V2e'1z =\2e'2 = -1+ i,\/felf}
Exercice 5-14 Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans C 1’équation suivante :
23+ (1-30)z2—(6—0)z+10i=0
Correction exercice 5-14
1. Soita € R tel que:
ad+(1-2Da*-31+Da-2+2i=0a*+a?>—-3a—-2+i(-2a>—-3a+2)=0
3 2 —
(:}{a +a*—-3a-2=0
—2a*—-3a+2=0
Les solutions de I’équation —2a? —3a+ 2 =0sonta, = —2 eta, = %
(=23 +(-2)2-3(-2)—2=-8+4+6—-2=0

2

(1>3+(1> 3(1) 2_1_|_1 3 2_1+2—12—16_ 25th
2 2 2 8 4 2 B 8 -8
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Donc seul —2 est solution de (E)
2. On peutdiviser z3 + (1 —2i)z2 —3(1+i)z— 2+ 2iparz + 2
22+ (1 —-2)z> -3 +i)z—2+2i z+2
z3 + 222 z24+(-1-2)z—1+1i
(—1-2)z%2-3(1+i)z—2+2i
(—1-2)z%+2(—1-2i)z
(-14+i)z—2+2i
(-14+i)z—2+42i
0

Par conséquent
22+ (1-20)z°-31+)z-2+2i=z+2)Z*+(-1-2D)z—1+1)
=(Z+2)(Z*?-1+2)z—-1+1)
Les solutions de (E) sont donc

z2—(1+2)z+i—-1=0
A=1+2)?-4(i-1)=1+4i—-4—-4i+4=1

1+2i—1
21: 2 =1

1+2i+1 ,
Zzszl‘i‘l

Exercice 5-15
Montrer que
vz,z €C|z+Z'| < |z| + |Z'|
En déduire que
Vz,z' €C, ||z| — |Z’|| <|z-2Z|
Correction exercice 5-15
lz+212=@+2)z+2)=@+2)Z+2)=2Z+22' +2'Z+2'7 = |z|> + 22" + 2z’ + |7'|?
= |z|? + 2Re(zz') + |2'|? < |zI? + 2|zz'| + |2|? = |2|? + 2|zl|7'| + |2|?
= |z|? + 2|z||z'| + |2'|* = (|z] + |2])?
Comme|z+z'|=0et|z|+]2'| =0
Onalz+~Z'| <|z| + |Z'|
Dans|z+z'| <|z|+ |z'|onpose Z =z+ 2z etZ' =z doncz =Z — Z', cela donne
Z|<z-Z'|+1Z'| e |Z| - |Z'| <2 -Z'| (1)
Puis on intervertit Z et Z' dans (1) onobtient |Z'| — |Z| < |Z' = Z| = |-(Z-Z)| =1Z-Z"| (2)
Comme ||Z| = |Z'|| = |Z| = 1Z'| si |Z| = |Z'| et [|1Z| = |Z'|| = =(1Z| = 1Z') = |1Z'| = |Z]| si |Z'| = |Z]|
(1) ou (2) donne le résultat.
Exercice 5-16 Soient z, w € C. Etablir la relation
1z + w|?* + |z — w]|* = 2(|z]* + |w]?)
Et en donner une interprétation géométrique.
Correction exercice 5-16
z+wl?+lz—w?=GC+w)(Z+0)+(z—-w)(Z-)
=z|? + zw + wZ + |w|? + |z|* — zw — wZ + |w|? = 2(|z]? + |w|?)

12



C’est I’égalité du parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des cotes est égale a la somme des
carrés des diagonales
Exercice 5-17 Soit x € R
1. Calculer cos(3x) (resp. sin(3x)) en fonction de cos(x) (resp. de sin(x)).
2. Linéariser sin*(x) puis cos(x) sin*(x)
Correction exercice 5-17

1.
cos(3x) + i sin(3x) = e3* = (ei")3
Avec la formule de Moivre
cos(3x) + isin(3x) = (ei")3 = (cos(x) + isin(x))3
= cos3(x) + 3 cos?(x) (i sin(x)) + 3 cos(x) (i sin(x))? + (isin(x))3
= cos3(x) + 3i cos?(x) sin(x) — 3 cos(x) sin?(x) — i sin3(x)
= cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(x) sin(x) — sin3(x))
En égalisant les parties réelles et imaginaires
{cos(Sx) = cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) = cos3(x) — 3 cos(x) (1 — cos?(x)) = 4 cos3(x) — 3 cos(x)
sin(3x) = 3 cos?(x) sin(x) — sin3(x) = 3(1 — sin?(x)) sin(x) — sin3(x) = 3 sin(x) — 4 sin3(x)
2.
eix _ e—ix 4 e4ix _ 463ixe—ix + 6eZixe—2ix _ 4eixe—3ix + e—4ix
sin*(x) = , =
20 16
e*iX 4 e=4x — 4(e%* 4+ 4¢72%) + 6 _ 2cos(4x) — 4 x 2cos(2x) + 6
B 16 B 16
1 1 3
= = cos(4x) — = cos(2x) + =
8cos( X) 2cos( x) + 3
eix + e—ix e4ix + e—4ix _ 4ezix _ 4e—2ix +6
. 4_ — X
cos(x) sin*(x) > 16
— %(eSix + e—3ix _ 4e3ix _ 4e—ix + 6eix + e3ix + e—5ix _ 4_eix _ 43—3ix + 6e—ix)
1 , , . . . )
—_ 5ix —5ix __ 3ix —-3ix ix —ix
—32(e +e 3(6 +e )+2(e +e ))
1
=37 (2 cos(5x) — 3 x cos(3x) + 2 x 2 cos(x))
1 3 1
=Te cos(5x) — 32 cos(3x) + gcos(x)
Exercice 5-18 Soientn € N*, 8 € R. Calculer
k=n k=n
U, = Z cos(k@), V, = Z sin(k6)
k=0 k=0

Correction exercice 5-18
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k=n k=n k=n k
U, +iV, = Z cos(kB) + i Z sin(k@) = Z(cos(ke) + isin(k@)) =
k=0 k=0 k=0
Grace a la formule de Moivre
Par conséquent si 6 # 2Ilm,l € Z

n =i 19)

k:n .
K 1— (619) 1 — enle
Un+an=Z(eu9) T 1 —elb = 1 — elb
k=0

Toujours gréce a la formule de Moivre.
Pour trouver U,, et V,, il faut trouver la partie réelle et la partie imaginaire de cette expression.
Premiére et pas terrible solution, mais correcte.
1—enf  (1—eni0)(1—e0)
1—el® (1 —e®)(1—e"0)
Car le conjugué de 1 — e est 1 — e~*? et non pas, comme le pense de nombreux étudiants 1 + e*¢
(1 _ eni@)(l _ e—i9) 1— e—ie _ eni@ + e(n—l)i@
(1—e®)(1—e-) 1—el —giby pibp-i0
1 — (cos(8) —isin(8)) — (cos(nf) + isin(nh)) + (cos((n — 1)9) +i sin((n — 1)9))
- 1—(el® +e ) +1
1 — cos(0) — cos(nh) + cos((n — 1)6) + i(sin(@) —sin(nf) + sin((n — 1)9) )
B 1—2cos(f) +1
1 — cos(0) — cos(nh) + cos((n — 1)9) iy sin(@) — sin(nf) + sin((n — 1)0)

Uy +V, =

U, +V, =

1—2cos() +1 1—2cos() +1
Ce qui montre que
1 — cos(8) — cos(n@) + cos((n — 1)9) . sin(8) — sin(n8) + sin((n — 1))
n 1—2cos(8) +1 no 1—2cos(8) +1
Deuxiéme solution, « la bonne » mais astucieuse pour des L1
n+1 n+1 Nn+1 n+1 n+1
1 — e"ig el > 0 (e—l > 0 _ el > 9) einTHG _(elTG _ e—LTH)
nth=T"w=""w;, ® ® @ * B ®
eZ<e 2—62) ez —(82—8 2)
+1 +1
ntly _i0 —2cos(n2 9) iﬂcos(nz 9)
=e 2 e 2 X = -~ & 7
0 0
—2cos (7) cos (7)

Ce qui montre que
U,, = cos <—

C’est mieux.
Etpuissi 8 = 2lmr avec | € Z

k=n k=n k=n k=n
U, = Z cos(k2lm) = Z 1=n+1, V, = z sin(k2lm) = 0=0
k=0 k=0 k=0 k=0

Exercice 5-19 Soit ¢ € C avec |c| < 1.
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1. Montrer que |z + c| < |1 + cz| si et seulement si |z]| < 1.
SoientD = {z € C, |z| < 1} ledisque unité et C = {z € C,|z| = 1} le cercle unité.
2. Montrer que I’application
f:D-D
z+c
1+cz

7Z —

Est une bijection pour laquelle f(C) = C.
Correction exercice 5-19
1.
lz+cl<|1+czlelz+cP<|1+czPe(@+0)Z+0) <A +cz)(1+c2)

SlzIP+zc+cz+clP<1+cz+cez+c)?lzP e 1z +[c]* <1+ |c)?|z]? © 0
<T—lelP+lclPlzl? = lzI* © 1= [c]* + (Ic|* = DIz|* 2 0 & (1 — [c[*)(1 — |z|*)
>0o1-zP2021>zPo 1> |7

2. Il faut montrer que pour tout z" € D il existe un unique z € D tel que

, z+c
z' = =
1+cz
Mais il faut d’abord montrer que (D) < D, comme |z| < 1 d’aprés 1., |z + ¢| < |1 + ¢z|, ce qui équivaut a
|z + c| z+c
—_— = —|=1f(2)| <1
|1+ cz| 1+cz| F @)l
D’ouz€D = f(z) €D
zZ+c _ _ _ _
Z’=1+EZ<:)z’(1+cz)=Z+c<:)z’+z’cz=z+c(:>z’—c=Z—Z’cz<:>z’—c=z(1—z’c)
z'—c
s —=z
1-z'c

Car |z'c| < 1 et donc le dénominateur n’est pas nul
On a montré que pour tout z’ € D, il existe un unique z tel que z’' = f(z), il reste a montrer que z € D. On pose
¢ =-¢ 'l <1

z'+c z' +c
z= — = |z| = —| <1
14+2z'c’ 1+2z'c
D’apres le 1.
Montrons que f(C) = C.
Soitz € C,donc |z| =1
c 1+C_E —
F) z+c Z(1+;) d |z|2 | I|1+c§ ’1+c2 |1+ cz| |1+CZ|
Z = — = — = — = Z — = — = — = —
1+cz 1+cz 1+¢z 1+cz 1+czl |1+7cz| |1+7¢7]
|1+ cz|
C1+7Tz|

Cela montre que f(C) c C, il faut montrer que C c f(C)
Soit z' € C, z' admet un unique antécédent z, ona z' = f(z)
Z—c z + ¢
zZ = — = p
1-zc 14+7¢
Si on pose ¢’ = —c et comme précédemment |z| = 1, ce qui montre que pour tout z’" € C, il existe z € C tel que
z' = f(z) € f(C)
Exercice 5-20 Donner les applications de C qui représentent les transformations du plan suivantes :
1. La translation du vecteur d’affixe —2 + i.
2. Lasymétrie centrale du centre i.
3. Larotation d’angle /6 et de centre 1.
Correction exercice 5-20
l. z-z-2+1
2. f:z - —z+ b, puis on utilise le fait que f (i) = i pour trouver que b = 2i.
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3. fiz- e'sz + b, puis on utilise le fait que (1) = 1 pour trouver que b = ? +1 —é

Exercice 5-100

. _ 3 4
Soit z = N calculer z*.

Correction exercice 5-100

V3 i s 4 Am 2in
\/§+i=2<7+z>=2316=>(\/§+i) = 2%"6 = 16e73

Donc

- 3 = —
2ir ~ 16° 16\ 2 '

., 3 81 _M_81< 1 V3
16e 3

81
z* = =— ———i—>=—3—2(1+i\/§)
Exercice 5-101
Soit (E) I’équation
z* =322+ (2-1)z?+3z-3+i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Correction exercice 5-101
1. Soit x, € R une solution de (E)
xg—3x3+Q2—-Dx3—-3+i=0x5 —3x3 +2x53+3xo—3+i(—x2+1)=0
@{x3—3x8’+2xg+3x0—3=0
—x53+1=0
a, = —1 est solution de x§ — 3x3 + 2x% + 3x, — 3 = 0 et a, = 1 est solution de x5 — 3x3 + 2x5 +
3x, — 3 = 0, donc (E) admet deux solutions réelles, on peut mettre (X — 1)(X + 1) = X?> —1en
facteur.
2. llexiste a, b, c € C tels que
X*=3X3+2-)X?+3X—-3+i=X?—-1)(aX?+bX +¢)
On développe
X?-1D(aX?+bX+c)=aX*+bX3+(c—a)X?>—-bX —c
Par conséquent

( a=1

| b=-3 a=1

4c—a=2—i®{b=—3

l —b =3 c=3—i
—c=-3+1i

X*=3X3+Q2-DX?+3X-3+i=X?-1DX?-3X+3-0)=0
Il reste a trouver les solutionsde X? —3X +3—i =10
A=9—-4B-)=-3+4i=1+4i—4=(1+ 2i)?
Les racines carrées du discriminant sont 6 = +(1 — 2i)
Il'y a deux solutions

_3—(1+2i)_1 .
1= ) = l

3+1+2i ]
2=T=2+l

L’ensemble des solutions de (E) est
S={-1,11-i,2+1i}
Exercice 5-102
1. Déterminer les quatre nombres complexes a, b, c, d différents de 1, qui sont solutions dans C de
I’équation z°> = 1.
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2. Montrer, pour tout nombre complexe z, 1’égalité :
14z4+22+22+2z*=CZ-a)z-b)(z—-c)(z—-4d)
Correction exercice 5-102

2ikm
1. Ce sont les racines cinquiéme de 1’unité différentes de 1, c’est-a-dire z, = e s ,k € {1,2,3,4}.

2.

1—-2z°> z°-1
vzeC\{1},1+z+z2+2z3+z*= =
1—2z z—1
2ikm

Donc les 4 racinesde 1 + z + z2 + z3 + z* sontles z, = e 5 , k € {1,2,3,4}, d’ou le résultat.
Exercice 5-103
Soitz=v2+V3+iv2—+3
1. Calculer z2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z2 sous forme trigonométrique.
2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire cos (1”—2) et sin (1)

12
Correction exercice 5-103
1.
u4=_4®{ [u*l = |—4] @{ lul* = 4
arg(u*) = arg(—4) + 2kn, k€ Z 4arg(u) =n+2kn, kEZ

1 1 1
lu| =472 = (22)2 =22 =2

km
— k€{0,123}

< T
arg(u) = il

Il 'y a quatre solutions

uo=ﬁe%=ﬁ<§+¥>=l+i

3im \/E i\/z
Uq =\/§€T=\/§<—7+T>=—1+i

uzzﬁesil:ﬁ( V2 iﬁ)

7N i ]

7im \/E i\/i
u3=\/§eT=\/§(7—T>=1—i=u_o

4

z+ 1>

z—1
1. . . .

On pose u = %, il y a donc 4 solutions que I’on trouve en exprimant z en fonction de u.

_Z+1
]

(Z+1)4+4(Z—1)4=0<:>(Z+1)4=—4(Z—1)4<:><

suiz-1)=z4+1leozu—u=z+1leozu—z=u+loeoziu-1)=ut+loz

_u+1
Tu-—1
L ugt+1 14i+1 241
Cup—1 14+i-1 i
Cw+1l —14i+1 0 i(=2-0) 1
Tu -1 —14i—-1 -2+4i (-2)2+12 5

w,+1 w+1 1 2
22: = = =

=1-2i

Zy

Zy

u, -1 -1

uz+1 upg+1
Z3= =

Us—1 g —1 fo= it

Exercice 5-104
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Soit f: C — C définie par f(z) = z(1 — z)
1. Déterminer les points fixes de f c’est-a-dire résoudre f(z) = z.
2. Montrer que si |z - %| < %alors |f(z) - %| < %
ication - - N (i_ 1
Indication: z(1 —2) = (z — 2) (2 z) +7
Correction exercice 5-104

1.
f@=zezl-2)=zez(1-2)—-z=09z—-2°-2z=022=02z=0
2.
-3 =fa-a-3= |- G-2)+1-3= | -3) -3 <|-2) |+
flz == =31=\z-g)\z7%) 372177 \#73) ~al=|\*732) | T3
<| 12+1<(1)2+1 1
Z__ — — — —
- 2 4 — \2 4 2
Exercice 5-105
1. Résoudre z3 = -2+ 2i
2. Résoudre z3 = —8i
3. Résoudre
1
Ezf’+(1+3i)z3+8+8i=0
On rappelle que V676 = 26.
Correction exercice 5-105
3 _ 2, V2 ;%
1. X —Zﬁ(—ﬁ+lz)—2e
Donc
3
2 2 3 3in |X3| =22
X3—2\/§<——+i£>=2§e7(:) 3
V2 2 arg(X3)=T+2k7T, kezZ
3 1
|X]® =22 |X| =22
< 3 < T 2km & Xi
3arg(X)=T+2krr, k€EZ arg(X)=Z+T, k € {0,1,2}
(T 2k
—vze!d 3, kekef01,2)
in V2 N2
X0=\/§eT=\/§<7+i7>=1+i
. 2 11i
X, = V2e/G*3) = \2e 1z
, 4 19i
X2 = \/Eel(%+Tn) = \/Eel_én-
2.
; , 3 X3 = 2° |X|? =23
X°=-8i =22 &

3 S 3
arg(X3) = 7+ 2km, kE€Z 3arg(X) = 7+ 2km, kE€Z
| X| =2

& w  2km & X =2e\27 3, k €ke{0,12}
arg(X) = §+ R k € {0,1,2}
in
Xy =2e2 =2i
. T 2T 7im \/§ 1
X, =2e'@"3) =2¢76 = 2<—7—§i> =—/3-i
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. T AT 11lim \/§ 1
X, =2e'@"3) =2¢76 :2<7—§i>=\/§—i

3. OnposeX =273
1 1
§Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0<:>§X2+(1+3i)X+8+8i=0
Le discriminant de cette équation est :
1
A= (1+3i)2—4><§(8+8i) =14+6i—9—-16—16i = —24 —10i
Les racines carrés de —24 — 10i :
. . . . 2_p%2=— Ly (a2 —b%2=-24
+ib)? = —24 — 10i © a? — b? + 2iab = —24 — 10i & {& ~b"=—24 S tifa
(@+ib) ted @ i 2ab = —10 Lz{ ab = —5
On rajoute 1’égalité des modules
a® 4+ b? = /242 + 102 = V576 + 100 = V676 = 26 L,
En additionnant L, et L, on trouve 2a? = 2 donc a? = 1, ¢’est-a-dire a = +1.
En soustrayant L, a L, on trouve 2b? = 50 donc b? = 25, c¢’est-a-dire b = +5.
D’aprés L, a et b sont de signes différents donc les deux racines carrés de —24 — 10i sont : 1 — 5i et
-1+ 5i.
L’équation du second degré a pour racine :

—(1+3i))— (-5
R ) Bl k) WP

ZXE

Et
—(1+3i)+ (1-50)
2 = 1
ZXE

= —2i

Les six racines de
1
EZ6+(1+3i)Z3+8+8i=0

Sont les six complexes trouvés en 1°) et 2°).

Exercice 5-106 Soit x € R.
1. Calculer cos?(x) sin3(x) en fonction de sin(x).
2. Linéariser cos*(x).
Correction exercice 5-106
1. cos?(x)sin®(x) = (1 — sin?(x)) sin3(x) = sin3(x) — sin®(x)

2.
. N4 4i ix —i 2ix =i ix —3i —a
4 _ elx_l_e [ _eIX+4e lxe lX+6e lxe lX+4_elXe lX+e X
cos*(x) = =

2 16
et 4 e74¥ 4 4(e?* 4 4e7%%) + 6 2cos(4x) + 4 x 2 cos(2x) + 6

B 16 Bl 16
1 1 3

= —cos(4x) + —cos(2x) + —
~cos(42) + > cos(22) + =

Exercice 5-107
1. ldentifier les transformations dans le plan complexe les transformations suivantes :
a. fr:z—->z+3-2i
L2TC
b. friz—e'7z
;2
C. fziz—oesz—1
d. farz—->3z—-5+i
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2. Donner les applications qui représentent dans le plan complexe les transformations suivantes :
a. La translation de vecteur d’affixe —2 + i
b. La symétrie de centre i.
c. Larotation d’angle % et de centre 1.
d. L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 + 2i.
Correction exercice 5-107
1. a. C’est la translation de vecteur 3 — 2i.
b. C’est la rotation d’angle 2711 et de centre O.

c. Il faut d’abord trouver le point fixe

3 V3
1=z (iZTﬂ 1) 1o ! ! ! 2" 7
e Z—1=7Z zZ\le — = Z = = — —

eizTn—l _1+'ﬁ_1 _§+‘£ 2+§
2712 272 474

1 V3

-T2

Donc il s’agit de la rotation d’angle 2?” de centre _—12n

1-e'3
d. Il faut d’abord trouver le centre
i
2

N Ul

3z—5+4+i=zoz=

Il s’agit donc de ’homothétie de rapport 3 et de centre % = g - é
2. a.z->z—2+2i
b. f(z) —i=—(z—1i)soitencore f(z) = —z + 2i

c.f(z)—1= eig(z — 1), soit encore f(z) = el?nz +1-— el?n
d. f(z) — (1 + 2i) = 3(z — (1 + 20)), soit encore f(z) = 3z — 2 — 4i
Exercice 5-108
Soit h une homothétie de rapport k et A’ une homothétie de rapport k' et de centres respectifs Q,
d’affixe w, et Q)', d’affixe w'.
1. Soit t une translation de vecteur i. Montrer que les composés h o t et t o h sont des homothéties de
rapport k.
2. Sikk' # 1, montrer que h o h’ est une homothétie de rapport kk’ et que les centres de h, h' et h o h’
sont alignés.
3. Sikk' =1, montrer que h o h' est une translation.
Correction exercice 5-108
1. Si t est la translation de vecteur i et soit a ’affixe du vecteur %. Soit M un point d’affixe z, M' = t(M)
le point d’affixe z’' et M"" = h o t(M) le point d’affixe z"’, donc il existe k € R\ {1} et b € C tels que

z'=kz'+b
Ona
M’:t(M) <:>{Z’=Z+a { 72 =z4a <:>{ Z =z4+a
hotM)=h(tM)) ~ " =kz’ +b 2" =k(z+a)+b 2" =kz+ka+b

On en déduit que h o t est une homothétie de rapport k.

Question non demandee : quel est son centre ?

Pour cela on cherche son point fixe Q; d’affixe w,

ka+b
1—-k

(Ul=kw1+ka+b@(l)1(1—k)=ka+b@w1=
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Si de plus on exprimer 1’affixe de ce centre en fonction de I’affixe de Q le centre de h d’affixe
w. Le centre de h est le point fixe de h d’affixe w = ﬁ (voir cours ou refaire cette petite

démonstration) donc b = w(1 — k), ce que I’on remplace dans
_ka+b_ka+w(1—k)_ N ka
PTET TR T 1-k Y71k

Si t est la translation de vecteur 4 et soit a I’affixe du vecteur 1. Soit M un point d’affixe z,
M' = h(M) le point d’affixe z’ et M" = t o h(M) le point d’affixe z"’, donc il existe k €
R\ {1}etbe Ctelsquez =kz+b
M' = h(M) z =kz+b z =kz+b
{t oh(M) = t(h(M)) < {z” =z'+a < {Z” =kz+b+a
On en déduit que t o h est une homothétie de rapport k.
Question non demandée : quel est son centre ?
Pour cela on cherche le point fixe Q, d’affixe w,
a+b

w- =kw2+a+b(:>w2=m

Si de plus on exprimer 1’affixe de ce centre en fonction de I’affixe de Q le centre de h d’affixe

w. Le centre de h est le point fixe de h d’affixe w = ﬁ (voir cours ou refaire cette petite

démonstration) donc b = w(1 — k), ce que I’on remplace dans
_a+b atw(l-—k) a
"1k 1-k  “Tiox
2. Soit M un point d’affixe z, M’ = h'(M) le point d’affixe z' et M"" = h o h'(M) le point d’affixe z".
Il existe k, k' € Ravec kk' # 1 et b, b’ € C tels que
{z’ =k'z+b'
z"=kz'+b
Doncz" = k(k'z+b) +b' = kk'z+ kb + b’
Ce qui montre que h o h’ est une homothétie de rapport kk' car kk’" # 1.
Le centre de h a pour affixe w et celui de h’ a pour affixe w' tels que
bl
W= b=01-k")o'
s (:){b’ =((1—k))a)

©OEIT Tk

w>

On en déduit que
z'"=kk'z+kb+Db' =kk'z+ k(1 —-kNw'+ (1 —-k)w
Le centre de h o h' est le point fixe Q" d’affixe w"’

k(1-k)o'+ (1 -k
W' = kKo + k(1 — Ko’ + (1 Do o o = LT 0= Be

1-—kk’
N B k(1—-kNo'+(1—-kw B k(1-kNo'+(1—-k)w—-—1-kk"w
- 1— kk' @= 1— kk'
B k(1-kNow' —kw+ kk'w B ko'(1-k") —kw( —k")
B 1—kk’' B 1—kk’'
k(1-k")
=Tk @)
.. . p- —_— k(l—k’)—>
Ce qui signifie que les vecteurs QQ"" = WQQ’

Donc les trois centres sont alignés.
3. Soit M un point d’affixe z, M’ = h'(M) le point d’affixe z’' et M"" = h o h' (M) le point d’affixe z". Il
existe k, k' € Ravec kk' # 1eth, b’ € C tels que
{Z’ =k'z+b'
z'=kz'+b
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Doncz”" =k(k'z+b)+b" =kk'z+kb+b'=z+kb+Db'
Ce qui montre que h o k' est une translation de vecteur 4 d’affixe kb + b’
On peut, si on veut exprimer 1’affixe de ce vecteur en fonction de w et de w' les affixes des
centres des deux homothéties. On a
w = b’

T 11—k b=01-k")o'

_1 bk < {b’ =((1 — k))w

YTk
On en déduit que
z'"=kk'z+kb+b ' =z+k-1Dow'"+ (1 -Kw=z+1—-k)(w—w")

Exercice 5-109
On rappelle que
2im -
j=e3; j2=j etque j3=
Soit r une transformation du plan qui a un point M associe le point M’ d’affixe M' = r(M) d’affixe
z' = —jlz+1+j?
Soit ' une transformation du plan qui a un point M d’affixe z associe le point M’ = r'(M) d’affixe z’ =
iz+1—1
1. Montrer que r est une rotation du plan dont on donnera 1’affixe du centre () et I’angle de la rotation.
2. Montrer que r' est une rotation du plan dont on donnera I’affixe du centre ()’ et I’angle de la rotation.
3. Calculer I’affixe z" du point M" = r o r'(M), ou M est un point d’affixe z. Que peut-on en déduire de
ror'?
Correction exercice 5-109

. 4im 7im i
1. —j2=e"e3s =e3 = e3 donc r est une rotation d’angle % son point fixe vérifie r(Q) = Q
donc w = —j2w + 1 + j2, ce qui entraine que :
1+?
w = —] =1
1+ )2

2. On cherche le point fixe Q' tel que r'(Q") = Q' ¢’est-a-dire le point d’affixe w’ tel que
w=iw+l-ieo(dl-)=1-iez=1
Donc Q' = Q
. im
L=e?2
Donc r’ est la rotation de centre Q(1,0) et d’angle %
3. Soit z"" laffixe M"', z' I’affixe de M' = r'(M) et z ’affixe de M
7' =—j?z+1+j?
zZ'=iz'"+1—-1i
Donc
z'=iz'+1—-i=2z"=i(—j’z+1+j)+1—-i=—ij’z+i+ij>+1—i
= —ij2z+ij2+1
Donc r o r’ est une rotation d’angle un argument de
. im 2w . 1 2 5im
—ij2=eMe2e 3 = em( )
Et le centre est Q" d’affixe w’’ Vérifie
w' =-ij?0"+ij?+1eo0’'(1+ij)=1+ij?cw' =1
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