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Exercice 6-1
1.

un =
n+ 2

2n− 1
=

n(1 + 2
n
)

n(2− 1
n
)
=

1 + 2
n

2− 1
n

or la lim
n→+∞

1 +
2

n
= 1 et lim

n→+∞
2− 1

n
= 2 donc

lim
n→+∞

un =
1

2

2.

un =
3n2 − 2n+ 3

n3 − 1
=

n2(3− 2
n
+ 3

n2 )

n3(1− 1
n3 )

=

�
1

n

��
3− 2

n
+ 3

n2

1− 1
n3

�

or le terme de gauche tend vers 0 et le terme de droite tend vers 3. Comme ce n’est pas une forme
indéterminée, on en déduit que

lim
n→+∞

un = 0.

3.

un =
3n2 − 5

n+ 4
=

n2(3− 5
n2 )

n(1 + 4
n
)

= (n)

�
3− 5

n2

1 + 4
n

�

or le terme de gauche tend vers +∞ et le terme de droite tend vers 3. Comme ce n’est pas une forme
indéterminée, on en déduit que

lim
n→+∞

un = +∞.

4.

un =

√
n+ 2√
n− 1

=

�
n(1 + 2

n
)

�
n(1− 1

n
)
=

√
n
�

1 + 2
n

√
n
�
1− 1

n

=

�
1 + 2

n�
1− 1

n

et donc

lim
n→+∞

un = 1.

5.

un =

√
n+ 5 + n√
n2 + 1

=
n(1 +

√
n+5
n

)�
n2(1 + 1

n2 )
=

n(1 +
�

n+5
n2 )

√
n2

�
1 + 1

n2

Rq : au passage, n =
√
n2 car n est positif

un =
n(1 +

�
1
n
+ 5

n2 )

n
�
1 + 1

n2

=
1 +

�
1
n
+ 5

n2

�
1 + 1

n2
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or le numérateur tend vers 1, le dénominateur tend vers 1. Comme ce n’est pas une forme indéter-
minée, on en déduit que

lim
n→+∞

un = 1.

6.

un =
√
n+ 1−√

n =
(
√
n+ 1−√

n)(
√
n+ 1 +

√
n)√

n+ 1 +
√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n

donc tend vers 0.
7.Par l’absurde ! Supposons que la suite (sin(n))n∈N admet une limite l1. Or on a la formule de trigo
suivante

sin(n+ 1) = sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1).

En particulier, si la suite (sin(n))n converge alors la suite (cos(n))n converge (vers l2) car sin(1) �= 0.
On en déduit que la suite (ein)n converge vers λ (= l1 + il2). Or

ei(n+1) = einei

et quand on prend la limite on a

λ = λei ⇒ λ = 0

impossible car |ein| = 1... Donc la suite (sin(n))n n’a pas de limite.
8. On a

−1 ≤ sin(n) ≤ +1 ⇒ −1√
n
≤ sin(n)√

n
≤ +1√

n

or

lim
n→+∞

−1√
n
= lim

n→+∞
+1√
n
= 0

Par le théorème des gendarmes, on en déduit que

lim
n→+∞

sin(n)√
n

= 0.

9. On a

un =

�
1 +

1

n

�n

= exp

�
n ln

�
1 +

1

n

��

or

lim
n→+∞

n ln

�
1 +

1

n

�
= lim

n→+∞
ln(1 + (1/n))

(1/n)
= lim

h→0

ln(1 + h)

h

en posant h = 1/n. De plus ln(1) = 0, donc on peut écrire

lim
h→0

ln(1 + h)

h
= lim

h→0

ln(1 + h)− ln(1)

h
= (ln)�(1) = 1

et donc

lim
n→+∞

un = exp(1)(= e1 = e).
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10. On a

un =
n− (−1)n

2n+ (−1)n
=

n(1− (−1)n

n
)

n(2 + (−1)n

n
)
=

1− (−1)n

n

2 + (−1)n

n

donc

lim
n→+∞

un =
1

2
.

11. On a

un =
3n − 2n

2n − 3n
= (−1)

3n − 2n

3n − 2n
= −1

donc (un)n∈N∗ est la suite constante égale à −1, et converge donc vers −1.
12. On a

un =
2n

n100
=

exp(n ln(2))

exp(100 ln(n))
= exp(n ln(2)− 100 ln(n)) = exp

�
n

�
ln(2)− 100

ln(n)

n

��

or on sait que

lim
n→+∞

ln(n)

n
= 0

donc

lim
n→+∞

ln(2)− 100
ln(n)

n
= ln(2) �= 0, > 0

et donc

lim
n→+∞

un = +∞.

Exercice 6-2. Soit la suite (un)n∈N∗ donnée par

un =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

2n
.

1. Montrons que la suite (un) est croissante :

un+1 − un =

�
1

(n+ 1) + 1
+

1

(n+ 1) + 2
+ . . .+

1

2(n+ 1)

�
−
�

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n

�

= =

�
1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

2n+ 2

�
−
�

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n

�

=

�
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2

�
−
�

1

n+ 1

�

=
2(n+ 1) + 2n+ 1− 2(2n+ 1)

(2n+ 1)2(n+ 1)

=
2n+ 2 + 2n+ 1− 4n− 2

(2n+ 1)2(n+ 1)

=
1

(2n+ 1)2(n+ 1)

donc

un+1 − un > 0 ⇒ un+1 > un
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on en déduit que la suite (un) est croissante.

2. Dans la définition de (un), on remarque que le terme le plus grand est
1

n+ 1
et le terme le plus

petit est
1

2n
. De plus, un est défini comme la somme de n termes. On en déduit l’encadrement

n

�
1

2n

�
< un < n

�
1

n+ 1

�

⇒ 1

2
< un <

n

n+ 1
= 1− 1

n
< 1

et donc
1

2
< un < 1.

Comme la suite est croissante et majorée, elle converge (cf cours) vers une limite l, et cette limite
vérifie

1

2
≤ l ≤ 1.

3. Soit vn =
n�

k=1

1

k
une suite définie pour n ∈ N∗. Par l’absurde, supposons que (vn) converge vers µ.

Alors

v2n = vn + un.

En prenant la limite on obtient µ = µ+ l ⇒ l = 0. Impossible vu l’encadrement de l dans la question
2. On en déduit que (vn) n’a pas de limite fini. Or elle est croissante, donc lim

n→∞
vn = +∞.

Exercice 6-3. Soit (un)n∈N la suite défini par u0 = 8 et la relation de récurrence un =
1

2
un−1 + 3

pour n ∈ N∗.
1. Soit a ∈ R quelconque. On pose vn = un + a. On a

vn = un + a =

�
1

2
un−1 + 3

�
+ a =

1

2
(un−1 + a− a) + 3 + a

=
1

2
vn−1 −

a

2
+ 3 + a =

1

2
vn−1 + 3 +

a

2

D’où vn =
1

2
vn−1 + 3 +

a

2
.

2. La suite est géométrique si elle est de la forme vn = qvn−1. Il faut donc que a vérifie

3 +
a

2
= 0 ⇔ a = −6.

3. Dans ce cas vn = (1/2)nv0 = (1/2)n(u0 − 6) = 2(1/2)n.
4. On obtient alors un = vn − a = 2(1/2)n + 6. Donc comme (1/2)n → 0 quand n → +∞, on en
déduit que un tend vers 6.
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