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Feuille 8 : Limites et continuité des fonctions

—2z six < -—1
Exercice 8-1 Soit f(z) =< 2?2 +1 s —1<2<0
sin(x/4) siz > 0.
1. Dessiner le graphe de f.

— N W A

4 -3 2 -1 0 1 2 m o4 5 2n

-1
-2
-3
2. Calculer les limites suivantes : Y
. ) . 2
a) lim f(z) =2 c) lim f(z) =1 e) lim f(z)=—-
b) lim f(z)=2 d) lim f(z) =0 f) lim f(z) =

Est-ce que les limites suivantes existent 7 Si oui donner leur valeur.
a) J61_i>rr_11 f(z) existe et est égale & 2 car x_l}lr_ri_ f(z) = x_l)lr_an(x) = f(-1) =2.
b) }:E)I}) f(z) n’existe pas car xl_i%l_ flz)=1#0= :cl—i>%l+ f(z).
c) lim f(x) existe et est égale a ? car lim f(z) = lim f(z) = f(7r) = ?

T—T T—T— T+

Exercice 8-2 Calculer les limites suivantes :

oot —4 o3 -1 . 2x+5
1 alclgé x — % 2) ig% 2 —31 , 3) :yg}l x —24
. 3x? — 17 . 3x° — dx* + 7 . -+ 3
Y hm — 5) JMm_ 8+ 20 — 507 6)  lm, 42
7). Jim |z =1 8 lim o 9) Mmoo
1 1 1
10) lim ——o 111‘( . ) 12) lim V2?42 +5—
O)xgr(l] 1+z2z—-1 ):vl—% 1—=z 1— 22 )IBJ}*HOO SRR
. 1 2 :
13) lim T 14) lim 2 sin(=) 15) lim L TSR
T—+00 I z—0 x T—+00 L% + COS T
14 25 .
16) lim 2" 17) lim LT 2sin@) 18) lim e®Sin®
z—0+ r—+oo 1+ \/E T—+00

On considére E : R — R telle que E(x) est la partie entiére de x € R.

1 1
19) ilir(l) E(x+1) 20) igr(l)mE(;) 21) xkr}rqoo mE(;)
Réponse :



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

24 z?—4
.Vaz#2,x = 2 + 2. Donc, lim =4.
—92 =2 T — 2
3 —1 a;2 +x+1 -1 3
.V:U;«El a1 . Donc, };l_>m1x2_1 3
) 2x+5 . 2zx45
lim =+o00 et lim —
z—d+ x —4 z—4— 1 —4
329 — 17 29(3 — 1% 17
m 2220~ qim M = lim 2?(3 - =) = +o0.
T—+00 7 T—+00 7 T—>+00 9
32 =522 4+7 (3 -32+7) . 3—§+7 3
—_—m 1 = 1m —_— ——
x—>+oo 8 + 22 — 5x3 x—>+oo :U3(% % —5) p—+oo —|— -5 5
22 +3 . ( ) 1+ ﬁ
im — = lim = lim —%—-=0.
x——00 Lo + 2 T——00 1;3(1_|- =3 ) T—— oox(l_kﬁ)
Il suffit d’évaluer |z — 1| en 1. Ainsi lim |z — 1| = 0.
z—1
1
. Comme hm |z — 1| n’est pas seulement 0, mais 0", on conclut que hm | 1 = +-o00.
x —
1 1 1 1
. 1l suffit d’évaluer en 5. Ainsi, lim =-.
|z —1] T—5 ]x—l\ 5—1] 4

1 B vVi+zx+1 Vit z+1 Vi+z+1

VxE[—l;O[U]O;+oo[,m_l—(m_l)(\/m+1)_ l+z—-1 x

1 1
Donc, lim ——— =400 et lim —— = —o0.
z—=0t 14+ —1 z—=0-1+x—1

1 1 T
V:cGR\{—l,l},l _1—$2:1—x2'

1 1 1 1
Donc, lim < — ) = —oc et lim ( — ) = +o00.

o1t \1—2 1—22 1 —x 1—22

2 2 24—
Vx>0,\/x2+2x+5—x:x+2$+5_$ = 205 = L .
Vil +2r+5+2 Vai+2x+5+z 2 5
1+;+ﬁ+1

Donc, lim vVa2+2x+5—z=1.
T—+

(e.o]

1 si 1
On peut se servir des gendarmes. En effet, —— < in() < — pour tout z € R\ 0. Par conséquent,
1 1
lim —— =0— < lim < lim — =0+, donc lim

sin(z)
T—=+00 T T xz—=4o0 I T xz—=4oo T—=+00 T
Comme dans le point précédent, on utilisera le fait que la fonction sin soit borné. Pour tout z € R\ {0},

x

S

sin(z)

=0.

1
|z s1n( )| < |z|, alors la limite recherchée est 0.

1+ sin(x) 1+ sm(x)
Comme pour tout z € R\ {0}, x2 Fsmr X Cos(x)) COS(I) la limite recherchée est 1.
T° + cosx 22(1+ = ) 1+

On se sert de la définition de z*. En d’autres termes,

lim 2% = lim exp(zln =exp( lim zln(z)) =’ =1 .
z—0+ z—0+ p(zn(z)) p(:c—>0+ ()

-1 <1+251n(:v)< 3
1+ve = 1+ ~— 1+x

14 2sin(x
deux expressions, minorante et majorante, est 0. Par les gendarmes, lim ;()
r—+oo 1+ \/E

Comme pour tout z € Ronaxz —1 <z —sin(z) < z + 1, le fait que la fonction exp soit croissante

implique que pour tout z € R, e® 1 < ¢®5(®) < ¢+ Aingi, lir_ir_l eTTSINT — 4o,
Tr—r+00

Comme |sin(z)| < 1 pour tout z € R et que vz < 0, La limite des

=0.

1
Comme lim E(z) = —1 tandis que lim E(z) =0, et que pour |z| < = (“suffisamment proche” de 0)
z—0~ z—07t 2

1 3
7<x—|—1<§,ona lim E(zx+1)=0et lim E(zx+1)=1.

2 z—0~ z—0t

2



1 1
20. Pour tout z € R, on a E(x) < x < E(z) + 1. Par conséquent, pour tout z € R\ {0}, E(—-) < — <
x x

1 1 1 1 1 1 1
E(—=)+ 1, ou encore, — —1 < E(—) < —. Alors, lim z(— —1) < lim zE(-) < lim z—. Par
T T x x z—=0T X z—0+ T z—=0t T

les gendarmes, lim xE(—) = 1. Quant aux valeurs négatives de z, le méme raisonnement donne les
z—0t x

1
inégalités x— < zE(—) < (= — 1). Encore une fois, la limite est 1.
T x x

21. Quand z — 400, 1/ — 0 donc E(1/x) =0 et puis zE(1/z) =0 — 0.

i In(1 -
Exercice 8-3 Rappelons que lim BT _ 1 et lim In(l +z) =1 et que lim f@) = f(wo) = f(x0).
z—0 T z—0 x T—T0 T — Xo
Calculer les limites suivantes :
1 sin(2z) 2) lim x? si'n(l/x) 3) lim tan x
a—0  +/z z—0  sinx =0 X
cos(mx) ) 9 . cosx —1
4) 1 1 -1
) z—0 1 — 2z 5) xirlr>2 (21’ e )tan(ﬂ—x) 6) ili% :1,‘2
In(1 + 22 In?
7) lim n(;f) 8) lim vz In®z 9) lim expln’e) - g
z—0 sin“ z—0 T—+00 xn
Réponse
sin(2x) sin(2z)
1.V 0 =2 .
VT Ve 2
. osin(2z) . osin(X) . B
Or Jimy —5e —4m, —x - —let m2va=0
... sin(2z)
Donc par produit, 31513}) N 0.
x? sin <1>
T T . 1
2. - = — rsin| — ).
sin(x) sin(x) < >
1
x? sin ()
D’apres l'exercice 2, lim 730 =0.
=0 sin(x)
t t — tan(0
3. lim tan(z) = lim an(z) — tan(0) = tan’(0) = 1.
z—0 xT z—0 x—0
T
L vas 17 cos(mz) 1 cos(mx) — cos (5) |
2 1-2z 2 1
2
1
Donc, lim cos(rz) =——7 (f sin <E>) = z.
1 1—2z 2 2 2
x—)i
1 1 20 — 1
5. Vo e [0; 3 [U} o 1] , (22% 4+ — 1) tan(rz) = coa;(mr) (x + 1) sin(7x).
o . L . 2 2 3 3
D’aprés la question précédente, hni (22° 4+ — 1) tan(mz) = —— X 3=
T ™
T—r
2
2
—-1 —2sin? (% 1 (sin(%
6. vxeR*7 COS$2 — 5 (2) :_< 52)) .
T T 2 5
—1 1
Donc, lim % = ——.
z—0 T 2
In(1 + 2?2 > In(1 + 22
7. Yo €] — m; 0[U]0; ], n(. —|2—x ) = < 7 ) n( —iz-x )
sin” x sin(z) x



In(1 + 22 In(1+X
Or, lim 2EHTD _ yp, MOAEH)
z—0 xT X—0 X
2
Donc, lim M =1.

=0  sin?x

3
8. lim \/Eln?’ r = lim (:):% In x) = (0 par croissance comparée.
z—0 x—0
exp(In? X
9. Vx>0, en posant X =Inz on a xp(In” ) R
xn enX
. exp(In®x) ) X2onX
Donc, pour tout n € Z, lim ———% = lim e* ™ = +oo0.
T—>+00 " X—400
Exercice 8-4
x) — x x
1) Silim Jl) =5 = 5, trouver lim f(x). 2) Silim /() = —2, trouver lim M
=2 T —2 z—2 0 12 z—=0 T
Réponse :

1. On pose g(z) =

flz) =5

pour z # 2. Alors, f(z) = (z — 2)g(x) + 5 pour x # 2 et linég(:n) = 5.
z—
Comme x — 2, g(x) et la fonction constante 5 ont chacune une limite quand z tend vers 2, lir% flx) =
z—

lim(x — 2) lim g(z) + 5 = 5.
T—2 T—2

. En posant g(z) = Lf) pour x # 0, on procéde comme dans le premier point pour conclure que
x
x
lim @) = lim zg(x) = 0.(—2) = 0.
z—=0 T z—0

Exercice 8-5 Etudier la continuité & gauche, la continuité & droite et la continuité des fonctions suivantes
en chaque point de leur domaine de définition.

1.

z2 si0<x<1

:[0,2] — R définie par f(z) =
f:10,2] par f(x) {23}—1 sil<ax<?2

2

2. f:R%Rdéﬁnieparf(:U):x—l—\/fsix#Oetf(O)zl.

3. f:R — R définie par f(z) =xE(1/z) six #0et f(0) =1, ou E dénote la partie entiére.

Réponse :

1.

Sizg € [0,1], alors lim f(x) = lim 2? = 23 = f(x0). En un tel point, f est continue. Un raisonnement
T—rT0 T—rT0

similaire donne la méme conclusion pour xo €]1,2]. Il reste a vérifier la continuité au point = = 1. Alors,

lim f(z) = lim 2? =1 ainsi que lim f(z) = lim (22 — 1) = 1. Comme f(1) = 12 = 1, on conclut
z—1— z—1— z—1+ z—1+
que f est continue en 1 aussi. Ainsi f est continue sur [0, 2].

. On rappelle que V22 = |z|. Alors, si z > 0, V22 = z tandis que si z < 0, V2?2 = —z. Par conséquent,

fx)=x+1six>0,et f(x) =x—1sixz <0. Les limites de ces deux expressions quand z tend vers 0
sont 1 et —1 respectivement f n’est pas continue au point = 0. Néanmoins, lim f(z) = lim z+1=
z—0t z—0t

1. On en déduit que f est continue & droite en 0. Aux autres points, f est continue parce qu’elle est
déterminée par des polyndémes du premier degré.

—x siz< -1

0 siz>1
. On peut aussi écrire f(x) = 1 siz=0
1
nr si <zx< —, ouneZ\{-1;0
n+1 n W }
1
En tant que fonctions affines, la fonction f est continue sur | — oo, —1[, sur |1, +o00[ et ]+ T [,
n n

pour tout n € Z\ {—1,0}.



n—1

De plus, pour tout n € Z\ {—1,0}, lim f(z)= lim nr=1et lim f(z)= lim (n—1)z =
T

T x—>%7 x—)%+ w—>%+ n
Donc, pour tout n € Z \ {—1,0}, lim f(z) # Iim+ f(z), ce qui montre que f n’est pas continue en
=17 T— -

1
—, pour tout n € Z \ {—1,0}. On déduit aussi de ces calculs que f est continue & gauche a chaque
n

1
point —, n € Z\ {—1,0}.

n
Ensuite, pour tout x # O on a 1/x < E(1/z) < 1/z+ 1. Siz > 0 alors 1 < zE(1/z) < 1+ z et
lim+ f(z) =1. De méme si z < 0 alors 1 + z < xE(1/z) < 1let lim f(x) =1, ce qui montre que f
z—0 z—0"
est continue en 0.

Finalement, lim f(z) = lim —z = 1 tandis que lim f(z) = lim —2x = 2. Par conséquent,
r——1— z——1— z——17F z——17+
en —1 f n’est continue qu’a gauche.

Exercice 8-6

2 .
T six <2

1. Déterminer les valeurs de k € R pour lesquelles fj, définie par fi(z) = {kz 5 . _ . estune

— I~ 81T >
fonction continue.
. o 14 a? L .
2. Soit f : R\ {—1} — R Papplication définie par f(x) = Tz Trouver une application continue
x

g: R — R telle que g|g\(—1} = f

Réponse :

1. La fonction est continue en tout poin x € R\ {2} parce que sur chacun des deux intervalles qui forment
cet ensemble elle est déterminée par un polynéme. Comme lim f(x) = lim 22 = 4 et que c’est aussi
T2~ T2~

fx(2), pour que f;, soit continue en 2, il faut et il suffit que lim fi,(z) = lim k—xz? = 4. Ceci équivaut
z—2+ z—21

ak=a8.

1+a23

1+2

1 3
lim tr_ lim 1— 2+ 2% = 3. Il suffit alors définir g(—1) = 3 et g(x) = f(x) pour tout = # —1.
z—=-1 142 rz——1

2. On détermine d’abord lim1 f(z). Comme pour tout € R\ {—1},

=1—xz+2% lim f(z)=
r—— z——1

Exercice 8-7 Montrer que 'équation 2° — 152 + 1 = 0 a trois solutions dans l'intervalle [—4,4].

Réponse :

On peut calculer f a certaines valeurs entiéres entre —4 et 4. On trouve f(—4) = =3, f(—3) =19, f(0) =
1, f(1) = =13, f(3) = —7, f(4) = 5. Les changements de signe et le théoréme des valeurs intermédiaires
nous montrent que f a un zéro sur chacun des intervalles [—4, —3], [0, 1] et [3,4].

Exercice 8-8 Montrer qu’il existe x € [37/4, 7] tel que

x
t —=0.
anx + 3
Réponse :
. x : . 3T m
La fonction f : x — tanx + 3 est continue sur lintervalle [37/4, 7] et f (4) = -1+ 1< 0 et

3
f(m) = % > 0. Comme 0 est une valeur intermédiaire entre f <I) et f(m), d’aprés le théoréme des valeurs

intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [37/4, 7].

Exercice 8-9 Montrer quessi f : R — R est une fonction continue telle que lim f(z) = —ocet lim f(z) =
T——00 T—+00

400, alors f est surjective.



Réponse :

Comme f : R — R est une fonction continue telle que lim f(z) = —oco et lim f(z) = +oo, alors
Tr——00 T—+00

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout réel y, il existe un réel z tel que f(x) = y. Autrement
dit, f est surjective.

Exercice 8-10 Quelles sont les fonctions f : R — R continues dont I'image est contenue dans Z 7 dans Q7

Réponse :

Si 'image est contenue dans Z, alors f est une fonction constante a valeur entiére. Ceci est une conséquence
du théoréme des valeurs intermédiaires et du fait évident qu’entre deux entiers distincts il existe des réels
qui ne sont pas des entiers. Pour ce dernier constat, notons que sim < n sont deux entiers distincts alors,
m + _nomo est un rationnel non entier entre m et n.

n—m-+1

Si I'image est contenue dans Z, alors f est une fonction constante & valeur rationnelle. Démontrons cet
énoncé. Par I'absurde, supposons que f soit une fonction continue, non constante et a valeurs dans Q. 11 existe
donc deux points z et y tels que f(x) # f(y). On utilise alors le résultat bien connu qu’entre deux nombres
rationnels a = f(x) et b = f(y) distincts, on peut toujours trouver au moins un nombre irrationnel (par
exemple a4 (b —a)/v/2). Par le théoréme des valeurs intermédiaires, f atteint donc une valeur irrationnelle,

ce qui est contradictoire.

Exercice 8-11 Pour tout entier n > 2, on considére la fonction f, : [1,400[— R donnée par

falx)=2"—2z -1

1. Montrer qu'il existe un unique x,, > 1 tel que f,(x,) = 0.

2. Montrer que fy,41(zy) > 0.

3. En déduire que la suite (z,,)n>2 est décroissante et converge vers une limite /.
4. Déterminer [.

Réponse :

1. La fonction f, est dérivable sur [1, +-00[ et pour tout = > 1, f/(z) = nz""' — 1. Comme n > 2 et
x > 1, f) est strictement positive sur [1, +oo[ et f, est strictement croissante sur [1, +oo[. De plus,
f(1) =—1et liIJrn fn(x) = +o00. Donc f,, réalise une bijection de [1, +o00[ sur [—1, +00[ et comme

T—r+00

0 € [-1, +o0], il existe un unique z,, > 1 tel que f,(z,) = 0.

2. Par la définition de fr11, fn+1(2n) = :L'Z—H —xp,—1. Or fp(zy) =0, soit z, +1 = z),. Donc frii(x,) =

"t — g = 2(2, — 1). Comme x, > 1, on a f,1(x,) > 0.

3. Comme fri1(Tnt1) =0, fur1(zn) > 0 < for1(zn) > fot1(@ny1). Or fri1 est strictement croissante
sur [1, +ool. Donc, @, > xp4+1. Ceci étant vrai pour tout entier n > 2 la suite (zy,)n>2 est décroissante.
Comme (z,,)n>2 est décroissante et minorée par 1, elle converge vers une limite [ > 1.

4. Supposons [ > 1. Pour tout entier n > 2, z, > [, soit z;, > [". Or lirf I = 400, donc par
n—-+0o0o

m x, = +oo. En contradiction avec z, = z, + 1 et lir}rl zn+1=10+1.Donc, | =1.
n—-+00

comparaison, li
n—-+oo

Exercice 8-12 Vrai ou faux?

1. Si f est continue sur un intervalle fermé borné [a, b] vers R, alors f([a,b]) est un intervalle fermé borné.

2. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné |a,b| vers R, alors f(]a,b]) est un intervalle ouvert
borné.

3. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné ]a,b[ vers R, alors f(Ja,b[) est un intervalle ouvert,
mais pas forcément borné.

4. Si f est continue sur un intervalle ouvert borné Ja, b vers R, alors f(Ja,b[) est un intervalle, mais pas
forcément ouvert ni borné.



Réponse :

1. VRAI théoréme des bornes atteintes.
1

2. FAuX la fonction x — — est continue sur |0, 1[ & valeurs dans |1, +o0].
x

3. FAuX la fonction sinus est continue sur |0, 27| & valeurs dans [—1, 1]; un autre exemple est toute
fonction constante sur |a, b.

4. VRAI théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 8-101 Calculer les limites suivantes :

1) 1ir+n Vz+5—+vr—3 2) lim va2+ax+1—(x+1) 3) lim y/z+Vor—+x
T—>+00

T—+00 r—+00
sin(2x) ) 9 In(cos(3z))
4) 1 lim 1 - lim ——=
) 250 sin(3x) 5) z—too Ve 6) 50 In(cos(2z))
1 1 -
7) lim InzIn(Inz) 8) lim Iz +1) 9) lim v VT
z—1+ z—+oc  Inx z—+oo Inz 4+ 2
Réponse :

8 1 8
1. Ve >3, Ve +5—vax —3 = = — . Donc, lirf vr+5—vVx—3=
T—r+00

5 -3 =
Ve 45+ \/1+5+\/1_3
x x

0.
2
- 1
2. Ve >0,Va22+x+ 1—(x+1) r o7 9: .Donc, lim vVa2+zx+1—

T /22 1 1 1 1 " o0
2 +x+1 +(w+) /14_7_‘_72_’_14_7
X X X

N 1 _ 1
3. Ve >0,\/x++Vor— o= = .Donc, lim \/z++Vz— V==
NE

(x+1) = +oo.

sin(2zx) 2 sin(2z) 3z sin(2x) 2
1. vae|-Zi0[u]o; [ : : Done, d’aprés la question 2.1, lim _—
v 3’ sin(3z) 3 2z sin(3z) onc, drapres la question 250 sin(3z) 3
x) 2 In(z)
5. %z — Vo = Vz ( . Par croissance comparée, lim — = 0. On en déduit que
T—+00 1
lim In?x — vz =—
T—>+00
6. In(cos(3z)) _ In (1 — 2sin? (%m)) _ In (1 — 2sin? (37”)) " —2sin’z " —25sin? (%w)
In(cos(2z)) In (1 -2 sinQ(:U)) —2sin? (379”) In (1 — 2sin? x) —2sin? z
3 In(1+ X 1 —2sin? (32
Or, lim  —2sin? or =0et lim M = 1, soit par composée, lim ( s1n3( 2 )) =1
z—0 2 X—0 X z—0 —281n (Tx)
—9gin?
De méme, lim S =1.

z—0 In (1 — 2gin? :J:)

Par la méthode de la question 4., on trouve lim

2
—2gin? (32 in (3z 3\ 2
.(z)zhm<sm'(2) :<>
z—0 —2sin“x z—0 sin x 2

Par suite, hrn M = 9
—0 In(cos(2x)) 4

In(u)

7. On pose v = In(x). Alors la limite devient lim wln(w), soit encore lim — . Par croissance

u—0t u——+00 U
1 1
ln<x <1+>> 1n<1+>
1 1 1 1
8. Vx>0, n(z+1) = a: :1—1—7:6. On en déduit que lim n(a:i—i—)

Inx Inz Inz rz—+oo Inx

comparée, cette limite est 0.

=1.




T =T

9. On étudie lim ——— comme s’il s’agissait d’une fraction de polynémes puisqu’on peut comparer
z—+oo Inzx + .
T — /T z(1— =)
les croissances des puissances de z a In(x). Ainsi, lim T=Vr = lim 17‘/5 =
z—4oo lnz + x z—oo g(BE 4 1)

Exercice 8-102 Soit f une fonction décroissante sur ]0,4o0| telle que : lirJlrrl f(z) = 0. Démontrer que,
T—>+00

pour tout z € R* on a f(x) > 0.
Réponse :

Supposons par l'absurde qu'’il existe a > 0 tel que f(a) < 0. Alors, comme f est supposée décroissante,
pour tout > a, f(x) < f(a) < 0. Ceci contredit la définition de la limite hT f(z)=0.
T—>r+00

Exercice 8-103 Soit f : R — R une fonction périodique qui admet une limite en +00. Que peut-on dire de

f?

Réponse :

Soit T' € R une période de f. On définit [ = lim f(z). On fixe xp € R. Pourn € N;ona lim f(z) =
T—+00 z—+00
lir+n f(xo+nT) = f(xg). Comme z( est arbitrairement choisi, on conclut que pour tout = € R, f(x) = .
n—-+0oo

En d’autres termes, f est la fonction constante de valeur [.

Exercice 8-104

1. Soient n € Z un entier naturel impair et a; € R,Vi € {0,1,2,...,n}. Montrer que 1’équation a,z" +
an_12" 1+ ...+ a1z + ap = 0 admette une solution réelle.

2. Donner un contre-exemple pour le cas n est pair.

Réponse :

1. Preuve algébrique : Pour tout x € C, les propriétés élémentaires de la conjugaison complexe et le fait
que chaque coefficient a; soit réel impliquent que f(Z) = a,z" + an_12" " + ...+ a1Z + ag. Par consé-
quent, pour tout z € C, f(Z) = 0 si et seulement si f(z) = 0. Ainsi, le nombre de racines imaginaires
de f est pair. L’hypothése de ’exercice nous montre alors que f a au moins une racine réelle.

Preuve analytique : Soit P un polynoéme a coefficients réels de degré impair. On note agp122" " son
terme de plus haut degré (n € N). Quitte a considérer —P, on peut toujours supposer as,+1 strictement

positif. On a alors lim P(z) = —oco et lim P(x) = +o0. De plus, P est continue sur R en tant
T——00 T—>+00

que fonction polynéme. Done, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation P(x) = 0 a au
moins une solution dans R. Autrement dit, P admet au moins une racine dans R. Le choix de P étant
arbitraire, le résultat reste valable pour tout polynéme & coefficients réels de degré impair.

2. Voici un contrexemple bien simple : 2% 4+ 1 = 0.

Exercice 8-105 Supposons que f est une fonction continue sur [0,1] et que 0 < f(z) < 1 pour chaque
x € [0, 1]. Montrer qu'il existe un ¢ € R tel que f(c) = ¢. (Indication : si f(0) =0 ou f(1) =1 alors on a un
tel point ¢, sinon appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction définie par g(z) = f(x) — z.)

Reéponse :

On considére la fonction g définie sur [0; 1] par g(z) = f(z) —z. La fonction g est continue sur [0; 1] avec
g(0) = f(0) > 0et g(1) = f(1) — 1 < 0. Donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe zg € [0; 1]
tel que g(xp) = 0, soit f(xg) = wo.

Exercice 8-106 Etudier la continuité de la fonction f : [~2,2] — R définie par f(z) = ?sin(n/x) si 2 # 0
et f(0) =0, sur le domaine de définition.

Réponse :



f est continue en tout x € [—2,2] \ {0} par des résultats généraux de cours puisque quand x # 0, f est
composée de fonctions simples. Au point x = 0, f(0) =0, et lirr%) f(z) = liH(l) z%sin(7/z) = 0 car la fonction
r—r Tr—

sin est bornée. On déduit alors que f est continue.

r—m six <3

Exercice 8-107 Déterminer les valeurs de m € R pour lesquelles g, définie par g, (z) = )
1l—mx siz>3
est une fonction continue.
Réponse :

Débrouillez-vous !

Exercice 8-108

1. Soit f: R — R une fonction continue et périodique. Montrer que f est bornée.

2. En utilisant le résultat précédent, calculer la limite

Inx

lim
z=+00 z(sin® z + cos'4 z)

Réponse :

1. Soit T' > 0 une période de f. Sur [0,77], |f| est majorée par un certain M car f est continue sur un
intervalle fermé borné. Pour tout € R, x —nT € [0,T] pour n = E (%) Donc |f(z)| = |f(x —nT)| <
M, ce qui montre que f est bornée sur R.

2. La fonction x — sin®(z) + cos'(x) est continue, périodique sur R et strictement positive sur R.
Elle est donc bornée et il existe deux réels m et M strictement positifs tels que pour tout réel z,

. Inz Inz Inz
m < sin®(x) + cos'*(z) < M. Donc pour tout réel z > 0, < —3 < . Par
xM — z(sin®z+cosltz)  xm
: . Inz ) Inz
croissance comparée, lim —— = 0. Donc par encadrement, lim —3 =0.
etoo e—+oo z(sin® z + cos x)

Exercice 8-109 Soient f : R — R est bornée et g : R — R continue. Montrer que go f et fog sont bornées.

Réponse :

La composée g o f est bornée parce que g est continue; la composée f o g est bornée parce que f est
bornée. C’était un peu succinct comme réponse. C’est un bon exercice et une bonne révision de cours de
fournir les détails.

Exercice 8-110 Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f une application de [a, b] vers [a, b].

1. On suppose que pour tout (z,y) € [a,b] X [a,b] on a

[f(@) = f(y)] < |z =yl

Montrer que f est continue. En déduire qu’il existe x € [a, b] tel que f(x) = .

2. On suppose maintenant que pour tout (x,y) € [a,b] X [a,b] avec x # y on a
[f(z) = F(y)| <z —yl
Montrer qu’il existe un unique x € [a, b] tel que f(z) = =.
Réponse :
1. Soit z¢ € [a; b], pour tout € > 0, il existe n =€ > 0 tel que

Vo € [a; b], |z —mo| <e = |f(x)— f(z0)| < |z — 20| <€



Cela montre que f est continue en zy. Ceci étant vrai pour tout g € [a; b], la fonction f est continue
sur [a; b]. Soit ¢ la fonction définie sur [a; b] par ¢(x) = f(x) —z. On a p(a) = f(a) —a > 0 car
f(a) € [a; b] et p(b) = f(b) —b < 0 car f(b) € [a; b]. Comme la fonction ¢ est continue sur [a; b],
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe = € [a; b] tel que (x) = 0, c’est-a-dire f(z) = .

2. D’apreés la question 1., il existe = € [a; b] tel que f(x) = x. Montrons 'unicité de x. Par I’absurde, on
suppose quil existe x1 € [a; b] et x2 € [a; b] avec x1 # x2 tels que f(z1) = x1 et f(z2) = x2. On a
donc |f(z2) — f(x1)| < |z — x1|, soit |z — x1| < |z2 — 1], ce qui est impossible. Donc, il existe un
unique x € [a,b] tel que f(z) = .

Exercice 8-111 Soit I un intervalle ouvert de R, f et g deux fonctions définies sur I.

1. Soit a € I. Donner une raison pour laquelle :

(lim f(z) = f(a)) = (lim |f(z)| = [f(a)])

T—ra T—ra

1
2. En utilisant la question précédente, montrer que si f et g sont continues, alors sup(f,g) = 5( f+g+

|f — g|) est aussi.

Réponse :

Pour le premier point, la raison est la continuité de la fonction valeur absolue : x +— |z|. Le deuxiéme
point en découle quitte a utiliser le fait la somme, respectivement la différence, de deux fonctions continues
est continue.
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