Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2018-2019

Analyse matricielle-1.3

Examen partiel, vendredi 15 mars 2019

Durée : deux heures

Il sera tenu compte de la rédaction. Les arguments et les raisonnements devront étre clairement détaillés.
Les résultats du cours utilisés devront étre explicitement cités.

Documents autorisés : deux pages de notes personnelles (calculatrices interdites).

Exercice 1. Normes matricielles.
1. Soit n € N*, A € M, (R) une matrice symétrique.

(a) Montrer que pour tout z € R", || Az||2 < p(A)||z||2. On utilisera le théoréme spectral (théoréme

de réduction d’une matrice symétrique réelle).
(b) Montrer que ||Al|l2 = p(A).

2. Un exemple. On considére la matrice

1 0 0
A=1|0 5/2 1/2
0 1/2 5/2

(a) Caleuler p(A), [|Afl1, [[All2; |Allo et condz(A).

(b) Soit r € R*.
i. Donner une condition nécessaire et suffisante sur r pour que la série Y o2, (rA)" converge.
ii. En déduire une condition suffisante sur r pour que la matrice (I3 — rA) soit inversible.

iii. Montrer que I3 — rA est singuliére si et seulement si % est valeur propre de A.

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur r pour que (I3 —rA) soit inversible.

Exercice 2. Fuctorisation LU.

On considére la matrice
4 2 2
B=1|2 5 3
2 3 6
1. Montrer que B est symétrique, définie positive.

Déterminer la factorisation LU de B en utilisant ’algorithme de Gauss.

Déterminer la factorisation de Cholesky de B.

- W N

En utilisant une des deux factorisations trouvées ci-dessus, résoudre le systéme Bx = b pour

b= 110
11



Exercice 3. Factorisation UL.
Soit n € N*, A € M,,(R) une matrice inversible. Pour tout k£ € {1,...,n}, on note ay, = det ((Ai,j)kgz‘,jgn)-

On suppose que pour tout k € {1,...,n}, ax # 0.

. . . 1 si 1—i1=3
On note P la matrice définie par : pour tout i,j € {1,...,n}, Pij = dpy1—ij = { 0 :in?)r—f =
1. Montrer que P est symétrique et orthogonale.

2. On note B = PAP. Exprimer pour tout 4,j € {1,...,n}, le coefficient B; ; en fonction de coeffi-

cients de A.
3. Montrer que la matrice B admet une factorisation LU. On note B = LUy cette factorisation.

4. En déduire que la matrice A admet une factorisation UL ot U est triangulaire supérieure avec des
1 sur la diagonale et L est triangulaire inférieure inversible. On exprimera U et L en fonction de

Lo et Uy et on justifiera soigneusement que U et L ont les propriétés cherchées.

Exercice 4. Soit n € N*, soit A € M,(R) et soit B € M,(R). On considére, pour x5 € R" et
x1 € R™, la suite définie par 11 = Axg + Bxg—1 pour k € N*.

T
Tp—1
C € Mz, (R) telle que pour tout k € N*, yxr1 = Cyg. On pourra écrire C sous la forme d’une

1. Pour tout k € N*, on note y; le vecteur de R?" défini par vy, = ( ) Déterminer la matrice

matrice par blocs.

2. Montrer que la suite (zx)ren+ converge vers 0 € R™ si et seulement si la suite (yi)ren+ converge
vers 0 € R?".

3. Donner une condition nécessaire et suffisante (portant sur C') pour que la suite (x)ren+ converge

vers 0 € R™ pour tous zg et x;.



