Université Claude Bernard - Lyon 1

Analyse matricielle-L3

Feuille d’exercices n°2 - corrigé des exercices 7 4 9

SYSTEMES LINEAIRES BIEN POSES

Corrigé de 1’exercice 7

Dans la suite, || - || et (-,-) désignent la norme euclidienne et le produit scalaire usuels sur R".

1.

(a) Soit u € R™.

Si u = 0 (le vecteur nul) alors H(u) = I, est symétrique et othogonale.

Supposons maintenant u # 0. On calcule d’abord, en utilisant les propriétés de la transposée

(linéarité et transposée d'un produit),

(uuT)T (uT)TuT uut
Hw)T =1 -2 =I, -2~ =1, —2—— = H(u),
" ull2 " [Jul? "l
H (u) est donc symétrique.
Ensuite, on a
wl
H(uw)H(u)T = H(u)?* = (In — 2W)
u
T AN T
uu uu uu
=12—-2x1I,x2 + (2 ) car I, et 2——-— commutent
" " ull? [Ju? T ull?
T )\, T
=1,—14 +4
Tl Jul*
T T
uu uu
=I,—4—— +4——> carulu=||ul?
ol 2
=1,
donc H(u) est orthogonale.
On comprend mieux ce qu’est H(u) en écrivant pour tout v € R,
T
Ho=v -2y =0 =2 —o b — v (o )
[l [l [l [l /]

H (u) est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a I’hyperplan orthogonal & u. Voici

un petit dessin :
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(b) Soit e un vecteur unitaire de R™, v € R™, on suppose que v et e ne sont pas colinéaires. On a

(v,0+ [Jo]e)
Hv+ olle)v = v = 2300 (0 + o).
o+ Tellel?
Or
2 2 2
o+ Ilollell® = ol + 24w, llelle) + [[o]e
= 2ol + 2l (v, ) car [l =1
= 2(v, 0+ [[u]e)
donc
H(v+ [Jelle)v = v = (v+ ulle) = ~[v]e.

Cela se voit aussi trés bien sur un dessin... Faites-le!
On montre de méme que H(v — ||v|le) v = ||v]| e.
2. Soit A € M,,(R).

(a) On cherche une matrice de Householder H telle que la matrice HA n’ait que des zéros sous la
diagonale dans sa premiére colonne. Notons vy le premier vecteur colonne de A et ey le premier
vecteur de la base canonique.

Si vy est colinéaire a e, on pose H = I,, (il n’y a rien a faire...).
Sinon, on prend H = H(v; + ||vi]je1) ou H = H(v; — ||vi]le1). On a alors Hv; = —||vi]je; ou
Huv; = +||v1|le;. Dans les deux cas, la 1 colonne de H A étant le vecteur Hvy, il y a bien des

zéros sous la diagonale dans cette colonne.

Remarque : comment choisit-on I'une ou 'autre des possibilités 7

Si on le fait "a la main” sur un papier, on fait ce qu’on veut...

Si Uon veut que le coefficient diagonal (HA)1,1 soit positif, on choisit H = H(vi — [[v1|ex).
Le choix peut aussi étre guidé par le fait que l'on veut éviter de diviser par des nombres trop
petits : comme on doit diviser par |[vy % ||vi|le1]|?, si (v1)1 = A1 < 0, on choisit plutét
H = H(v; — ||vi]le1) et si (vi)1 = A11 > 0, on choisit plutot H = H(v1 + ||v1|ler).

(b) On construit la suite de matrices de Householder (H(k))lgkgn_l et la suite de matrices (A(k) Jo<k<n—1
par récurrence.
— Etape 0. On pose A®) = A:
— Etape 1. On pose ensuite
— wy = v1 — ||vi]ler ot vy est le premier vecteur colonne de A (pour fixer les choses, on
mettra toujours le "-");
— HW = H(wy) (si v; = |Jv1]|e1, alors HV = I,,);

— AW = HO AO) alors AD a des zéros sous la diagonale dans sa 1 colonne.

* ok *
0 =% *
A —
0 « *



— FEtape k+1. Soit 0 < k < n—2, on suppose construites les matrices A©) ... A® HFO)

H®) telles que pour tout 1 < j < k, AU a des zéros sous la diagonale dans ses j premiéres

colonnes, HY) est une matrice de Householder et AW = FU) AG-1),

numéros de colonnes L2 kk+l...... "
S E A A A A A

*  * * ... .
0 x *

0
Ak — N
0

00 ... 0 % ... ... %

k ~ k ko~
On note A®) = (az('j))lﬁi,jén et Vg1 = (CL;k)_’_l)k_i_lSiSn € R"* (T4, correspond aux
éléments en magenta dans la matrice ci-dessus).
1

0
On note aussi ex11 = | . | € R*7.

0
On raisonne comme a la premiére étape mais en dimension n — k.

On pose Wii1 = Ukt1 — ||Uk+1][€k+1, o0 ||Ugs1]| est la norme euclidienne du vecteur U4

dans R"%.

On pose ensuite H*+1) = H (Vg1 — ||Ug+1|€r+1)€ Myu—i(R).

On a
*

H* g0 =[Gk € = | . | e R

0

On définit alors H* 1 par blocs

I Om, 0
H*+D — = H(wgy1), ol wyy = 0 €R"
OMnfk j’_:[(k-i-l) @k+1

Enfin, on pose AKTD = g+ gK) . AKk+1) 5 des zéros sous la diagonale dans ses k + 1

premiéres colonnes.
Ainsi la matrice A1 est triangulaire supérieure.
(¢) On vient décrire A= = H=1)  HWO A, Or les matrices de Householder sont symétriques

et orthogonales, donc pour tout 1 < 57 < n—-1, H () est inversible d’inverse HU), ainsi en
posant () = (H(”*l) .. H(l))*1 =HD  H"D et R=A""1D ona

A=QR, Q@ orthogonale et R triangulaire supérieure,



c’est une décomposition QR de A. Avec le choix fait, on a aussi tous les coefficients diagonaux

de R positifs (sauf éventuellement le dernier).

Compte d’opérations.

Pour compter le nombre d’opérations de cet algorithme, il faut compter précisément le nombre

d’opérations pour faire un produit matrice x vecteur Hv avec H de Householder. Comme le

demande I’énoncé, on ne compte ici que les multiplications.

Soit 0 < k<n-—2. A I’étape k + 1 décrite ci-dessus, on doit :

— calculer ||Ugy1]), ot Tpy1 € R** il y a donc n — k multiplications & faire ;

— calculer wWgy1 = Vky1 — ||Ukt1|l€x+1, il 0’y a pas de multiplications (il y a seulement une
addition pour calculer la premiére composante) ;

— calculer le produit H*+tDA®) . F*+1) egt une matrice bloc, on ne touche pas aux k
premiéres colonnes de A% dans ce calcul, il s’agit donc de faire un produit de matrices de
taille n — k, c’est-a-dire n — k calculs de produits du type HF Dy ot v est un vecteur de
R" % on écrit N

HEDy — ¢ — QM@;C_H.
[

Pour ||wg1||? : n — k multiplications sont nécessaires ; puis pour chaque produit du type

H® Dy (ily an — k telles quantités a calculer) :

— pour (v, Wky1) : n — k multiplications sont nécessaires;

— il y a aussi une division et une multiplication par 2;

— un produit réel x vecteur : n — k multiplications sont nécessaires.

Le nombre N,, de multiplications nécessaires a sa mise en ceuvre est donc

n—2
Nop = ((n—k)—i—(n—k)—i—(n—k)(n—k—i—Q—l—n—k))

k=0
n—2

= (4(n —k)+2(n— k:)2)
k=0

= (21° +41)
=2

" s n(n+1)(2n+1) TLS - _n(n+1) 3 27713
Or ;l = et Zl—72 —nﬁoﬂm(n)donc Nop 3

Remarque : si on compte a la fois le nombre de multiplications et d’additions nécessaires comme
3

n
a l’exercice 6, on obtient Ny, ~ =3 Cet algorithme est moins codteur que celui de Gram-
Schmidt.

3. Application. On considére la matrice A =

01
10
01
0
Etape 1. La premiére colonne de A est v = [ 1|, on a ||Jv]| = 1.
0

—1
On pose w1 =v1 —e; = [ 1 | puis H(l):H(wl)zlg—Q




et enfin

= o O

St— = = o

Etape 2. On pose vy = (1) € R? on a |02 = V2.

onpose@:'@—\/iag:G)—ﬂG):( : )Ona]w|]2 (1-v2)24+12 = 2(2—/2)
V2

- waT 1— (1-v2)? V2-1
et on pose H? = H(w,) :I272||~ ||22 = \[2 V2 2= ‘/5 € Mz(R).
w2 22 1- 2— f
Et 1a on simplifie! ! Quand on a des fractions avec des racines carrées, on multiplie par ’expression
conjuguée...
_ V2 V2

Par exemple, f\_/% = (f221)$;f) \/i. On obtient H® = (‘Zﬁ _222>

1 0 0 1 0 0
On pose donc H® = | 0 g g puis A® = @ADL = |0 2 g

0 Y2 V2 0 0 -2

2 2 2

Conclusion : décomposition QR.

La matrice A®) est triangulaire supérieure, on pose R = A, On pose également Q = HOH®) . Q
est orthogonale comme produit de matrices orthogonales. On a A®) = H@AM = FAHFM A donc
A= (HIDHM1A®) = (HO)"1(H@)=142) = HOFR AR) = QR.

0 V2 V2

2 2

Il reste a calculer @ =1 O 0
0 V2 V2

2 2

Corrigé de I’exercice 8
Considérons d’abord le cas de la matrice A. On écrit A = D — E — F (avec les notations du cours, D
est diagonale, E est triangulaire inférieure stricte et F' est triangulaire supérieure stricte ; attention aux

signes). Ici :

1 00 0 0 O 0o -2 2
D=0 1 0}),E=(-1 0 0),F=(0 0 -1
0 01 -2 -2 0 0 0 0
0o -2 2
La matrice d’itération de Jacobi est J = D_I(E +F)donc J=|—-1 0 —1].Son polynéme carac-
-2 -2 0

téristique est x.7(X) = det(J — XI3) = —X?3 donc 0 est la seule valeur propre de J et p(J) = 0 < 1.

Ainsi la méthode de Jacobi converge pour la matrice A.

Remarque : la matrice J est nilpotente (J° = 0) donc pour tout vecteur initial, la suite des itérés de la

méthode de Jacobi est stationnaire & partir d’un certain rang.

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est G = (D — E)~'F.
Il faut d’abord calculer (D — E)~!. Pour cela plusieurs méthodes :



— par exemple en résolvant, pour y € R? quelconque, le systéme triangulaire (D — E)x = y, ce qui
donne x = (D — E) ly;

— ou encore en remarquant que D — E = I3 — FE avec E nilpotente (elle est triangulaire stricte) ;
comme E3=0,ona (I3 E)"'=I3+E+ E?;

— avec votre méthode préférée... (algorithme de Gauss?).

10 0 0 -2 2
Quelle que soit la méthode choisie, on obtient (D—E)"!=|[~-1 1 0| puisG=[0 2 —3] donc
0 -2 1 0 0 2

p(G) =2 > 1. Ainsi la méthode de Gauss-Seidel diverge pour la matrice A.

Pour la matrice B, on obtient de méme

2 00 0 0 O 01 -1
D=0 2 0| =2I3, E=|-2 0 0|, F=|0 0 -2
0 0 2 1 10 00 O
1 1
0 35 —3
Onaj:D—1(E+F):%(E+F): —1 0 —1]. Son polynéme caractéristique est
11
11
2 2

x7(X) = det(J — XI3) = —X(X? + 2) donc les valeurs propres de J sont 0, iv/5/2 et —iv/5/2, et
p(J) = é > 1. Ainsi la méthode de Jacobi diverge pour la matrice B.

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est G = (D — E)7'F.

oo 0 1 -}
Comme précédemment, on calcule (D — E)~! = —% % 0| pusG=10 —% —% donc
o 13 o 0

p(G) = 1 < 1. Ainsi la méthode de Gauss-Seidel converge pour la matrice B.

Que retenir de ces exemples 7 Pour une matrice donnée, la méthode de Jacobi peut converger sans que la
méthode de Gauss-Seidel ne converge ; et la méthode de Gauss-Seidel peut converger sans que la méthode

de Jacobi ne converge.

Corrigé de I’exercice 9

1. On remarque d’abord que la somme des éléments de chaque ligne de A est la méme, elle vaut 1+ 2a,
1
donc le vecteur | 1 ]| est vecteur propre de A associé a la valeur propre 1 + 2a.
1

On calcule le polynéme caractéristique de A. On sait qu’on pourra mettre (X — (1 + 2a)) en fac-
teur. Pour obtenir directement cette factorisation, on ajoute a la premiére colonne les deuxiéme et

troisiéme colonnes, ce qui ne change pas le déterminant :

1-X a a 1+2a—X a a
xa(X)=| a 1-X a |=[142a—-—X 1-X a
a a 1-X 1+2a—X a 1-X
1-X a a a a a
_“+%_Xﬂ 1—Xw_a1—X+1—X J

en développant par rapport & la premiére colonne

= (1+2a— X)(X — (1 -a))?



Les valeurs propres de A sont dont 1+ 2a et 1 — a.

. La matrice A est symétrique. Elle est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont

toutes strictement positives si et seulement si —% <a<l.

. Avec les notations du cours, rappelées a ’exercice précédent, on a A = D — E — F' et la matrice
de l'itération de Jacobi est J = DY (E+ F). Ona D = I3, donc E4+F =D — A =13 — Aet
J = I3 — A. Ainsi les valeurs propres de J sont 1 — (1 + 2a) et 1 — (1 — a), c’est-a-dire —2a et a.
Le rayon spectral de J est dont p(J) = 2|a|. Ainsi la méthode de Jacobi converge si et seulement si
la| < 3.

. Avec les notations précédentes, la matrice £1 de l'itération de Gauss-Seidel est
L1=(D—-E)'F=(I3-E)'F.

1 0 0
La matrice E est nilpotente, E3> = 0, donc (I3 — E)™! = I3+ E + E? = —a 1 0] et
a?—a —a 1
0 —a —a
L1=10 a® a®—a

0 —a+a® —a’+2d?
. Soit a > 0. On calcule le polynéme caractéristique de L; :

a’?— X a’®—a
—a®+a?> —a*+2a%2-X
= —X(X*+ (a —3)a*X +a®)

XLy (X) =-X

Le discriminant du polynéme de degré 2 entre parenthéses est A = a*(a—3)%2—4a3 = a®(a—1)?(a—4).
Notons 1 et pg les racines de ce polynéme (dans C).

Comme a est positif, A est du signe de a — 4.

1°* cas : a > 4.

Alors py et pg sont réelles, on a g = ———5"—— et us = Jf

On a donc p; < —az(‘;—?’) < —42;1 = —8. Ainsi, p(£1) > |p1| > 8 > 1. La méthode de Gauss-Seidel

diverge dans ce cas.

2¢cas: 0<a<4.

Alors p11 et pip sont complexes conjuguées, on a |u1|? = |p2> = 1 (a(a —3)? +|A|) = a3. Ainsi
|pi] < 1 et |ug| < 1 siet seulement si 0 < a < 1.

En conclusion, dans le cas a positif, la méthode de Gauss-Seidel converge si et seulement si0 < a < 1.

. Soit a €]0, %[, pour comparer les vitesses de convergence des méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel, on compare les rayons spectraux de J et L£; (revoir les résultats du cours concernant la
convergence des méthodes itératives, I'erreur de convergence, et le lien entre normes matricielles et
rayon spectral).

1

On a p(J) = 2a et p(L1) = a*2 Comme 0 < a < & < 4, on a a'/? < 2 et a*? < 2a donc

p(L1) < p(J) : la méthode de Gauss-Seidel converge plus vite que la méthode de Jacobi dans ce cas.



