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Analyse matricielle-13

Feuille d’exercices n° 3 - corrigé des exercices 2 a 4

MOINDRES CARRES, RECHERCHE DE VALEURS PROPRES

Corrigé de ’exercice 2

Dans cet exercice, on généralise ce qu’'on a vu a 'exercice précédent. A l'exercice 1, on an =3 et d = 1.

1. On suppose ici qu’on a échantillonné, c¢’est-a-dire sélectionné, n points sur le graphe d’une fonction
f : R — R. On connait donc n points (t;,y;) = (t;, f(¢;)). On va chercher une approximation du
graphe de f par le graphe d’un polyndéme P de degré au plus d qui passe "le plus prés possible"

des n points (t;,y;). Par Pexpression "le plus prés possible" on entend ici qu’on veut minimiser la
n

somme des erreurs quadratiques E | P(t;) — yil|3. Cette somme n’est autre que la norme au carré

i=1
P(t1) =y
du vecteur et le probléme qu’on veut résoudre est donc bien de trouver le polynéme
P(tn) — yn
P de degré au plus d tel que
P(t1) —wn Q(t1) —
' ~ oy :
: Rl :
P(tn) — Yn Q(tn) —YUn
d
La forme générale d’'un polyndéme P de degré au plus d est P(X) = ZakX k et, étant donné
k=0

i € [1,n], on peut voir la valeur du polynéme au point ¢; comme un produit matriciel :

Qo
d o
k 2 ay | 1
k=0
o)
On définit alors la matrice
1t t2 td
1ty t2 td
A= .
1 t, t2 td
d n
et on observe que trouver un polynéme P(X) = Z o X" qui minimise la quantité Z P (t;) —vill3
k=0 i=1
équivaut a trouver le vecteur (ap, ..., aq) qui minimise la norme du vecteur
) (1
Qg Y2
A =
Qq Yn



c’est-a-dire qu’on cherche la solution o = («, . .., ) du probléme

n Qg n 20
Y2 a1 . Y2 21
— Al . = min - A
. ZeRd«H .

Yn Qaq Yn Zd

D’apres les résultats du cours, la solution satisfait ’équation normale :

%)) 1
ai Y2
ATAl | =47
Qq Yn
Y
T AT T | Y2 - : :
2. Pord=0onaA=(1---1)", AAA=net A = Z y; donc I'unique solution du probléme
: i=1
Yn

1 n

est g = — Zyi, c’est-a-~dire la moyenne des y;.
i

Pour d =1 on a

1 # . Y1
1t noo 2t w| | 2w
A=1|. |, ATa=], ot , AT =]

i : Z ti Z t2 : Z Liyi
tn i=1 i=1

Yn i=1

On est ramené au systéme a deux équations et deux inconnues
n n
n E t; E Yi
i=1 @) _ | =1
E ti E t E tiyi
i=1

=1 =1

n n
Ce sytéme admet une unique solution si, et seulement si, n Z t2 # (Z t;)2. Cette solution s’écrit
i=1 i=1

n n n n n n n
Dt twi=) ) ui Dt yi—n) tw
=1 =1 =1 i=1 =1 i=1 i=1

n n n n
Q_t*=n) t Q_t*=n 8
i=1 i=1 i=1 i=1

(Remarque : on pourra faire le lien avec la remarque de la fin de I'exercice 1).

Qg = ) ap =



3. Méthode 1 : On a
n n n
n ot >t e Yo
=1 =1 =1
n n n n
Zti Zﬁ Ztg Ztgﬂ
=1 =1 =1 =1
n n n n
RIIED S ID S St
=1 =1 =1 =1

Ata=1 : A
n n n n
d—2 d—1 d 2d—2
YSUEID SRS SRS o
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
d—1 d d+1 2d—1
YIS WD SIS o
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
d d+1 d+2 2d
)LD DD DL AR DL
i=1 i=1 i=1 i=1
Cherchons les conditions sous lesquelles AT A est inversible. Notons Cy, . . ., Cy les colonnes de cette
matrice et supposons qu’il existe ag,...,aq € R tels que
d
Z aka =0
k=0
d
On définit le polynéme P(z) = Z az® et on observe que la premiére ligne de I'égalité matricielle
k=0

d n n
Zaka = 0 équivaut a ZP(ti) = 0, la seconde ligne équivaut a ZtiP(ti) = 0, la troisiéme
k=0 i=0 =0

n n
a Zt?P(ti) = 0, etc., jusqu’a la derniére ligne qui équivaut a Zt?P(ti) = 0. On prend alors la
k=i =0
combinaison linéaire de ces (d + 1)-égalités pondérées par les coefficients ag, - -, g4 et on obtient
d n n

n d
Z Qg Z t* P(t;) = 0 qui se récrit comme Z P(t;) Z ath = Z[P(ti)]2 = 0. On en déduit que
k=0 =0 =0 k=0 1=0

P(t;) =0,  Viel[o,n].

P est un polyndéme de degré au plus d s’annulant en t¢1,...,%,, qui sont distincts par hypothése.

Une condition suffisante pour que P soit le polynéme nul est que n > d, et on peut conclure sous
cette hypothése que tous les ay, sont nuls donc AT A est inversible.
n
Supposons a présent que n < d et considérons le polynéme P(x) = H(a: —t;) qui est donc de
i=0
degré au plus d. On note By, ..., 584 les coefficients de sa décomposition dans la base canonique de
d

Ry4[X], ie., P(x) = Z Brzk. 1l est clair que ces coefficients ne sont pas tous nuls. En reprenant les

k=0
d

notations utilisées ci-dessus on observe que Z BrCr = 0 puisque P(t;) = 0 pour tout i € [0,n].
k=0
Ceci prouve que AT A n’est pas inversible.

On peut donc conclure que AT A est inversible si, et seulement si, n > d.



Méthode 2 : On peut aussi raisonner en utilisant la propriété vue en cours : AT A est inversible si, et
seulement, si ker A = {0}.
Supposons d’abord que d > n. Par le théoréme du rang, on obtient que dim(ker A) = dim R — g A >
d+1—n>1 donc AT A n’est pas inversible.
Supposons ensuite que d < n, on distingue alors deux cas :

1. Sid =n —1, A est une matrice carrée, de Vandermonde, on a det A = H(tj —t;) # 0 donc A est

1<j
inversible et AT A est inversible.
2. Sid<n—1, A contient une sous-matrice de taille d + 1 inversible donc son rang est d 4+ 1 et son

noyau est réduit a {0}. Ainsi AT A est inversible.

On peut conclure que AT A est inversible si, et seulement si, n > d.



Corrigé de I’exercice 3

Meéthode 1 : factorisation QR de A par la méthode de Householder.

On n’utilise pas I’équation normale pour résoudre le probléme aux moindres carrés. On cherche la facto-

risation QR de A avec Q € My 4(R) orthogonale et R € My 2(R) triangulaire supérieure, en utilisant la

méthode de Householder. On verra a la fin comment on utilise cette factorisation pour conclure.

2 —1
Etape 1. On pose v; = (2) ,on a |lvil]2 = 3. On pose wy = v — 3e; = 5 |- On a [|wy |3 = 6. On
1 1
2 2 1 14
20 2 = 3 -
3 3 3 3
) 01 0 0 0 0
pose HY = I, — lewlT =12 0 1 2| et A® =gMA= 0 2
iz 3 ] 3
0 2 0 >
3 3 3 3
0 _ V29
) 2 2 V29 (1 3
Etape 2. Onpose v = | 3 |,ona [o2]]2 = =3 On pose Wy = Uy — 5 0] = 2
_2 0 %
3 3
0 2 b
129 29
|@o3 = o8 On pose H® = [ — i@ ol = 2 25 10 uis
2112 — 9 . p — 13 H'LEQ”% 2Wo — /29 29 29 b
5 10 4
/29 29 29
1 0 0 0
O 3oy
V2 2
0@ _ s BB YP | wa®_go_ |0 ©
0o = =2 = Va9 |-
\/29 29 29 0 —
5 10 4 3
0o - - = 0 0
V29 29 29
Factorisation.
2 1 20 8
2 a9 /59 99 29 14
g 30\/29 229 295 3 5
/50 /90 V29
On a donc A = QR avecQ:H(l)H(2): 9 8 %59) 629 et R=10 =5
3 3/20 29 29 0 0
1 14 10 4 0 0
3 3v29 29 29

Probléme aux moindres carrés. Soit y € R2. La matrice Q7 étant orthogonale, on a

|4y = bll2 = |QRy — bll2 = |Q"QRy — Q"b||2 = ||Ry — Q|-
Ainsi, le probléme aux moindres carrés se réécrit :

« trouver z € R? tel que ||Rz — QTb||s = mﬁé IRy — QTbl|2 ».
ye

R by
Onnote R=| —— | et Qb= | — | avec Re M3 (R), b~1 e R?, b~2 € R2.

0M2 b2



Alors ||[Ry — Q0|3 gs = IRy — I;IHS,R? + ||b~2||§,]R2‘ B

Or R est inversible, le systéme (de dimension 2) Ry = b; a une unique solution, notée = : = est 'unique
solution du probléme aux moindres carrés.

En effet, pour tout y € R?, ||Ry — QTb||2R4 > HbQHQRQ = ||Rz — QTbHQR4

et |Ry — QTb||2R4 = ||b2||2R2 si et seulement si Ry = by si et seulement si y = .

3
3
Le systéme R = b~1 se résout immédiatement une fois calculé QTb =1 —35+4v/29 |.On doit résoudre
29
—14 — 10v/29

u 29
3 = 3 15
\/323 T = 3 |,onadoncx= ?99

0 - VT o
Pour terminer, 'erreur d’approximation vaut

. Nz
Il = Yo

Méthode 2 : utilisation de 1’équation normale et de la factorisation QR de AT A.

2 3 1
1. ) {0 0 . (9 14 2| (9
On considére la matrice A = 9 4 et on calcule B = A" A = <14 25) et A 2| = <15>. La
1 0 1

. . . ) N : . . 9
solution du probléme de moindres carrés associé & A est la solution de 1’équation normale Bx = <1 5).

On peut facilement résoudre directement ce systéme 2x2 mais on va voir, pour illustrer le cours, comment
le faire avec la factorisation QR de B obtenue par la méthode de Householder. Une étape suffira puisque
la matrice est de taille 2x2.

La premiére colonne de B est v; = <194>, on a ||lvy|* = 277.

9 — V277

On pose w1 = vy — ||vi|ler = < > qu’on note <g> On définit ensuite

14
B B wiw! B 1 B2 —a? —2ap
H_H(wl)_l2_2||w1||12_Oz2+ﬂ2 <—20¢ﬂ OJQ—ﬂQ)
et enfin ) ) ) )
R HA— 1 9(8° — a*) — 28ap 14(B* — a®) — 50
B T a2+ B2 \—18aB + 14(a® — B%) —28a8 + 25(a’® — ?)

Comme on a posé a = 9 — V277 et § = 14, on vérifie que le coefficient en bas a gauche de R est bien nul,
c’est-a-dire —18a3 + 14(Oz2 — 62) = 0. On peut alors simplifier les autres coefficients en utilisant ’égalité
14(a* — %) = 18ap, ce qui donne

1 “——(*-a®)  —68ap
— m 0 %(QQ _ 62)

277
9



Par construction, la matrice H est symétrique et orthogonale donc la décomposition QR de B s’écrit avec
Q=H,i.e.,
1 2_a2 - 1 —(B°=a”)  —68ap
B=HR= (ﬁ o J2ab > 9

N m —2ap Oé 62 oz2 + ,62 0 %(QQ o 52)

On peut alors résoudre le systéme Bx = < ) > On écrit d’abord que

15

_ 9 . 9 . 1 9(52—042)—30045 B 1 9(62_0‘2)_30046
=7 <15> -4 <15> R <—18a5 +15(a% - 52)> 21 ( o? g2 )

et on est ramené au systéme triangulaire supérieur

277
1[5 (B —a®)  —68aB 2\ 1 (9(8*—a%) - 3008
a? + (2 0 29(2 52) y) a2+ B2 o — B2
9
. L. 9 258 af 9 258 14
dont la solution vérifie y = 29’ &= ﬁ(Q + — 50 o7 _ 52) 2—77(9 + 2—918) E Ouf!
15 57
29 110 L ) oL
On calcule A 9 | =39 |66 puis erreur d’approximation en norme 2 avec b :
29 15
o7 1
s | o | = [ 3] 1= 5028, ~58,~21, 14y = Y122
29 | 66 3| ’ 29
15 1



Corrigé de I’exercice 4

Le théoréme de Gerschgorin (également appelé théoréme de Gerschgorin-Hadamard) affirme que 1’en-
semble des valeurs propres d’une matrice A de taille n x n & coefficients complexes est contenu dans
I"union des n disques de Gerschgorin associés a la matrice A. Etant donné i € [1,n] on désigne par i-éme

disque de Gerschgorin associé & A I’ensemble
D;i={z€C, |z~ H|<ZA]Z}
J#i

On démontre le théoréme de la fagon suivante : soit A une valeur propre de A et x = (z1,...,2,) un

vecteur propre associé. On a Az = Az donc, pour tout i € [1,n],

Z Aijjx; = Axy,

j€li,n]

()\ — Aw)x, = Z Az-ja:j.
JemI\{i}

On choisit un indice i tel que |x;,| = max |z;|. Puisque x est un vecteur propre de A, x;, est non nul et
i€[1,n

1 |25l
A= Aig 0| = Z Ajgjzj| < Z |A7«OJ" ’ Z |Aioj‘

20‘ jelt,n]\{io}

on a :

’ ol Jeltn]\{io} Jelln]\{io}
On en déduit que A € D;, C U D;. La démonstration vaut pour une valeur propre arbitraire de A
i€[1,n]
donc o(A) C U D; et le théoréme de Gerschgorin est démontré.

i€[1,n]

On peut énoncer un corollaire facile du théoréme de Gerschgorin :

Toute matrice carrée a diagonale strictement dominante est inversible.
En effet, soit A € M,,(C) (avec n € N¥) une telle matrice, on suppose donc que pour tout i € [1,n],
|A; | > Z |A;|. Cette hypothése implique que 0 ¢ U D; donc, d’aprés le théoréeme de Gerschgorin,

J#i i€[1,n]
0 ¢ o(A), ce qui prouve que A est inversible.



