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Analyse matricielle-13

Corrigé des exercices 5 et 6 de la feuille d’exercices n° 3
Corrigé de I’exercice 4 de ’examen année 2019

RECHERCHE DE VALEURS PROPRES

Corrigé de I’exercice 5

. 0 -1
Soit A = (1 0).

1. Le polynome caractéristique de A est x4(X) = X? + 1. Les valeurs propres sont {i, —i}.

Un vecteur propre associé a ¢ est v = <

> ; U vecteur propre associé a —i est v.

2. Soit z € C? non nul.

On travaille dans C%, donc pour y, z € C?, ||ly||* = [y1]* + |y2|? et (y,2) = y1Z1 + 1272

(a)

On remarque que A% = —I (on sait que x4(A) = Opq,) et donc, par une récurrence immédiate,
on obtient

VE e N* : A%F = (—1)FIy et AZFH = (—1)F A,

et donc
V(k,z) € N* x R?: A%y = (—1)*z et AT lg = (—1)F Az

Une premiére remarque : si on considére des vecteurs de R? seulement, on remarque que pour
tout y € R, (Ay,y) = 0 et donc, si € R?, la matrice A étant a coefficients réels, tous les
vecteurs ) sont dans R? et pour tout k € N, (Az®) 2y = 0 : la suite ((Az®), 2())en

converge vers 0, mais 0 n’est pas une valeur propre de A.

Etudions le cas général ou z € C2.
D’abord, la matrice A est unitaire (AA* = I), elle conserve la norme 2 et le produit scalaire.

1
Soit k € N. On a ||A*z|| = z et donc ) = mAkx. Alinsi,

1

B 1
e

Az®) 40
< ) EE

<Ak+1(17, Ak:c> —

(Azx, x),

en utilisant le fait que A* conserve le produit scalaire.

Ainsi, la suite ((Az®), 2])), cy est constante. Elle converge vers une valeur propre A de A si et
seulement si elle est constante égale & cette valeur propre \ si et seulement si (Az,z) = \||z||2.
Les valeurs propres de A sont de module 1.

Supposons que (Az,z) = A|z||%. On a donc |(Az,z)| = ||z||*. Or, on sait par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz que |(Az, z)| < ||Az||||z|| = ||lz||?, avec égalité si et seulement si Az et x sont
colinéaires si et seulement s’il existe pu € C tel que Ax = px si et seulement si z est un vecteur
propre de A associé a la valeur propre u.

On réinjecte et on obtient p|z||?> = (Az,z) = \||z||?. Ainsi, p = \, et z est un vecteur propre

de A associé a la valeur propre \.



Réciproquement, si x est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A on a bien
(Az,z) = \|z||2.
En conclusion, la suite ((Az®), 2*))),cy converge vers une valeur propre de A si et seulement
si & est un vecteur propre de A.
Qu’a-t-on mis en évidence dans cet exercice ?
Le théoreme vu en cours sur la convergence de la méthode de la puissance contient U'hypothése qu’il y a
une seule valeur propre de plus grand module. Cette hypothése n’est pas satisfaite ici; en effet, i et —i

sont deuz valeurs propres distinctes de module mazximal.

Corrigé de ’exercice 6

Faisons le rappel suivant :

) a c 1 a b L.
Rappel : Soit A = (b d) avec (a,b) # (0,0), on pose alors Q = \/TW <b —a) , on vérifie que Q
est symétrique et que QQT = 1, et en enfin
1 2 2
QA — ' a”+b ac—_i—bd — R
Va2 + b2 0 bc — ad

On obtient alors la décomposition QR suivante :

A=OQ.R= 1 a b o 1 a2+ b2 ac+bd
T Va2 \b —a) T a2 2 0 bc—ad)”

Q R

Les itérations successives de la méthode QR sont :
Etape 1.
On pose A1 = A.
Etape 2.
1

1 1 _
On calcule la décomposition QR de A1 : A1 = Q1R avec Q1 = ﬁ (1 _11> et Ry = % ((2) 11>7

et on pose donc :
1/1 3
Ay = R = 3 <1 _1> :

Etape 3.
1
On calcule la décomposition QR de Ay : Ay == Q2 Rs, avec ()2 = Q1 et Ry = — (1 1> ;

2
1/1 1\ (1 1 1 0
A3:R2Q2:2<0 2) <1 —1>:<1 —1>'

Comme A3 = A, on a alors (par une récurrence immédiate) :

par suite on pose :

La suite (Ag)ken=-

Vk € N*,AQk = A et A2k+1 = A.

La méthode ne converge pas puisque Ay # A.

Comme dans I'exercice précédent, les hypothéses du théoréme vu en cours sur la méthode QQ R de recherche

des valeurs propres ne sont pas satisfaites : A admet deux valeurs propres ayant le méme module.
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Avant de commencer, remarquons que les vecteurs (y;)i; sont des vecteurs propres de AT En effet, pour

tout i € {1,...,n}, yl A= \y! donc ATy; = \y;.

1. On considére i € {1,...,n} tel que \; # A; pour tout j # i.

(a)

(b)

Pour répondre a la question 1.a) a savoir "montrer que pour tout j # i on a ijml = 0", partons
d’un j quelconque tel que j # i. On a alors \j(x;,y;) = (Az;,y;) = <:ci,ATyj> = \j(zi,95) ;
par suite, (A\; — X\j)(xs,y;) = 0. Or A\; # A;, ainsi on a (z;,y;) = 0.

Pour la question 1.b) a savoir "montrer que yiT x; # 0" nous vous proposons un raisonnement
par I’absurde. Supposons que y! 2; = (z;,1;) = 0, alors pour tout j € {1,...,n}, (z;, yj) = 0.
Or (y;)1<j<n est une base de R", on en déduit donc que z; = 0, ce qui conduit & une absurdité.

Ainsi, ylz; #0.

Pour la question 1.c) & savoir "montrer qu’il existe g; € R" tel que GTA =Nyl et gl =1",

essayons de s’inspirer du résultat dans 1.b). En effet, il est clair d’aprés 1.b) que (x;,y;) # 0.

1
Posons alors g; = ﬁyz Il est alors évident que g; ainsi construit vérifie d’une part, d’apreés
Liy Yi
1 1
I’hypothese de 'exercice, y;‘F A= )\iy;f =\ y;‘F .
(i, yi) (i, yi) (i, i)
——
i i
o
D’autre part, par définition du produit scalaire on a lTa:Z = (i, 1) =1.
(Tis yi) (i, yi)

2. On suppose ici que |Aj| > |Aj41] > 0 pour tout j € {1,...,n —1}. Pour j € {1,...,n — 1} on note

y; le vecteur propre a gauche de A associé a \; tel que g]jT:Uj =1

(a)

Soit A® = A -\ "

On a pour tout i € {1,...,n}, A®z; = Az; — Mjay (i ") = Niws — Mxr (17 24).

Pour tout i = 2,..,n, d’aprés 1.a) @flTxi = 0 par suite APz = Ny

De plus APz = 0. Ainsi les valeurs propres sont {0, Aa, .., A\ } et Ay est la valeur propre de

plus grand module.

Si A1, z1 et y; sont connus, un algorithme (vu en cours) permettant d’approcher \a, z2 et yo

est 'algorithme (méthode) de la puissance itérée, qui est convergent car [Aa| > |Ag| > .. > |A,].

k—1
: k ~T
Pour k = 2,...,n soit Ak :A—Z)\jxjyj )
j=1
En utilisant le méme raisonnement qu’au 2.a), on montre que ARz, =0 pouri=1,..,k—1

et que A(k)azi = \jx; pour i = k,..,n.



