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Résumé. On donne une démonstration combinatoire directe de la formule de Harer–Zagier sur les
nombresεg(m) de manières d’obtenir une surface de Riemann de genreg par identification
par paires des côtés d’un2m-gone. Cette formule est la clé combinatoire nécessaire pour le
calcul de la caractéristique d’Euler de l’espace de modules des courbes de genreg. La
méthode ici développée reprend l’approche combinatoire imaginée par Harer et Zagier
et évite d’utiliser l’intégration sur un ensemble gaussien de matrices aléatoires. Notre
technique de démonstration repose sur l’énumération des arborescences et des circuits
eulériens. 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

A combinatorial proof of the Harer–Zagier formula

Abstract. We give a combinatorial and self-contained proof of the Harer–Zagier formula for the
numbersεg(m) of ways of obtaining a Riemann surface of given genusg by identifying
in pairs the sides of a2m-gon. This formula was the key combinatorial fact needed for
the calculation of the Euler characteristic of the moduli space of curves of genusg. The
method developed here completes the original combinatorial approach imagined by Harer
and Zagier and avoids using the integration over a Gaussian ensemble of random matrices.
Our derivation is based upon the enumeration of arborescences and Euler circuits. 2001
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Harer and Zagier asked in [4] for a combinatorial proof of the following theorem:

THEOREM(Harer–Zagier). –Letεg(m) be the number of ways of obtaining an oriented surface of given
genusg by one of the(2m − 1)!! := (2m)!/(2mm!) possible gluings in pairs of the counterclockwisely
oriented sides of a2m-gon, such that two oppositely oriented arcs become an unoriented edge. Then we
have for everyN ∈ N\{0} (m ∈ N\{0} is fixed):

�m/2�∑
g=0

εg(m) ·Nm+1−2g =
N∑

n=1

(
N

n

)
· (2m− 1)!! · 2n−1 ·

(
m

n− 1

)
.
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Proof (sketched). –Every gluing yields a multigraphG = (V,E) with |E| = m edges, somev := |V | =
m + 1− 2g vertices and with a directed Eulerian tour (the2m-gon after the gluings); and

�m/2�∑
g=0

εg(m) ·Nm+1−2g =
�m/2�∑
g=0

εg(m) ·Nv

counts the number of colourations of its vertices with the colours1,2, . . . ,N . However, every colouration
is surjective onto some subset of{1,2, . . . ,N} of cardinalityn, and it is sufficient to prove:

THEOREM. – Let V = {1,2, . . . , n} be given and letm � n − 1 be fixed; b := n − 1, s := m − b.
Then the number of(really different) directed Eulerian tours on all multigraphsG = (V,E) with |E| = m
(undirected) edges is equal to

(2m)!
2s · s! · b! = (2m− 1)!! · 2n−1 ·

(
m

n− 1

)
.

Proof (sketched). –By the so-called BEST Theorem it is possible for every directed Eulerian tour to
distinguish betweenb edges forming an arborescencea : V \r → V (r ∈ V ) on the one hand and the other
s supplementary edges on the other hand. Therefore, the desired number can be expressed with the help of
the variablesx1, . . . ,xn as follows:

∑
i1+···+in=b+2s

i1,...,in�0

∂i1
x1

· · ·∂in
xn

∑
r∈V

∑
a:V \r→V

[ ∏
v∈V \r

xa(v)

]
·
[
(x1 + · · ·+ xn)2/2

]s
/s!

=
∑

i1+···+in=b+2s
i1,...,in�0

∂i1
x1

· · ·∂in
xn

[
x1 + · · ·+ xn

]b ·
[
x1 + · · ·+ xn

]2s
/(2ss!)

=
(b + 2s)!

2ss!

∑
i1+···+in=b+2s

i1,...,in�0

1 =
(b + 2s)!

2ss!
·
(

2b + 2s

b

)
. ✷

Remark. – With the help of one of the combinatorial proofs of the identity

∑
r∈V

∑
a:V \r→V

∏
v∈V \r

xa(v) =
[
x1 + · · ·+ xn

]b

as well as of the BEST Theorem one easily gets the promised combinatorial proof.

1. Introduction

Considérons un2m-gone convexe (régulier), orientons ses2m côtés dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre et numérotons les de1 à 2m suivant cette orientation. Si l’on identifie (i.e. si l’on colle) ces
2m arcs (i.e. les2m côtés ainsi orientés) par paires de façon que deux arêtes d’orientations opposées
forment une arête non orientée, on obtient une surface de Riemann décomposée en cellules avec une
2-cellule (le2m-gone),m 1-cellules (les arêtes collées) etv sommets. Chaque identification de deux arcs
entraîne l’identification de leurs extrémités ; a priori, il n’est pas évident de savoir combien de sommets
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différents on obtient après ces identifications. Le genreg de la surface est déterminé par la formule
d’Euler : v − m + 1 = 2 − 2g ⇔ v + 2g = m + 1. De plus, on a les inégalités :g � 0 ⇒ v � m + 1 et
v � 1 ⇒ g � m/2.

Il y a naturellement(2m − 1)!! := (2m)!/(2mm!) identifications possibles. On désigne parεg(m) le
nombre d’identifications qui conduisent à une surface orientée de genreg. Alors on a pour toutN ∈ N\{0}
(m∈ N\{0} étant fixé) :

FORMULE DE HARER–ZAGIER

�m/2�∑
g=0

εg(m) ·Nm+1−2g =
N∑

n=1

(
N
n

)
· (2m− 1)!! · 2n−1 ·

(
m

n− 1

)
.

Harer et Zagier ont commencé leur démonstration par la même approche combinatoire qui sera prise ici.
Pour aboutir, cependant, ils ont dû utiliser l’intégration sur un ensemble gaussien de matrices aléatoires. La
présente Note se veut une réponse à la suggestion faite dans leur article ([4], page 460) : « It would be nice
to have a direct (geometrical/combinatorial) proof. »

On fait appel, en effet, à deux théorèmes combinatoires classiques qu’il est utile de reformuler et de
redémontrer dans le présent contexte, à savoir le calcul des arborescences et le théorème dit BEST sur les
circuits eulériens. Un troisième théorème est le chaînon essentiel de notre démonstration. On verra que le
dernier paragraphe reprend l’argument combinatoire développé dans [4].

Signalons que Itzykson et Zuber [5] ont simplifié l’intégration sur les matrices aléatoires à l’aide des
oscillateurs harmoniques et de la formule de Baker–Campbell–Hausdorff. Si l’on s’appuie, en revanche, sur
les polynômes de couplages (voir [9], VI-34, remarque 21, ou [3], chapitre 1), on peut résoudre l’intégrale
(3.5) de [5] directement, réduisant ainsi cette démonstration de moitié.

Jackson [6] a aussi démontré la formule de Harer–Zagier par un calcul sur les caractères du groupe
symétrique, méthode qui a été ensuite reprise et simplifiée par Itzykson et Zuber [5] et Zagier [10].

2. Dénombrement des arborescences et des circuits eulériens

Soientn ∈ N\{0} et V = {1,2, . . . , n} un ensemble fini. Un élémentr ∈ V ayant été fixé, on appelle
arborescencede raciner une fonction acycliquea : V \r → V (de manière équivalente, une fonction
a : V \r → V telle que, pour toutv ∈ V \r, il existe i ∈ {1, . . . , n − 1} avecai(v) = r, c’est-à-dire en
itérant la fonction au plusn − 1 fois on arrive à la racine,voir [2], page 61). Pour mieux distinguer les
arborescences des fonctions quelconques on va écrirea : V \r ❀ V dans la suite. Soientx1, . . . , xn des
variables. Posonsa(x) :=

∏
v∈V \r xa(v). Alors (voir [8], chapitre 5.3) :

THÉORÈME 1 (Cayley). –

∑
r∈V

∑
a:V \r❀V

a(x) = (x1 + · · ·+ xn)n−1.

Démonstration(Prüfer–Foata). – Il est naturel de coder une fonctiona : V \r ❀ V par la suite de ses
n−1 valeurs prises :a(v1), a(v2), . . . ,a(vn−1). Pourv1 on peut prendrev1 := min [V \ a(V \r)]. Comme
a′ := a|V \v1 est encore une arborescence, on peut appliquer la même procédure àa′. On obtient ainsi une
bijection entre arborescencesa : V \r ❀ V et suites de nombresa(v1) ∈ V , . . . , a(vn−1) ∈ V telle que
a(x) = xa(v1) · · ·xa(vn−1), ce qui achève la démonstration.✷

Soit D = (V,A), A : V × V → N, un multigraphe orienté, oùA(u, v) désigne la multiplicité de l’arc
(u, v) ∈ V × V . Notons queA est un (multi)ensemble de cardinalité|A| =

∑
(u,v)∈V ×V A(u, v). Posons
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i(u, v) := u et t(u, v) := v (pour distinguer l’extrémité initiale et terminale de chaque arc) ainsi que
d+

D(v) :=
∑

u∈V A(v, u) etd−D(v) :=
∑

u∈V A(u, v) (pour les demi-degrés).
Uncircuit eulériendeD est une bijectionc : {1,2, . . . , |A|} →A telle quet(c(k)) = i(c(k+1)) pour tout

k ∈ {1,2, . . . , |A| − 1} et t(c(|A|)) = i(c(1)). Ce dernier sommet est appeléraciner du circuit eulérienc.
En outre, pour toutk ∈ {1,2, . . . , |A|}, l’arc c(k) s’appelledépartdu sommeti(c(k)) etarrivéeau sommet
t(c(k)). Le nombre des arrivées dec à v ∈ V est égal àd−D(v), et d+

D(v) est le nombre des départs dev.
Naturellement,d+

D(v) = d−D(v) pour toutv ∈ V est une condition nécessaire pour l’existence d’un circuit
eulérien, condition qu’on supposera satisfaite dans tout ce qui suit.

Alors, soitc : {1,2, . . . , |A|} → A un circuit eulérien de raciner ∈ V . Regardons pour toutv ∈ V \r le
plus grandk ∈ {1,2, . . . , |A|} tel quei(c(k)) = v ainsi que l’arcc(k). Ces arcs forment le graphe d’une
fonctiona : V \r → V , qui est même une arborescence, parce qu’on arrive bien à la racine par itération.
Cette arborescence des « derniers départs » dec est appeléarborescence-balai.Or, chaque circuit eulérienc
a une arborescence-balai unique et fournit, pour toutv ∈ V , un ordre linéaire des autres arcsa ∈ A
aveci(a) = v : l’ordre des autres départs dec. Réciproquement, étant donné ces seuls ordres linéaires
et l’arborescence-balai, alors on reconstruitc automatiquement. La bijection ainsi construite implique le
théorème suivant (voir [8], théorème 5.6.2, ou [1], chapitre 11.3, théorème 8) :

THÉORÈME 2 (BEST). –SoitD = (V,A) tel qued+
D(v) = d−D(v) pour toutv ∈ V , et soitr ∈ V fixé.

Si ε(D,r) désigne le nombre des circuits eulériens de raciner de D et α(D,r) désigne le nombre des
arborescences de raciner deD, alors :

ε(D,r) = α(D,r) · d+
D(r)!

∏
v∈V \r

(
d+

D(v)− 1
)
!. ✷

Soit G = (V,E), E : V ∪
(
V
2

)
→ N, un multigraphe non-orienté, oùE(v) désigne le nombre de boucles

autour dev ∈ V et oùE({u, v}) désigne le nombre d’arêtes entre deux sommets distinctsu et v. On peut
considérerE comme un (multi)ensemble de cardinalité|E| =

∑
v∈V E(v) +

∑
{u,v}∈(V

2) E({u, v}), et

l’on posedG(v) := 2 ·E(v) +
∑

u∈V \v E({u, v}) pour les degrés.
Suivant la suggestion de Berge (voir [1], préface), un circuit eulérien deG = (V,E) est un circuit eulérien

du multigraphe orienté�G = (V, �E) obtenu à partir deG en remplaçant chaque arête (et boucle) deG par
deux arcs d’orientations opposées, de sorte que| �E|= 2|E|. Puisque la conditiond+

�G
(v) = d−�G(v) pour tout

v ∈ V est toujours satisfaite,G contient un circuit eulérien si et seulement siG est connexe (notons que les
circuits eulériens deG ne sont pas ses cycles eulériens considérés par Euler dans le cadre des «ponts de
Königsberg »).

Le nombre minimal d’arêtes nécessaires pour queG soit connexe est égal àn − 1 (|V | = n), et,
dans ce cas-là,G est connexe si et seulement s’il s’agit d’un arbre, « transformé » en arborescence
a : V \r ❀ V en choisissant une raciner ∈ V . D’après la définition du monômea(x) de degrén − 1
on aa(x) = x

dG(r)
r

∏
v∈V \r x

dG(v)−1
v , et le théorème 2 donne le nombre des circuits eulériens de raciner

deG :

dG(r)!
∏

v∈V \r

(dG(v)− 1)! =
∑

i1+···+in=n−1
i1,...,in�0

∂i1
x1

· · ·∂in
xn

a(x).

Dans le cas général, c’est-à-direG = (V,E) connexe etm := |E| � n − 1, chaque circuit eulérien de
raciner deG définit b := n− 1 arêtes « de base » par son arborescence-balaia : V \r ❀ V d’une part ets
autres arêtes supplémentaires d’autre part,b + s = m.

Deux circuits eulériens ne sont pasvraiment différentss’ils s’obtiennent l’un de l’autre en permutant les
deux arcs d’une boucle ou en permutant les arêtes ou les boucles multiples (i.e. de multiplicité� 2).
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THÉORÈME 3. –Soit V = {1,2, . . . , n} et soitm � n − 1 fixé. Alors le nombre des circuits eulériens
(orientés) vraiment différents sur tous les multigraphesG = (V,E) avec|E| = m arêtes(non orientés) est
égal à

(2m)!
2s · s! · b! = (2m− 1)!! · 2n−1 ·

(
m

n− 1

)
.

Démonstration. –Codons les arêtes de base para : V \r ❀ V et les arêtes supplémentaires parE∗ :
V ∪

(
V
2

)
→ N, |E∗| = s. D’après le théorème 2, le nombre des circuits eulériens vraiment différents du

graphe obtenu (l’arborescence-balai étant choisi d’avance) est égal à

∑
i1+···+in=b+2s

i1,...,in�0

∂i1
x1

· · ·∂in
xn

a(x) ·
∏
v∈V

(x2
v/2)E∗(v)

E∗(v)!

∏
{u,v}∈(V

2)

(xuxv)E∗({u,v})

E∗({u, v})! ,

et il suffit de sommer cette expression sur toutes les fonctionsE∗ : V ∪
(

V
2

)
→ N avec|E∗| = s et sur toutes

les arborescencesa : V \r ❀ V (et surr ∈ V ). Mais la dernière sommation fait l’objet du théorème 1 et la
première sommation donne

∑
E∗:V ∪(V

2)→N

|E∗|=s

∏
v∈V

(x2
v/2)E∗(v)

E∗(v)!

∏
{u,v}∈(V

2)

(xuxv)E∗({u,v})

E∗({u, v})! =
[
(x1 + · · ·+ xn)2/2

]s
/s!.

Par conséquent, le nombre cherché est égal à
∑

i1+···+in=b+2s
i1,...,in�0

∂i1
x1

· · ·∂in
xn

[
x1 + · · ·+ xn

]b ·
[
x1 + · · ·+ xn

]2s
/(2ss!)

=
(b + 2s)!

2ss!

∑
i1+···+in=b+2s

i1,...,in�0

1 =
(b + 2s)!

2ss!
·
(

2b + 2s

b

)
. ✷

Remarque. – De manière plus combinatoire,∂i1
x1

· · ·∂in
xn

signifie qu’il faut choisiri1 fois x1 (dans un
ordre linéaire déterminant les départs du circuit eulérien du sommet 1),i2 fois x2, . . . , in fois xn. Les choix
sont effectués dans un desb + 2s facteurs possibles, un choix parmi les premiersb facteurs contribuant
au codage de l’arborescence et un choix parmi les derniers2s facteurs contribuant au codage des arêtes
supplémentaires.

3. Démonstration de la formule de Harer–Zagier

Toute identification des arcs du2m-gone crée un multigrapheG = (V,E) avec|V |= v = m + 1− 2g et
|E|= m, muni d’un circuit eulérien (le2m-gone après les identifications) ; et

�m/2�∑
g=0

εg(m) ·Nm+1−2g =
�m/2�∑
g=0

εg(m) ·Nv

compte le nombre des colorations quelconques de ses sommets avec les couleurs1,2, . . . ,N . Cependant,
chaque coloration n’utilise qu’un sous-ensemble de cardinalitén de l’ensemble des couleurs{1,2, . . . ,N}
et crée un circuit eulérien sur un multigraphe avecm arêtes sur cet ensemble de sommets de cardinalitén.
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Puisque les circuits eulériens vraiment différents correspondent de manière bijective aux identifications des
arcs du circuit (via les arêtes non orientées) et aux marquages des sommets conformes aux identifications
des arcs, la formule de Harer–Zagier est une conséquence directe du théorème 3.
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