Olympiades académiques de mathématiques Classes de premiére Session 2016
Eléments de solution

Exercices nationaux

1. (Toutes séries) Echanges thermiques
1. a. b. ¢. Caiculs de compacité

Demi-sohére de Pyramide a base
Cube de cOté a P carrée de cOté a, de
rayonr
hauteur a
Surface extérieure 6a® 3nr? a?(V5 + 1)

Volume a3 31173 }_ag le calcul de la  surface
3 3 extérieure demande cefui de la
hauteur SE, Gl est
Facteur de _6_ _9_ 3(\/§ + 1) 'hypoténuse de SOE, rectangle

compacité a D P en0

d. Les échanges thermiques avec 'extérieur sont d'autant plus grands que le facteur de compacité est éleve. Note :
le facteur de compacité est également pris en compte pour analyser les colts de packaging, de stockage ou de
transport d'une marchandise.

2. a. On développe le second membre...

b. Le second membre est un nombre positif, donc le premier aussi.

. Uinégalité précédente, valable pour tout triplet {a, b, ¢}, s'applique a tout triplet de produit 1, et aux racines cubigues...

d.et e. Le volume d’un tel pavé est xyz et sa surface extérieure 2{xy + vz + zx), d'ol le résuitat. Comme xyz = 1,

e, , . . 1011 . . N
l'inégalité précédente s"appligue au triplet ;,;,;) dont le produit vaut aussi 1, d'ot il résulte que ¢ = 6. Et comme

ce minorant est atteint en (1, 1, 1}, c’est un minimum. Le cube de coté 1 réalise le minimum du facteur de compacité
des pavés de volume 1. Aucun autre pavé droit de volume 1%k le réalise : Finégalité 2. b. serait stricte.

3. a. Faire ¢ = 1 pour obtenir {'équation proposée.
1,11 " 3 . . L1 . .
b. Comme p < q <71, la somme > + 7 + - est majorée par o qui est donc supérieur 3 5 Par ailleurs, sip <2, la

somme des trois fractions unitaires est supérieure striciement a 5
A R B |

c.etd Si =+ -~=-~
g v 6

*-2-23 . On établit
46

d’autres majorations
dans [es autres cas.
Dans le tableau final,
on lit les triplets
solutions en colonne.

2. (Série S) Liber abaci

1. La premiére décomposition proposée comporte des dénominateurs identiques, la seconde n'est pas une somme

d’inverses d’entiers. On peut écrire -z = % + % ou % = % + :ji + I%
2. 4.
k r q h - qn
1 4 17 5 3 85
2 3 85 29 2 2 465
3 2 2 465 1233 1 3 039 345
4 1 3039345 3039345 0




b. A Vissue du N-iéme tour de boucle, le quotient %ﬁ, qui est nul, apparait comme la difféerence entre -Z-}- et une
N 1

somme de fractions unitaires. Donc % est bien somme de fractions unitaires. Par ailleurs

Prsr  Px 1 1 1 1 1

Teer T M M — 1 omp Oy — Ungom

prouve que la suite {n, ) est strictement décroissante.

¢ Onapig — gy = Prs1 et;llw < %ﬁ < ;juz, et donc pryq — P = Pe(te — 1) = g Le membre de droite est
k k=

strictement négatif, donc la suite des p, est strictement décroissante. Il s’ensuit qu'il existe un certain N pour lequel
py = 0. Valgorithme s'arréte.

3. a. Le plus petit entier n tel que - < g- est 1. On pourrait accepter 1 comme « fraction unitaire », mais dés que
% > 2, 1sera répété, ce qui est dans tous les cas interdit.
b. Le premier membre de la premiere inégalité a montrer comporte a termes tous supérieurs ou gaux a -, dont au

moins un est strictement superieur a s cara + 1 < 2a dés que a > 1. Le premier membre de la seconde inégalité

comporte 3a termes, les @ premiers sont les mémes gue ceux de la sommef§ précédente. Pour les autres, on

! 1 1 1 . . . N R -
reconnait | + + + -+ gue {on minare en falsant jouer & 2a le role antérieur de a.
za+t  2a+2  2a+3 2a+2a

C Py g T En ajoutant & ce premier terme, inférieur a 1, les fractions unitaires « consécutives », on finit par depasser 1,

guestion précédente (inégalité de droite). Notons b le dernier entier supérieur 3 a pour lequel la somme est encore

inférieure 3 1.{Bien stir b > 2a, question précédente {inégalité de gauche)}

. rd - ro . r . ' . - + %
d. Considérons un rationnel % superieur a 1 et écrivons :;E =n+ % , expression dans laquelle n est ia partie entiére de

r - I - ’ . . - - N . row . A
g— . Une écriture égyptienne de g—; demande des fractions unitaires de dénominateurs inférieurs strictement & un

certain Ny. Sionécritn=1+1+ 14 -4 1, on va décomposer chacun des 1 en somme de fractions unitaires {en

prenant garde que les dénominateurs soient tous différents).

Pour le premier 1, Utiliser le résultat de la question ¢. en prenant pour premier dénominateur a + 1 un nombre
- . N . 1 . P ., 1 .

supérieur a Ny. On peut approcher 1 3 moins de Py Le rationnel restant est inférieur a 77 et admet une écriture

égyptienne dont tous les dénominateurs sont supérieursa b + 1,
Pour Féventuel second 1, on recommence, en prenant pour premier dénominateur un entier supérieur a tous ceux
utilisés jusque-ia.

Ainsi de suite.

Pour varier 2 I'infini tes décompositions, on peut par exemple augmenter de 1 e premier dénominateur intervenant
dans fa décomposition du premier 1...

3. (séries autres que S) Demi-tour !

1, Supposons qu'une des deux opérations concerne le pion M et I'autre le pion N, Supposons N < M. On commence
par retourner le pion M. Tous fes pions de numéro inférieur ou égal a M changent de couleur. On retourne le pion N
et tous les pions de numéro inférieur ou égal 3 N changent de couleur. Résultat : seuls les pions de numéros compris
entre N +1 et M ont changé de couleur. Si on pratique ces opérations dans "ordre inverse, les mémes pions sont
retournés une fois, les mémes deux fois. L'ordre des opérations n’intervient donc pas.

2. Deux opérations identiques s'annihilent.
3.A:1,B:4puis 3 puis 2 puis 1, C: 3 puis 2, D : 4 puis 3 puis 2

4. a. et b. Comme on parcourt la colonne de n a 1, tous les jetons noirs rencontrés sont blanchi. Un jeton noir a
partir duquel on réalise une opération n’est plus concerné par les suivantes, donc reste blanc. On réalise au
maximum n opérations {cas d’une alternance de jetons noirs et blancs, le jeton n étant noir). 5oit maintenant une
méthode de blanchiment. L'ordre des opérations ne compte pas : an peut donc partir du dernier jeton, remonter
jusqu’au premier, et neutraliser les doublons. Cela coincide avec la méthode proposée, gui est minimale.



5. a. On utilise le mode opératoire précédent : chaque jeton noir rencontré, en partant du jeton n, est blanchi ou
laissé blanc s’il I'etait déja, en laissant intacts ceux du dessous : c’est bien cela I'important. Cette méthode blanchit
tout.

b. Dans le plateau ci-contre, le pion noir circule au fur et 3 mesure des opérations et 1 E E E

rejoint sa place initiale. Le tableau de 4 cases ne peut pas étre blanchi. 2 E m a u
s ; R : 3

6. Jeu & deux dimensions g u E

+s0] ® o] O]

On peut appliquer fa méthode de la question 4. colonne par colonne, en commencant
par la colonne n. Cela garantit le blanchiment de la colonne n. On passe ensuite au dernier jeton de la colonne n — 1
et on remonte la colonne, etc. On passe ainsi par toutes les cases, gui peuvent donc &tre toutes blanchies.

7. Trois dimensions

Le jeu a la forme d’un cube. Les pions sont numérotés par des triplets (i,/, k) ol i est le numéro de la couche, | le
numéro de la tranche (compté de gauche a droite), k le numéro du rang (compté de Farriére vers 'avant). En
changeant de couleur le pion (i, f, k), on change la couleur de tous les pions dont la couche, la tranche et e rang ont
des numéros inférieurs ou égaux respectivement a i, j, k.

Exercices académiques

Plier une feuille de papier

1. L _ L

15 Iy
ce qui d’aprés 'énoncé s’éerit
2k = Lo
Lg lo
ce qui est équivalent A

L2
7 = 2

0
soit, puisque Ly > Qet I >0

Ly - V3

[

2. Comme Lo x I; = 1 on en déduit que Ly = 2% et lo = g%-

3. A chaque étape D'aire est divisée par 2. L’aire d’une feuille A4 est donc de 1/16 = 0, 0625 m?
¢’est-a-dire de 625 cm?.

4. On a encore la relation £ = /2 et donc Ly = Y2 ~ 0,297301779m = 29, Tem,

lg = 4—@3 =~ (), 210224104m = 21em.




5. = [Solution 1]
En posant XY = ZB =z et ZC = X = y et en remarquant que YU = CB = [y d’une

part et que x+y = Lg et TZ = Ly—2z d’'autre part,

il vient ;
¥t =z 4+ 13
y+$ng
Soit :

393
¥=73
xw\‘l/é

4

B Vi 3y
2 2

X32=ﬁ+m:§mwm

2 4 4

La hauteur du triangle XCZ vaut alors :

3v/2
o= A e
g
Finalement ; 5

Et Taire des deux triangles rectangles XY C et CZB vaut zly = A2

N2 1
&R T
L'aire du pentagone vaut done :
; + L m?c’est-a-dire 6250 cm?
8 4 8

- | Solution 2

En remarquant que la hauteur issue de C' du triangle isocéle CXZ est 'axe de symétrie

du pentagone, on peut replier le pentagone autour de son axe de symétrie pour obtenir le
quadrilatére de la figure suivante :




z et y ont déja été calculés. h est la longueur de la demie diagonale du rectangle de format
AQ et vaut donc :
pe VESHE | [3V2
2 8

La mesure manguante que 'on nommera z vaut donc :

[3+v/2
z::\/yz-—hgz -—-———-———Ié—

L’aire du quadrilatére est donc la somme des aires des deux triangles rectangles, et I'aire
du pentagone, le double, soit :

V32
X

1 5
A=zxh+rxl= " 3 X —— = — m? ¢’est-a-dire 6250 cm?®

Solution 3

L’aire du pentagone est la moitié de Paire du pentagone, soit %— m?, & laquelle il faut
rajouter 'aire du triangle C' XY qui est aussi celle du triangle CZB. L’aire de ce triangle
est égale & %—iﬂ Or on peut appliquer le théoréme de Pythagore dans le triangle CZB
rectangle en C :

ZB?+CB* = CZ* ¢= 2* + [§ = (Lo — z)*
ZB* 4+ CB* =CZ* &= 2xa x Ly =L~ I

OrZ=2et =2

2

ZB4+CB*=CZ% = 2%z X Ly = —

ol




Or LO = '\/iio

ZBQ+OBEm6‘22<m>2\/§x:cxlo=£

ZB?+ OB =C2Z? <= x;lo_x%

~On e n dedult que l'aire du trlcmgle CZB est 3 et que l'aire du pentagone est égale &
% ~§~ s m? c’est-a-dire 6250 cm?.

Solution 4
P

L’aire du pentagone est la moitié de 'aire du pentagone, soit —é— m=, & laquelle il faut
rajouter I'aire du triangle C XY, celle-ci par symétrie du pentagone étant égale a I’aire du
triangle ZBC.

D’aprés le pliage, (X Z) est la médiatrice de la diagonale [AC] done (X Z) est perpendi-
culaire & [AC] en son milieu O.

On munit le plan de la figure d’un repére orthonormal (O, i, 7 ) d’origine O tel que

E:lg? etfl_B):Lg—’;

La droite {XZ) a pour vecteur normal @ de coordonnées (Ly; lp) et elle passe par
Porigine O du repére donc elle a pour équation Loz + lyy = 0.
Le point Z a pour ordonnée -%l et appartient & (X2} donc son abscisse zz vérifie

£2
Leﬁz%—lgyz-—O@L(}IZ% -2* =0

5

Loz { =0 &= gy = ——
oz -+ Loz Tz 5Ln

= /2 donc 12 = %21

L
Lgxz"-i"lgyz:O{::#’fEZ:":ig

On en déduit que ZB = +/{zp —:cz)2 = ImB - :cg| =g~ Lz = %51 e %1 =

ZBxBC 20 %1y

ol

L’aire du triangle rectangle Z BC est donc égale & T = Loxtn = L (Clest aussi
Paire du triangle C' XY et l'aire du pentagone est donc egaie a -21- + -51; = % m* c’est-a-dire
6250 cm?. -

Co

Une derniére solution qui nécessite moins de calculs.

L’aire du pentagone est la moitié de 'aire du pentagone eoﬁ —' m?, & laquelle il faut
rajouter 'aire du triangle CXY.

On a (XZ) perpendiculaire a (AC) {voir solution précédente), (XT) perpendiculaire a
(AB) et (T'Z) perpendiculaire a {BC).




On en déduit que le triangle ABC est un agrandissement du triangle XTZ (car tous leurs
cOtés sont perpendiculaires), et le facteur d’agrandissement vaut :

BC AB Iy

772  XT I v

Un calcul de pente donne le méme résultat.

En multipliant %g— par V2, on obtient —‘E%%Q = 2, et comme BOV2 == AB on a ‘%—g = 2,
De plus, d’aprés le pliage, on a AT = DX = XY = ZB et Y = BC donc laire du
triangle rectangle C XY est égale a l'aire du triangle rectangle AXT.

Comme AB = AT +TZ + ZB = 2AT + 48 on a AT = 4E et P'aire de AXT est égale &
ATxXT . ABxBC e 1

2 8 g
Finalement, 'aire de CXY est égale & £ et l'aire du pentagone est égale & 3 +5 = 2 m
c’est-a-dire 6250 cm?.
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Nombres tri-tr:

1. Pour écrire un nombre tri-tri on a

== 3 choix possibles pour le chiffre des centaines;
=+ 3 choix possibles pour le chiffre des dizaines;

=+ 3 choix possibles pour le chiffre des unités;

Soit un total de 3 x 3 x 3 == 3% = 27 nombres tri-tri distincts.

2. {a) On considére les nombres tri-tri 122 et 323.

i un Faombre tri-tri qui forme un trident avec 122 et 323 doit vérifier 1¢S

contraintes suivantes :

w les chiffres des centaines de 122 et 323 sont distincts (1 et 3) donc son chiffre des
centaines doit étre 2;

& les chiffres des dizaines de 122 et 323 sont égaux 4 2 donc son chiffre des dizaines
doit étre 2 également ;

¥ les chiffres des unités de 122 et 323 sont sont distincts (2 et 3) donc son chiffre
des unités doit étre 1;

Le nombre tri-tri formant un trident avec 122 et 323 doit donc étre 221.

w [Synthése| On vérifie que 122, 323 et 221 forment un trident.

On conclut qu'il existe un unique nombre tri-tri formant un trident avec 122 et 323, c’est
221.

(b) Considérons deux nombres tri-tri a et b. On démontre comme précédemment qu'il existe
un unique nombre fri-tri formant un trident avec eux. -

o Soit un nombre fri-tri qui forme un trident avec a et b.
Pour ¢

acun de ses chiffres on raisonne par disjonction des cas :




w 50it les chiffres de méme position dans les écritures décimales de a et b sont égaux
et le chiffre du nombre cherché doit étre égal & cette valeur;

¥ soit les chiffres de méme position dans les écritures décimales de a et b sont
différents et le chiffre du nombre cherché doit étre différent des deux autres et ne
peut prendre que le chiffre restant parmi 1, 2 ou 3;

Ainsi pour chaque chiffre du nombre cherché, il existe une unique valeur possible.

= | Synthése | On vérifie immeédiatement que le nombre construit dans ’analyse, forme

un trident avec g et b.

On conclut que pour deux nombres tri-tri il existe un unique nombre #ri-fri formant un
trident avec eux.

On suppose qu’on tire au hasard successivement et sans remise trois nombres distincts dans
I’ensembie des nombres fri-fri.

3. (a) Sion tient compte de 'ordre des tirages, on obtient six triages possibles constitués de trois
nombres ¢ri-tri distincts a, b et ¢ : :

(a, b, ¢) (a, c, b) (b, a, c) {b, ¢, a} {c, a, b) (e, b, a}

a

Premier tirage Second tirage Troisiéme tirage

Si on utilise un arbre de dénombrement, puisque le tirage est sans remise, on observe qu’on
a 3 choix pour le nombre obtenu au premier tirage, puis 2 choix pour le nombre obtenu




(b)

au second tirage et enfin 1 choix pour le nombre obtenu au troisiéme tirage. Le nombre
de tridents constitués des nombres a, bet cest donc 3 x 2 x 1 = 6.

En tenant compte de Pordre des tirages et en raisonnant comme précédemment, il existe
27 choix pour le premier nombre tiré et 26 choix pour le second ce qui donne 27 x 26 = 702
couples de nombres ri-tri. .

Or d’aprés la propriété démontrée a la question 2 . (b), tout couple de nombres #ri-tre
permet, de définir un unique #rident.

On en déduit qu'on peut tirer 27 x 26 = 702 fridents en tenant compte de 'ordre des
tirages.

Or, d’aprés le résultat de la question 3. (a), chaque trident composé des mémes nombres
est représenté 6 fois dans cet ensemble.

11 existe donc £ = 9 x 13 = 117 tridents distincts.

4. On suppose qu’on choisit au hasard un frident parmi Pensemble des tridents.

(8)

(b)

Les tridents du type trident2 sont constitués de nombres tri-tri ayant deux chiffres sur
trois en commun, les autres chiffres étant tous distincts.

Si on ne tient pas compte de 'ordre dans lequel on examine les nombres composant un
trident2, un trident? est caractérisé par les valeurs des deux chiffres égaux et par leur
position dans écriture décimale de chaque nombre.

Notons communl le chiffre associé & la plus grande puissance de dix (ou le plus & gauche
dans ’écriture décimale) et commun?2 Dautre chiffre commun aux trois nombres du tri-
dent2.

3 valeurs de communl peuvent étre associées & 3 valeurs de commun.

Pour chacun des 3 x 3 = 9 couples de chiffres ainsi constitués, il existe 3 configurations
possibles, selon la position du chiffre non commun.

centaines dizaines unités

communl commun2

commaunl commung
communl commun?

Au total, on a done 3 x 3 x 3 = 27 frident? distincts.

Si on réalise un tirage d'un #rident parmi les 117 tridents, on peut considérer que I'univers

de cette expérience aléatoire est constitué de 117 issues équiprobables. L’événement « Tirer

un trident2 » est réalisé par 27 issues. Sa probabilité est donc égale a &% = 2.
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(¢) Les tridents du type trident! sont constitués de trois nombres fri-tri ayant un chiffre sur
trois en commun, les deux autres chiffres étant tous distincts.
Si on considére un tridentl, il existe 3 valeurs possibles pour le chiffre commun et 3
positions pour chacune d’entre elles dans I'écriture décimale des nombres. Ensuite, il reste
4 choisir les deux chiffres non communs.
Pour chacune de ces 3 x 3 = 9 possibilités, on peut ranger les nombres du trident! dans
I'ordre croissant de la valeur du chiffre non commun le plus & gauche dans 'écriture
décimale. 1l reste une liste de trois valeurs distincts pour le second chiffre non commun &
choisir parmi 1, 2 ou 3, ce qui donne trois possibilités pour la premiére valeur de la liste,
puis deux possibilités pour la seconde et une possibilité pour la derniére, c’est-a-dire un
total de 3 x 2 x 1 = 6 listes possibles.
On donne ci-dessous les 6 possibilités lorsque le chiffre commun est celui des centaines.

centaines dizaines unités
commun (1,2,3) (1,2,3)
commun (1,2,3) (1,3,2)
commun (1,2,3) (2,1,3)
commun (1,2,3) (2,3,1)
commun. (1,2,3) (3,1,2)
commun (1,2,3) (3,2,1)

Au total on a donc 3 x 3 X 6 = b4 frident].

En raisonnant comme en 4. (b) on trouve que la probabilité d’avoir un trident/ en tirant

au hasard un frident dans Uensemble de tous les tridents est de i\% = ~1»6—3-.

{(d) 1l n'existe que trois sortes de tridents. On a dénombré 27 trident? et 54 {rident! parmi
les 117 tridents. Il y a don¢ 117 — 27 — 54 = 36 tridentl. i

En raisonnant comme en 4. (b) on trouve que la probabilité d’avoir un #rident? en tirant
au hasard un trident dans I'ensemble de tous les tridents est de £5 = 5.
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On aurait pu faire directement un calcul de probabilités.
3

Sachant que les événements « Tirer un trident2 » de probabilité 33, « Tirer un trident! »
de probabilité & et « Tirer un tridentd » forment une partition de 'univers de cette

13
expérience aléatoire, la probabilité d’avoir un {ridentl, est égale & 1 - % - -S; = f«g.

5. On trouve facilement un ensemble de 8 nombres tri-iri sans trident :

111,112,121,122,211, 212,221,222

mais on trouve méme un ensemble de 9 nombres tri-tri sans #rident :

111,113,131, 133,222, 312, 321, 323, 332.

Démontrons qu’un tel ensemble de 10 nombres #ri-#ri n’existe pas, en faisant appel & la géo-
métrie.

= (On peut étudier la géométrie en trois dimensions non seulement avec des nombres réels,
mais aussi avec des entiers modulo 3, c’est-d-dire des entiers soumis a la régle de calcul
—3=0=3=6,-2=1=4=7,-1=2=5=8§, ...
Cet espace contient seulerent 27 points qu’on peut représenter avec nos nombres fri-tri
de coordonnées (centaine, dizaine, unité) dans un repére de cet espace.
Trois points A, B, C sont alignés si et seulement si B — 4 =m x {C — A) (opérations sur
les coordonnées), ot m =2 = —1, car m = 0 donne A = B et m =1 donne B = (.
Trois points A, B, C sont donc alignés si et sevlement si B—-A=A—-C <« B+(C —24=
0« B+ A+ C =0 puisque —2 = 1 modulo 3.
Autrement dit, A, B, sont alignés si et seulement si les nombres tri-iri forment un
trident.
Chaque droite de notre espace contient donc exactement trois points, et chaque plan
contient exactement 9 points de coordonnées dans un repére de ce plan :

(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)

Dans un plan {de 9 points) on peut trouver 4 points, dont 3 ne sont jamais alignés, par
exemple 111, 113, 131, 133, mais on ne peut pas y trouver 5 points sans alighement c’est-
a-dire sans trident. En effet, regardons notre plan comume union de trois droites paralléles
a,b, ¢, et supposons que ¢ contienne seulement un de nos 5 points, appelé P (si a,bou ¢
contient 0 points, alors une autre de ces droites contient 3 points qui sont donc alignés, et
st a,b, c en contiennent au moins 2, il y a au moins 6 et non 5 points).

Trois droites de notre plan différentes de ¢ passent par P, et chacune coupe a et b en deux
points différents. Une de ces trois droites contient donc deux de nos 5 points considérés
autres gque P {puisque ces trois droites contiennent les 4 points et que % > 1), donnant
avec P Palignement cherché.” '
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= De méme, dans 'espace (de 27 points) on peut trouver 9 points, dont 3 ne sont jamais
alignés, voir Pexemple plus haut, mais on ne peut pas y trouver 10 points sans alignement
¢’est-a-dire sans trident.
En effet, regardons notre espace comme union de trois plans paralléles a,b, ¢, et supposons
que ¢ contient exactement 2 ou 3 de nos 10 points considérés (si a,b ou ¢ contient 0 ou
1 point, alors un autre de ces plans en contient an moins 5 et c’est fini, voir plus haut,
et si a,b,c en contiennent au moins 4, il v a au moins 12 points et non 10). Appelons P
et (@ deux de nos points du plan ¢ considérés. Trois plans de notre espace différents de ¢
passent par P et Q, et chacun coupe a et b en six points différents {puisque l'intersection
de deux plans est une droite ¢’est-a-dire trois points).
Un de ces trois plans contient donc au moins trois de nos 10 points considérés en dehors
du plan ¢ (car il y a au moins 10 — 3 = 7 points considérés en dehors de ¢, répartis entre
trois plans contenant F et () et que % > 2).
Avec P et (Q, ¢a donne au moins 5 points considérés dans un plan et donc 'alignement
cherché d’aprés ce qu'on a démontré précédemment.




