Nationai 1 {toutes séries}
Sommes de carrés en abyme : une rédaction possible

1. a. On a successivement : f(1) = 1, f(11) = 2, f(111) = 3 et, pour tout entier naturel n supérieur a 2
FAOTT 410" 2+ 410+ D) =n

b. f(23) = f(32) = f(320) =13

¢. Dans I'écriture de tout antécédent de n par f (on sait qu’il en existe}, on peut intercaler des 0, ce qui fournit
autant d’antécédents supplémentaires que de 0 intercalés.

2. Ces trois suites sont constantes a partir 301 10 1 1 1 1
; . , 23 13 10 i
d’un certain rang, tous les termes étant
1030 10 1 1

egaux a 1.

3. Les images successives de 4 sont 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4 ; les mémes termes se succedent ad fibitum
dans la suite.

4. a. L'algorithme affiche 20 puis 4.

b. Remarquons d’abord que s'il existe un entier naturel N, tel que u,, = 1, alors pourtoutn =z L, u, = 1.
De méme, s'il existe un entier naturel M tel que uy, = 4, alors a partir du rang M, les termes de |a suite se
répétent, c’est-a-dire qu’elle est périodique de période 8.

Ainsi pour montrer que la propriété est vérifiée, il suffit de montrer qu'il existe un terme de la suite qui vaut 1
ou 4, Ualgorithme proposé calcule les termes successifs de la liste tant que ceux-ci sont différents de 1 et de
4 ; il affiche « propriété vérifiée » quand la boucle tant que s'arréte donc dés que u prend lavaleur 1 oula
valeur 4. A partir de 13, soit [a suite est constante, soit elle est périodique.

c. Si la propriété n’est pas vérifiée alors la suite ne prend jamais les valeurs 1 et 4. Ainsi la condition u #

1 et u # 4 est toujours vérifiée et la boucle est infinie.

d. On exécute |'algorithme avec comme valeur d'entrée pour u successivement tous les entiers de 1a 99.

5. a. Soit x = 100a + 10b + ¢ un nombre s'écrivant avec trois chiffres {entiers naturels inférieurs ou égaux a
9,etax0).0na:
x—f(x)=100a +10b + ¢ —a? — b* —¢? = (100 — @) + b(10 — b} 4+ c(1 — ¢}
Le terme a(100 — a)est minimum pour a = 1 et son minimum est 99,
Le terme b(10 — b) est positif.
Doncx — f(x) =99 +c(1—c¢)
On en déduit que x — f(x) > 0 et doncque x — f{x) = 1, car ce nombre est entier.
b. La suite d’entiers partant de I'entier iy s'écrivant avec trois chiffres contient des nombres inférieurs & 99
(on est ramené au probléme précédent) et des nombres de trois chiffres formant une suite décroissante... il
est certain gu’au-deld d’un certain rang, tous ses termes sont inférieurs a 99.
La propriété P est satisfaite par les entiers s'écrivant avec trois chiffres.

5. a. It revient au méme de montrer I'inégalité proposée que montrer que, pour tout entierp = 4, 9p <
10P72 + 10773 + ... 4+ 10* + 1 (on fait apparaitre 10771 — 1)

On peut écrire 10772 + 10773 + .+ 101 4+ 1 = 10(10P 3 + 107" + -+ 10 + 1) + 1

Dans la parenthése se trouvent p — 4 entiers supérieurs a 1, dont p — 3 sont supérieurs a 10. Leur somme est
supérieure a 10{p — 3) + 1. Finalement 1072 + 10773 + .-+ 10* + 1 = 100p — 289. Ce dernier terme est
supérieur a 9p dés quep > 3.

b. Chacun des p chiffres de u,, est inférieur a 9, la somme de leurs carrés est donc inférieure a 81p. Le
successeur de w, a donc moins de chiffres.

¢. La diminution du nombre de chiffres pour les nombres en utilisant plus de trois étant acquise, il est certain
que ia propriété P est vraie.



National 2 (série 5) 1, 2, 3 ... dallez ! Une rédaction possible

1. a. Le carré K¢ peut Btre pavé avec 4 carrés de taille 3 {ou S carrés
de taille 2) donc sans carré de taille 1.

b. Si on utilise un carré de taille 3, il occupe nécessairement un
coin et il n'est pas possible de paver 'espace restant avec des
carrés de taille 2. On ne peut pas non plus n‘utiliser gue des carrés
de taille 2 (Laire a paver est impaire).

¢. La figure de gauche montre un te} pavage.
2.u(1) =1, u(8) = 0, u{9) == 0 : il faut au moins un carré de taille 1 pour couvrir Ky (et un
- seul suffit...), K et Ky peuvent étre pavés par 16 carrés de taille 2 et par 9 carrés de taille 3.
3. Le carré Kp, peut étre pavé par pZcarrés de taille 2 et K3, par p?carrés de taille 3. Le
minimum du nombre de carrés de taille 1 utilisés dans Fun et l'autre cas est 0.

4. a. Ajoutant un nombre pair 2 un nombre impair, on obtient un nombre impair ;
ajoutant un multiple de 3 3 un non multiple de 3, on obtient un non multiple de 3.

b. Tout rectangle de dimensions n et 6 peut &tre pavé par des carrés de taille 3 ou 2.
En effet, si n est un multiple de 3, deux rangées de pavés taille 3 conviennent, sin est
supérieur de 2 & multipie de 3, on compléte deux rangées de carrés de taille 3 par
trois carrés de taille 2 en largeur, enfin si nt est supérieur de 1 3 un multiple de 3 (et
que n est plus grand que 4}, il faudra 6 carrés de taille 2 pour compléter les carrés de
taille 3. Le carré K, est pavé par des carrés de taille 3.

6= n

5. a. La figure ci-dessous montre un pavage du rectangle donné et de K, . Cela montre que u(11) < 1.
b. La figure ci-dessous montre un pavage d'un rectangle de largeur 6 et de longueur 7, puis de K. Cette
figure montre également que u(13) < 1.

¢. Tous les nombres impairs non multiples de 3
strictement supérieurs a 7 s'obtiennent en ajoutant a
11 ou 13 un multiple de 6. D'aprés la question 4, b., le
nombre de carrés de taille 1 nécessaires pour paver des
carrés de cté impair non multiple de 3 diminue
lorsque le coté augmente. Il reste donc inférieur a 1.

6. a. Posonsn = 2p + 1. Le schéma ci-dessous montre

. . Pavage d'un Pavage d'un Pavage de K, utilisant
que dans KZP'” Chaqu? ligne de rang .palr compte p -+ rectangle 5 x & et, rectangle 6 x 7 3 carrés de taille 1
1«0 »etp «-1»tandis que chaque ligne de rang par extension, de {utilisable pour fla question n’était
: ¢ impair compte Ky paver K3} pas posée)
tgneza | 0 | 1] 0 4]0 p+ L« 1»etp«0» Lasomme des coefficients des deux lignes

~~~~~~~~~~ consécutives est donc 1. Il y a p paires de lignes de la sorte plus la

Ligne2g-1 [ 4 0 1 v} 1 ‘s . . . .
AAAAAAAAAA premiére figne qui est de rang impair {1). Le total est donc 2p + 1.
Srenne 1 ez b. La facon dont les coefficients des cases
d'un tel carré de taille 3 peuvent se 21t e répartir peut étre étudiée en observant les
quatre positions possibles d’un carré de 4 | ela g1 tallle 3 dans un carré de taille 4. Les

sommes possibles sont -3, O et 3.
c. La méme figure sert a étudier ce qu'il advient d’un carré de tailte 2 utilisé dans les
mémes conditions (il suffit cette fois de =~ -t ) ¢ | considérer les quatre positions possibles
d'un carré de taille 2 dans un carré de Crarna 2y taille 3). Cette fois la somme des
coefficients est constante égale a 0.

d. La somme des coefficients d’un carré pavé par des carrés de taille 2 ou 3 est donc un multiple de 3.

e. On conclut que u(n) n’est nul que pour les carrés de taille paire ou multiple de 3 et égal a 1, au-dela de 11,
que pour les carres de taille impaire et non multiple de 3.

£ 2017 =14 4x21x24. Ce qui montre que 2 017 est impair et non multiple de 3, et qui indigue comment, &
Fimage de Ky, et Ky5 , on peut réaliser un pavage de K, 31~ he contenant gu’un pavé de taifle 1.

Ui S+ a 1 4




Mational 3 {(Non 3) Boites de canelés bordelais : Rédaction possible

1. On ne peut pas acheter 10 canelés conditionnés, car 9 + 6 > 10 et 6 +6 > 10. On ne peut pas non plus en
obtenir 20, car 16+ 6>20,12+9>20,12+2x 6> 20,4 x 6 > 20. En revanche, 12 + 2 x 9 = 30.

2. a. Liste des quantités qu’on ne peut pas conditionner dans ces boites :

[1 ]2 73] 4] s 1 7] 8 [ 10] 11|13 [14a]17]19[20]23]26]29]
b. En ajoutant 6 a chacun des nombres de cette liste, on obtient les six nombres suivants, et ainsi de suite, tous

les entiers supérieurs,
c¢. On vérifie que les nombres 36, 37, 38, 39, 40 et 41 sont « atteignables », donc tous leurs successeurs aussi,

mais que 35 ne 'est pas.

3. a. Les nombres proposés sont tous des multiples de 3. Toute somme réalisée avec ces nombres I'est aussi,
ce qui n'est pas le cas de 0.
b. Seuls les multiples de 3 sont susceptibles d’étre atteints.

4, a. On utilise trois boites de 16 et une boite de 12,
b. On remplit 4 boftes de 16, il reste 11, puis une boite de 9 et il reste 2 gu’on ne sait placer.

¢. Si on n’applique pas la méthode gloutonne, on prend 5 boites de 12, une boite de 9 et une hoite de 6.

5. a. On utilise 3 boites de 12 et 5 hoftes de 1.
b. Avec 5 boites de 8 et une boite de 1 on parvient aussi a 41. Donc 6 boites au lieu de 8.

6. On peut réaliser tout total de 1 a 31 {penser au systéme binaire}.



Pavages de Truchet, proposition de correction :

|PART|E 1 : Dénombrement des pavages de Truchet]

1) Pour chacune des 6 cases, on a 4 positions A, B, C, D possibles d'oll 4x4x4x4x4x4=4096 pavages de Truchet 2 x 3.

2} De fagon générale, le nombre de pavages de Truchet p x q est égal 3 : 4" = 4™

[PARTIE 2 : Construction et dénombrement des pavages Einéaires]

1) En respectant la régle de coloration des pavages lin€aires, on obtient fe pavage ci-contre :

2 ) En suivant la logique de construction du 1), on compléte Falgorithme de |z fagon suivante :

3 ) D'aprés 2 }, un pavage lindaire est défini de fagon unigue par sa gt ligne { L{1}... L{g) } et sa 1% colonne {les G(1)

éres éras

successifs), il faut donc dénombrerles 17 lignes etles 17 colonnes gue 'on peut former dans un pavage Hinéaire,

& & . P & .
e % colonne) fixe I'afternance de couleurs des cotés de la 15 ligne, de sorte que pour

te 1 carreau (1% figne et 1

chagque case de cette la ligne on a 3 chaque fois 2 possibilités d'orientation de carreaux (AouC;BouD}.

ere

It en est de méme pourlz 17 colonne (avecAcuD;BouC).
Pour un 1% carreau donné, il y a donc 2% facons de compiéter la 1°° ligne et 2°" facons de compléter la 15
cotonne. Enfin comme il y a 4 facons de ptacer le 1 carreau, il y a donc :

4% 2" x 2P =22 27" x 271 = 27" pavages linéaires p x q.

IPARTIE 3 : Composition des pavages linéaires|

1} @) Un tableau linéaire code uniquement Yorientation des diagonales, indépendamment des couleurs (codage
d'un pavage "incolore” en quelque sorte}, or le choix d'une des deux couleurs pour l'un des triangles du
pavage entraine, par adjacences successives, les couleurs de tous les autres : il y a donc exactement 2
pavages linéaires associés a un méme tableau linéaire, or avec 3 ) de la Partie 2, il y a 2" = 16 pavages
lingaires 2 x 2 et donc 16/2 = 8 tableaux lindaires 2 x 2.

b ) On peut identifier ces huit tableaux dans Fexemple donné dans 'énoncé :

1(1 010 00 110 11 01 011 110
111 040 1(1 1:0 G0 Clt 110f |0

¢} Grace aux tableaux 2 x 2, il apparait que :

ére

» Sijes codes de la 17 colonne sont identiques, il en est de méme pour {a colonne suivante, et ainsi de

suite, colonne par colonne sur toute la longueur des deux lignes : les deux lignes sont alors identiques.
re

* Siles codesdela 1 colonne sont distincts, il en est de méme pour la colonne suivante, et ainsi de suite

colonne par colonne sur toute ta longueur des deux lignes : les deux lignes sont alors complémentaires.

2 } o} Les triangles d'un méme carreau ayant deux couleurs distinctes {3 gauche et A droite, en bas et en haut}, ils
ne peuvent étre placés cote-a-cote (ni en ligne, ni en colonne) pour respecter la régle de coloration linéaire.
b ) Avec a ), si deux carreaux adjacents ont le méme code alors ils sent distinctes ; il s'agit done des deux

carreaux partageant ce code.



On déduit que le 1% tableau a pour composition 2A + 2B, te 2*™ a pour composition 2C + 2D, et que fes 4
suivants ont pour composition 1A+ 1B+ 1C + 1D,

Enfin si deux carreaux adjacents ont des codes distincts alors, par ligne : A est adjacent 3 D et B est adjacent
3 C, et par colonne : A est adjacent a Cet B est adjacenta D.

On déduit que les deux derniers tableaux ont aussi pour composition 1A+ 18 + 1C + 1D.

¢ ) p et g étant pairs, on peut partitionner le tableau linéaire p x g par des tableaux lingaires 2 x 2.
Or d'aprés b)), il y a dans ces tableaux autant de A gue de B {codés “1") et de C que de D {codés "0"}, donc
pour trouver la compaosition en A, 8 {respectivement en C, D} il suffit de dénombrer les "1" (respectivement
les "0" : & compléter avec p x g} et de diviser par 2.

D'aprés 1) ¢ ), les lignes commengant par le méme cede sont identiques (sinon elles sont complémentaires) ainsi :

e Casdune 1°° case codée "1":

x chiffres "1"
i

y chiffres "1" —

Le tableau est composé de :  x lignes de 1% case "1" contenant y codes "1"

et, par complémentarité :  { p—x ) lignes de 1°° case "0" contenant (q—v) codes "1"

d'ot le nombre totalde ™1" : xy+{p—x}{g—-y)=pg+2xy—qgx—py
et le nombre total de "0" pg—{pg+ 2xy—gx—py)=gx+py— 2xy

D'ol le nombre de carreaux A, et de carreaux B : —%{ PG+ 2xy ~gx —py )

et le nombre de carreaux C, et de carreaux D : —:—( qx +py=—-2xy)

e Casd'une 1™ case codée "0", cette fois :

x chiffres "1"

y chiffres "1" —»

Le tableau est composéde 1 (p —x )} fignes de 1%° case "0" contenant y codes "1",

x lignes de 17 case "1" contenant { ¢ - y ) codes 1",

d'ol le nombre total de codes "1" dansle tableau:v{p—x) + 2{g—y)=gx+py—2xy
et le nombre total de codes "0" dans je tableau:  pg—{qe+py—2xy) =pg + Zxy —gx — py

D'ali  le nombre de carreaux A, et de carreaux B : -;—( gx +py - 2xy )

et le nombre de carreaux C, et de carreaux D : -;» {pgq+2xy—gr-py)

CQFD !

Vous trouverez ci-aprés des compléments annexes a l'exercice.



%{W%@?ﬁ@ﬂfé

Autre méthode pour le cas d'une 1% case 0" : En inversant tous les "0" et les "1" du tableau, on a un
tablequ linéaire p x q de 1%¢ case "1", et lo formule comptant les "1" de ce dernier est utilisable pour
compter les "0" du premier & ceci prés que les paramétres x et y désigneront cette fois un nombre de "0"
donc il suffit de remplacer x par {p - x} et y par (g - y} dans la formule xy +{p —x }{ g~ v), loguelle reste
inchangée : on abtient donc les mémes formules d'un cas & Poutre, mais en inversant les "bindmes" de
carreaux A8 et C;D

il est intéressant de noter que la composition précise en carreaux A, B, C, D des pavoages linéaires étudiés ne

£re

dépend que du nombre de "/* des carreaux de lo 17 ligne et de la 1°° colonne, quels que soient leur

coloration ou leur ordre : plusieurs pavages linéaires partagent donc les mémes compositions.

Dans le cas oU p ou g sont impairs, on ne peut plus partitionner le tableou avec des tableaux 2 x 2, et méme
si la méthode de dénombrement des "0" et des "1" reste valable, la derniere ligne et/ou colonne impuaire(s)
n'assure plus I'égalité entre le nombre de carrequx A et B ; C et D. Il faudrait donc plus d'informations pour

pouvoir canclure {cela serait possible, mais un peu long dans e cadre de cet exercice).

Jean Truchet (1657-1723), né & Lyon, inventeur francais notamment dans le domaine des mathématiques,
fut 'un des premiers g étudier la théorie et le dénombrement des pavages non triviaux, laissant san hom &
certains d'entre eux.

Les pavages de Truchet peuvent prendre différentes formes suivant les motifs des carreaux, et ont inspiré
plusieurs artistes contemporains tels que Jean-Claude Ferry :

{ http://icferry. pagesperso-orange. fr/peinture/peinture/talon _architecte htmi }




Lyon, Olympiades Académiques 2017, Exercice 2 Palindromes binaires

Partie 1
1. L'écriture binaire de 135 est (10000111),.
2. Le nombre dont la représentation en base deux est (101011); est:

1x2% 41 %2 40x22+1x22+0x 2% +1x2°=1+2+8+32=43

3. Pour tout entier n = 1, dans I'écriture en base deux est {11...1),, tous les bits sont chargés au maximum

n fois
donc il faut un bit supplémentaire pour représenter I'entier suivant qui sera (1 00...0),. Or ce dernier est

n fois
2" donc (11...1), représente 'entier 2" - 1.
S s’

n fois

Partie 2

Partie A

1. Voici la liste des 23 palindromes binaires compris entre 1 et 129

({1, 717, (3, 11°), (5, "101°),(7, 1117y, (9, ’1001°), (15, ’11117),
(17, 2100017y, (21, ’10101°), (27, ’1i011’), (81, ’111117),
(33, 1000017), (45, 1011017), (51, ’110011°), (63, "11113117),
(65, *1000001°), (73, ’1001001*), (85, ’1010101°), (93, ’1011101’),
(99, 711000117), (107, *1101011°), (119, ’1110111’), (127, 71111111°),
(129, 710000001°)]

2. En utilisant I'un des algorithmes de conversion de la partie A, on trouve que I'écriture binaire de 2 017
est (11111100001); donc 2 017 n'est pas une année palindrome binaire.

3. Laprochaine année palindrome binaire sera (11111111111)» ¢'est-a-dire 2! 1 =2047.

Partie B

1. Palindromes binaires :

* avec 3 chiffres binaires, it yena deux: 101 et 111

» avec a 4 chiffres binaires, il yen adeux: 1001 et 1111

avec 5 chiffres binaires, il yen a quatre : 10001, 11011, 11111 et 10101
avec 6 chiffres binaires, il y en a quatre : 100001, 101101, 110011 et 111111

avec 7 chiffres binaires, il v en a huit : 1001001, 1000001, 1611101, 1010101, 1101011, 1100011,
11311111, 1110111,

2. Pour tout entier n > 1, on note P(n} le nombre de palindromes binaires 4 n chiffres. Dans chaque cas,
puisque le bit de poids le plus fort est 1, le bit de poids le plus faible doit étre 1 aussi.
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Lyon, Olympiades Académiques 2017, Exercice 2 Palindromes binaires

* Premier cas, n est pair

-2
1l reste deux blocs de ~r-1-~2--— bits, les plus forts et les plus faibles, qui sont symétriques :

{1 10101 10101 1)
St S e

potds forts poids faibles

o s . . n-2. . .
Dans ce cas, un palindrome binaire est entiérement déterminé par ce bloc de 5 bits de poids

forts gqui peuvent prendre deux valeurs 0 ou 1.

fivaZz & palindromes binaires si n est pair.

* Deuxiéme cas, 2 est impair

-3
Il reste deux blocs de E—é—— bits, les plus forts et les plus faibles, symétriques par rapport au bit en

. Y qs 41

position médiane :

médian

——

(1 10101 1 1010t 1)
poids forts poids faibles
. . . o n-3 .. :

Dans ce cas, un palindrome binaire est entiérement déterminé par ce bloc de 5 bits de poids

forts et le bit médian, qui peuvent prendre deux valeurs 0 ou 1.

n.‘a vl - - - - . *
llya2'z x2= 25 palindromes binaires si n est impair.

Partie C

On cherche le nombre F(2") de palindromes binaires strictement inférieurs au nombre 2” avec # un entier
naturel non nul.

I. » F(2°) est la somme des nombres de palindromes binaires a 1, 2, 3, 4 ou 5 chiffres binaires donc
d’apres la question 1. de la partie B :

F2% =1+1+2+2+4=10

« F(25) g'obtient en ajoutant 2 F(2°) le nombre de palindromes binaires & 6 chiffres binaires donc
d’aprés la question 1. de la partie B :

FH=F2)+4=10+4=14
2. F(2™ estla somme des nombres de palindromes binaires & k chiffres binaires avec 1 < k < n.

a. Premier cas, n = 2p est pair :

2k-2

s Pl s
Sep=2.2°7 + 277
k=1 k=0

p p-1
Sop= Y 2kl § 2k
k=1 k=0
p—1
Syp=2x 3 2F
k=0
Sop=2x (2P ~1)
Spp=2%2P -2
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Lyon, Olympiades Académiques 2017, Exercice 2 Palindromes binaires

nt2
F(2™ =27 —2sinestpair.

b. Deuxiéme cas, n=2p + 1 est impair :

2p+1-1

82p+1 = Sop 42
Sapel = 2P+l oy
Szp+1 =3x2F-2

F(2") =3x2" —2sinest impair.

3. Soit x un nombre entier naturel tel que x > 5.

On note F(x) le nombre de palindromes binaires strictement inférieurs & x.

a. Soit x le nombre entier tel que 2" < x < 2",
2" < x donc F(x) est la somme de F(2") et des nombres de palindromes binaires supérieurs ou
égaux a 2" et inférieurs a x.
Or ce nombre est positif donc F(2") < F{x).
Comme x < 2", le méme raisonnement nous conduit 4 F(x) < F@2").
Plus généralement, la suite (F(x)} en+ €5t croissante.
Par ailleurs, 2" — 1, dont I'écriture en base deux est (111...111),, est un palindrome binaire qui
R P

n+1 fois

2n+1 2r1+]

est compté dans F( ) mais pas dans F(x} car x <
On a donc F(x) < F(2"*1),

Si2" < x< 2™ alors F(2™) < F{x) < F(2™h.

b. Soit 7 le nombre entier tel que 2" < x < 2", D’apres les deux questions précédenteson a:

* Premier cas, 7 est pair et n + 1 impair :

F2™M < F(x) < F(z”“l
MR a < Flx) <3x2™F 22
2% o< Flx)<3x2% -2

1

n + i+l
Orona2® < x<2™ e= 23 < Vx<2% et2® —2-2"% =2 x 27 -1)-2.

Deplus2® x (23 ~1)-2>0e=>n>4.

Donc vx< F(x)sinz4etx22%

Par ailleurs 27 < vx et F(x) <3 x 2% -2 impliquent F(x) < 3v/.
On en déduit donc que si i est pair et 7 > 4 alors :

Vx< F(x)<3vx

* Deuxiéme cas, n est impair et #1 est pair :
F" < Flx) <F@2"™
3x -2

3x27 3 x 27 —2 < F(x) <28 x28 -2
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Lyon, Olympiades Académiques 2017, Exercice 2 Palindromes binaires

VX<F(x)<3vx
Les seuls cas restant sont z = 1 et n = 2 ce qui correspond & deux entiers supériewrs a5: x = 6 et
x=1.
Orl={1)},2=(10)33=(11)3,4 ={100)2, 5= (101}, 6 = {110)2 et 7 = (111}p, donc on a F(6} = 3 et
F)=

0r2% =2\/§et3>2% doncona:

3 n 5
~.-2-><23~2<F(x)<3x2?—2
Or2" < x<2"+1<=>22g\/“< =
3 n V2
De 1us~——><232“~2—2' =22 x ______\/_)_2 22><—-—2
P e "z 2

r 2
OIEEX§*220©H>3.

Donc vx < F(x)sin>3et x> 22,
Par ailleurs 27 < v/ et F(x) <3 x 22 -2 impliquent F{x) < 3v/x.
On en déduit donc que si 72 estimpair et n > 3 alors :

On vérifie bien que V6 < F(6) <3V et V7 < F(7) <3V7.

On donne ci-dessous une représentation graphique de cet encadrement pour tous les entiers infé-

Pour tout entier x > 5, on a v'x < F(x) <3vx.

rieurs ou égaux a 1 000 puis a 1 000 000.
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