Olympiades de mathématiques 2019, solutions

Classes de premiere

1 Triangles & cotés entiers

l.a. Comme 2+ 2 < Get 346 =9, mais 4+ 4 > 5, uniquement (4,4, 5) représente un triangle
non aplati. On le construit & la regle et au compas.

1.b. z < 15+ 19 = 34, donc z € {19,20,21,22,23,24,25,26, 27,28, 29, 30, 31, 32, 33}.

1.c. On a automatiquement z + y > x et z +z > y, donc il suffit d’ajouter z +y > 2.

2.8 z<z+7y=18—2 donc 2z < 18et 2 < 9. 3z >xz+y+z =18, donc z > 6. Bref,
z € {6,7,8}, voir 2.b.

2.b. Eig = {(2,8,8),(3,7,8),(4,6,8),(5,5,8),(4,7,7),(5,6,7),(6,6,6)}, et le triangle cherché a
les sommets A = (2;8), B = (5;3) et C = {6;6).

3.a. x+y >z implique {z + 1)+ (y + 1) >z + L.

3.b. = +y > z implique {x — 1) + (y — 1) > z — 1, mais il faut exclure d’avoir un triangle aplati
dans E, (en particulier x — 1 = 0), donc il faut z +y > z + 1.

3.c. Chaque triangle aplati a un périmetre pair, donc si p est impair alors il n'y a rien a exclure
et E, a le méme nombre d’éléments que Ey 3.

4.a. Oui: (673,673,673).

4.b. Oui: (1,1009,1009), (3,1008,1008), (5,1007,1007), ..., (671,674,674), (675, 672,672),

(1009, 505, 505), donc la base est un entier impair entre 1 et 1009 mais différent de 673 : il

y a l%lﬂ — 1 = 504 solutions.

ey

4.c. D’aprés le théoréme de Pythagore, 22 = 22 + 4% & (2019~ (z+ )2 = 2% +¢* &
20192 — 2 x 2019 x {z +y) + (z +y)2 = 2® +y? < 2019% = 4038(z + y) — 22y, mais 20197 est
impair tandis que 4038(x + y) — 22y est pair. '

5.a,b. z+y >z & z+y > 2022 (zty) < 2(ax+y) > 2022 & z+y > 1011 & x+y > 1012
ety <z & y<2022—-(r+y) & v+ 2y <2022

5.c,d. Comme dans la question 2.b le triangle cherché a les sommets A = (2;1010), B =
(506;506) et C = (674;674). Les cotés [AB] et [BC| sont perpendiculaires et de longueur 504+/2
et 168+/2, respectivement. L’aire cherchée vaut donc é— x 504v/2 % 168/2 = 84672. Sur les cotés
[AB], [BC] et {CA] on trouve 505, 169 et 337 points & coordonnées entiéres, respectivement.
Par conséquent, j = 505 + 169 + 337 — 3 = 1008 et i = 84672 — —1—%{18— 4+ 1 = 84169. Finalement,
| E2019] = |Fa022| = i + j = 85177,



6. 11 suffit de faire varier la variable & entre 1 et p et la variable y entre x et p. On pose alors
z=p—x—yetonvérifiesiy<zetz<xz+1y.

Remarque. Regardons les points (z,y) & coordonnées entieres vérifiant 0 < = < y. Pour
chaque entier naturel g, soit f(g) le nombre de ces points vérifiant, de plus, z +y < g ; et soit
g{g) le nombre de ces points vérifiant, de plus, z + 2y < 2q. Si p = 2¢, alors nous avons vu que

Byl = By} = glg) — fla). La suite £(0), F(1), F(2), F3), ... est L 2, 46,0, 12, 16, 20,
25, 30, ..., donc les différences consécutives sont 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, ..., et on démontre
facilement gue
2 ,
g (21 4]
=2 1 ‘
fay= " +a+ o
oit [21 g] vaut 1 si ¢ est impair, et 0 si ¢ est pair. De méme, la suite g(0), g(1), 9(2), 9{3), - ..
est 1, 2, 4, 7, 10, 14, 18, 24, 30, 37, 44, ..., donc les différences conséeutives sont 1, 2, 3, 3, 4,
5,5,6,7,7,..., el on démontre facilement que
e
31q
glq) = ——+qu [ 3 },

olt {3 1 q] vaut 1 si g n’est pas divisible par 3, et 0 si g est divisible par 3. Finalement, pour

e £ _Big 214
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By o] = (B = L~ 218 4 B

est lentier le plus proche de p?/48, par exemple 20222 /48 = 85176, 75, donc |Eag19| = |Fagaa| =

85177.

2 Premiéres fois

1. A(p?) = Apxp) = Alp) xp+px Op) = 2p. Ap*) = Ap? xp) = B(p") xp+p* x Alp) =
2p x p+p* = 3p®. De facon générale, /A choisit un facteur premier quelque part {dans un produit
a x b dans a ou dans b) et le remplace par 1. En particulier, A(p™) = n x pr L

n—1 _ ml —~1

= (mg+np)p
2.b. A(107) = A(2% x 57) = (5n + 2n)2" 71571 = Tn x 107! est bien un multiple de 7.

2.a. A(p™xg") = APT)X AP A(GY) = mxp™ T x g HpT xnxg

3. Nous avons

A(PT x p3? x - x p¥)
= Alp 1)><p X o) ppt 4 pTt X Apy® x - <X pE)
= ApTY) x pa? x - x prk 4 pTt X A(p5?) x - xpg‘cirn-Tpllxpa?x % A(pRF

(s crg—1 —1

1 3 fa % (79
T X Pt K e X Pt P X PE? X agp®

= a1p] X py? X oo X pik + pf
=0y X gy X gat o X g,

donc de nouveau, A choisit un facteur premier quelque part {dans un produit ¢ x b dans a ou
dans b} et le remplace par 1.

4. Soit a = p{* x --- xpk , b —p ka“ {on admet ici a; = 0 ou 3; = 0) et donc
a><b:p§"1+ﬁ1><---><pz“‘Jr & Aiors/_\(a)wrxix——ﬁ— +a;b>< A(b) 61><51—+ +,b’k><p—k



et A(axb):(ag—i—ﬁg)x%?+'--+(ak+ﬁk)><gﬁg, done Ala x b) = Ala) x b+ a x Ab).

De plus, pour tout nombre premier p, A(p!) =1 x % =1.
B, A(22x3) = 2x2x3+22x1 =16, A(2°x7) =3x22x7+28x1 =92t A(Tx11x13) =
11 x134+7x13+7x 11 =311

5.b,c,d. Les solutions de A(x) = 0 sont 0 et 1. Les solutions de A{z} = 1 sont tous les nombres
premiers p. Cependant, si x est divisible par p x ¢ avec p, ¢ premiers (éventuellement p = g),
alors A{z) > p+ ¢ > 4. Les nombres 2 et 3 n'ont donc pas d’antécédent par A.

5.e. Non, A(12) = 16.

6.a. Alpx q) =N(p) xg+px Alg) =q+p.
6.b. Non, A(2 x 2) = 4, mais A(2) + A(2) = 2.
7.a. Non, A(2 4+ 2) = 4, mais A(2) + A(2) =2,

7.b. Alka+kb) = Ak x (a+8) =ANk)x(a+b) +kxAla+b)=0k)x(a+b)+kx
(Ala) + AB)) = Alky x a + k x Ala) + A(k) x b+ k x Alb) = Alka) + A(kb).

8.a. Sim =k x pP, alors A(m) = A(k) x PP + k x p x pP 1 = (k + A(k)) x pP.

8.b. Sin =k x p (ici k n’est pas divisible par p}, alors A(n) = A(E) x p®* +kx a xp¥ !t =
(pA(k)Y + ka) x p®~1. Comme ka n’est pas divisible par p (mais p/A(k) est divisible par p),
p/N(k) + ko n'est pas divisible par p non plus, et 'exposant cherché est bien o — 1.

9. z = { est une solution de I'équation A(x) = x, et = | ne V'est pas. Si z > 1 est une solution
et p premier divise z, alors 8.b implique que pP doit diviser z, c¢’est-a-dire z = &k x p?. Mais alors
ANz = (k+ LK) xpP.done Az) =z & kxpP =k +AE))xp? & kE=k+Alk) &
Ak)y=0 & k=0ouk=1 < z=00ux=p’. Les seules solutions sont donc U et p” pour
chague nombre premier p.

3 AGADADAGA

1. Ce sont les mots sans A.
2. AGADADAGA G AGADADAGA D AGADADAGA D AGADADAGA G AGADADAGA
3. Aprés n clics, il y a 57 lettres A. Pour que 57 > 10°, il faut » = 13 au minimum.

4. Apres 20 clics, il v a 520 lettres A, donc 5% —1 lettres D ou G, donc (5%° —1)/2 = 4, 768 x 1013
lettres D.

5. ADADAGA ™

. L

oL

8.b. Les largeurs possibles sont 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9 et 11, mais pas 10

7. ADAGAGAADADAGA

8.a. La largeur est 1.



Proposition de solution :

Partie 1 :
1}a) Par application du théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle de longueurs 1 ; h et 2 (hypoténuse)

b ) La longueur L est celle des 2 rayons aux extrémités et de hauteurs de triangles
équilatéraux de longueurs 2, au nombre de { n — 1} {un triangle pour les deux

premiéres colonnes puis on ajoute un triangle a chaque colonne supplémentaire),

dotiL=2+(n-113

2 ) Casier 26x12:

Disposition 1 :
a‘@v. 1 On aexactement 12/2 = 6 lignes et 26/2 = 13 colonnes donc 78 boites.

>
()

<<
()

Dispasition 2 :

On peut placer exactement 6 boites dans la 1% colonne puis alternativement 5 boites
et 6 boites.

2+{n-1 )\/5 =26 donnen= 24/\/5 + 1 = 14,86 soit 14 colonnes possibles.
On déduit donc le nombres de boites :

7 colonnes a 6 boltes et 7 colonnes a 5 boites donc 42 + 35 =77 boites

On peut placer exactement 13 boites dans la 1% ligne puis alternativement 12 boites
et 13 boites.

2+(n-1 )\ﬁ =12 donnen= 10/\/5 +1 = 6,77 soit 6 lighes possibles.
On déduit donc le nombres de boites :

3 lignes a 13 bofites et 3 lignes 3 12 boites donc 39 + 36 = 75 boites

Conclusion : la disposition 1 est donc la plus efficace.

Partie 2 :
1)
Disposition 1 :

L'aire d’un disque de rayon 1 est i, celle du carré de c6té 2 est 4 donc P = Z— { environ 0,785 soit 78,5 %)

Disposition 2 et 3 :
Les triangles équilatéraux formant "hexagone ont pour hauteur 1.

. . o N o s 2
Soit ¢ la longueur de ces triangles équilatéraux, d’aprés le théoréme de Pythagore, ¢2= 1%+ (¢/2)* d'olic = L

.y ‘ . . o 12 6
L'aire d’un hexagone est donc 6 x Aire des triangles équilatéraux donc 6 X 7% W X1= G

d’ol par division: P = %—ﬁ {environ 0,907 soit 90,7%).



2 ) Pour de grandes dimensions de casier, on peut approcher le rapport entre I'aire s occupée par 'ensemble
des disques et I'aire S du casier par P, donc s = P xS

Or chaque disque ayant une aire égale a i, le nombre n de disques seradonc n=s/m ~PxS/n

R

Avec ia disposition 1, P = E ‘n ;:S

Pour les dispositions 2 et 3,P = S

n=

mia

RE]
6

Partie 3 :

Remarque : on détermine facilement que la disposition 1 permet de ranger 2 x 222 = 444 boites, et moins pour

les deux autres dispositions. Il faut donc trouver une autre disposition.

Disposition {schéma)

L'idée est de partir d’'une disposition type 3 et d’utiliser au maximum l'espace supérieur laissé vide en
rapprochant les boites par groupe de 3

x
Aprés le 1°" disque {plein}, soit sur une longueur de 442, on un a un découpage périodique de longueur x.
Calcul de x : avec les notations du schéma ci-dessuson a: x =2 + 2y or, dans le sens de la hauteurona:

1+z+vV3+1=4donc z=2—-+3 d’ou (théoreme de Pythagore) y = /2% — 4 (7~ 4J3) = V43
On en déduit donc que x =2 + 2¢/4v3 — 3

Calcul du nombre de disques ;: On a donc %—2- =~ 74,11 découpes périodigues sur toute la longueur.

or a chaque découpe on peut associer 5 disques entiers + 1 disgue hachure soit 6 disgues, d’ol un total de :
1 (1*" disque plein} + 74 X 6 = 445 disques.

Remargue : la longueur restante aprés ce découpage est 444 —{ 2 + 74 x } = 0,67 < 1 (rayon) donc insuffisante
pour pouvoir compléter le dernier disque hachuré a droite de la derniére découpe... donc pas de 446%™ disque !



4 Se suivre sans perdre un chiffre

1.1.a,b. Il n’y a qu’une seule suite 1-complete : 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Ille est minimale et de
iongueur 10.

1.2. Si k& > 10 la longueur 1 suffit, par exemple 1234567890,

1.3. Avee une longueur de 1 on ne peut pas couvrir les 10 chiffres, mais la longueur 2 marche :
123456789, 123456790. '

1.4.a. 124,125,126, 127,128,129,130.

1.4.b. On a au plus un passage de dizaine. Si ce passage est méme un passage de centaine,
alors les chiffres des dizaines sont perdus, car ils apparaissent déja dans les unités (9 et 0). On a
donc au plus 6 chiffres d’unité, deux chiffres de dizaines, et un chiffre de centaines, soit 9 chiffres
différents et pas 10.

1.5. On trouve les suites 13,14,15,16,17,18,19,20 (k = 2), 1235,1236,1237, 1238, 1239, 1240
(k = 4), 12346,12347,12348,12349,12350 (k = 5), 123457,123458, 123459, 123460 (k = 6),
1234568, 1234569, 1234570 (k = 7), 12345679, 12345680 (k = 8}, et on ne peut pas trouver une
longueur plus courte que 10 — k, car il y a au plus un passage de dizaine (donc deux dizaines
différentes), tandis qu'un passage de centaine n’est pas avantageux, car les dizaines ne servent
alors & rien (elles apparaissent déja dans les unités : 9 et 0).

2.1. On a 9 possibilités pour le chiffre le plus & gauche (tout sauf 0}, puis 9 possibilités pour
le deuxiéme chiffre {qui doit étre différent du premier chiffre déja choisi), puis 8 possibilités
pour le troisiéme chiffre (différent des deux chiffres déja choisis), etc. Au total, il y a donc
Ox9x8XTXEXHx4x3Ix2x1=09x 9 suites I0-complétes minimales.

2.2.a. Sans passage de dizaine, on aurait au plus 6 unités différentes, puis 3 chiffres supplémen-
taires pour les dizaines, centaines et milliers, soit 9 chiffres au total et pas 10. Par conséquent,
le chiffre des unités de a vaut 5, 6, 7, 8 ou 9 (5 choix).

2.2.b. Pour chaque u € {5,6,7,8,9} le chiffre des dizaines de a peut étre u — 2, u~ 3 ov u—4
(3 choix) pour que les deux chifires des dizaines soient différents des six chiffres des unités.

2.2.c,d. Puisque les unités et dizaines couvrent déja 6 + 2'= 8 chiffres différents, nous avons 2
choix pour les centaines et un dernier choix pour les milliers, si nous voulons obtenir une suite
d-complete minimale.

2.2.e. Le nombre de suites 4-compleétes minimales est done 5 % 3 x 2 x 1 = 30.

2.3. Comme dans la question précédente, u € {k+1,k+2,...,9} doit étre le chiffre des unités
de a, ce qui donne 9 — k choix. Pour chaque v € {k+ 1,k + 2,...,9} le chiffre des dizaines de
a doit &tre un élément de {u— 2,u—3,...,u— k} (k — 1 choix). Il restent alors k — 2 chiffres
possibles pour les centaines, puis k£ — 3 choix pour les milliers, ete.

2.4. Commengons avec le cas sans passage de dizaine. Si les deux unités sont ( et 1, alors nous
avons 8! possibilités pour ordonner les 8 autres chiffres. Siles deux unités sont 1 et 2, alors nous
avons seulement 7 x 7! possibilités pour ordonner les 8 autres chiffres, car nous n’avons que 7
choix pour le premier chiffre : il doit &tre différent de 0. En général, si les deux unités sont u et
u+ tavecu € {1,2,3,4,5,6,7,8} nous avons 7 x 7! choix pour ordonner les autres chiffres. Au
total, il ¥ a done 8! 4+ 8 x 7 x 7! = & x 8! options sans passage de dizaine.



Si nous avons un passage de centaine (de 99 4 00}, alors il nous reste 7 places pour couvrir
8 chiffres : forcément deux chiffres avec les centaines, dont le premier chiffre vaut 1, 2, 3, 4, 5, 6
ou 7 (7 choix). On peut alors ordonner les 6 autres chiffres de 6! fagons différentes, ce qui donne
7 % 6 = 7! choix pour un passage de centaine. De méme, si les unités valent 9 et 0, mais dans
les dizaines, on réutilise Y'un de ces deux chiffres en prenant § et 9 ou bien 0 et 1, alors il restent
7! choix pour les 7 autres chiffres. Tous ces trois cas donnent donc 3 x 7! options.

Enfin, il nous reste le cas ol les unités sont 9 et 0, el les dizaines sont u et u + 1 avec
u € {1,2,3,4,5,6,7}. Pour I'un des 7 premiers chiffres (7 choix), on peut alors réutiliser 9 ou
I'un des deux chiffres des dizaines (3 choix) toui en permutant les six chiffres qui restent (6!
choix) : cela donne 3 x 7! choix. Pour I'an des 7 premiers chiffres sauf le tout premier (6 choix),
on peut aussi réutiliser 0, conduisant & 6 x 6! choix supplémentaires. Finalement, il nous reste le
cas ott 'on ne réntilise ni les chiffres des unités, ni les chiffres des dizaines. Il nous restent donc 6
chiffres pour 7 places, c’est-3-dire un chiffre sera utilisé & deux places. On peut choisir ces deux
places de 7 x 6/2 facons, puis attribuer nos 6 chiffres de 6! fagons, donnant 7 x 6/2 x 6! = 3 x 7!
choix. Tous ces cas donnent donc 7 x (3 x 71 +6 x 6! + 3 x 7!) = 48 x 7! options.

Le nombre de suites 9-complétes minimales est donc 8 x 8143 x T14+48x 71 = (64+3+48)x 7! =
115 x 70 =5 x 23 x 71 = 23 x 7 x 3% x 2% x 10% = 579600.

5 Triangles en somme

l.a,b. SQ = 3, Sq = 8, S4 = 20, S5 = 48, Sﬁ = 112,

2.8. (p-D+p=2p-Lp+t{p+1)=2p+1, 2p+1) - (2p—1) =2

2.b,c. Sila différence entre deux entiers placés cOte & cite est égale & d, alors on peut les ccrire
sous la forme p — d, p, p+ d. Dans la ligne suivante, on aura alors 2p —d et 2p + d cdte a cote,

mais leur différence vaut 2d. Cette diffirence double donc chaque ligne. Dans la troisiéme, elle
vaut 22, et dans la p-ieme, elle vaut 2P~ L,

2.d. Chaque ligne suivante contient un entier de moins, donc la p-iéme ligne contient n— (p—1)
entiers.

2.e. Par définition, le premier élément de la p-ieme ligne est S,. Pour obtenir les n — p éiéments
suivants, il faut ajouter la différence 2P~1 déja calculée.

3.a,b,c. Par définition, S, = Sp_1+{Sn_1+2""%) = 25, 1+2""2, en particulier Sy = 5505024.

4.a,b,c. Nous avons
Sn Snvl

+1,
done la suite des 5%—5 est arithmétique de raison 1, et on calcule de proche en proche que

Sn

on—2 =n+1 < S, =(n+1)x2"72

En particulier, Sg = 7 x 2% = 112, Sy = 21 x 2'® = 5505024 et Sag1g = 2020 x 22017,



