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Exercice 1 (tous les candidats)

Plus fort !
1. Pourcentages pour tous les dges.
a. Oui car la multiplication est commutative : r.oy = %x En particulier, en intervertissant les données

proposées, on se rameéne 25 % de 32 euros, qui en est le quart, soit 8 euros.

b. Méme pas en réve ! Le prix est multiplié par 0,75%, soit environ 0,32.

c. Oui, la encore parce que les diagrammes sont commutatifs. Notons x le prix HT et y le prix TTC;; ils sont liés
par la relation y = 1,2 x. Si I'on double y, cela double 1,2 x, et donc x. :

2. Double sens. Selon que le « le » renvoie au « nombre » ou a « 51 »; ontrouve 5 100 ou'0,51. Pour lever
I"'ambiguité il faudrait construire la question différemment et au besoin; utiliser des virgules.

3. Le secret pour avoir 20/20. Le candidat recoit la note de 7 sur 20 Pourtant, —+-—— = IZT?- =1= ;g le

paradoxe tient a ce que le calcul fractionnaire ne tient compte d’aucun coefﬁcnent (le probléme et I'exercice

#

sont mis sur le méme plan, et la « note » est donnée sur 2 et non sur ZO).

a+b a+b . fa b 9a+b
Dans lescas général, on compare < +— a+—. Or—=|(=+—=)=—
20 20 5 15

qui est négatif, d’cu le résultat.

4. Trouver l'intrus. On prend 4 oranges au hasard, on en répartit 2 sur chaque plateau. Si la balance reste
équilibrée, c’est I'orange non utilisée qui est la moins |6urde. Sinon, on prend les 2 oranges du plateau le plus
léger et on les compare avec une nQuVelle pesée. Avec 2 024 oranges, c’est a peu prés la méme idée, que I'on
réitere. On met 1 012 oranges de part etvzd’au't're Un plateau est le plus léger. On utilise les 1 012 oranges de
ce plateau, on en met 506 de part et d‘autre Un plateau est plus léger. On utilise les 506 oranges de ce plateau,
on en met 253 de part et d'autre Un plateau est plus léger, on prend au hasard 252 de ses oranges, on en met
126 de part et d'autre Sx Ia balance reste équilibrée, c’est 'orange mise de coté qui est la plus légeére. Sinon,
on utilise les 126 oranges du plateau le plus léger et on recommence a chaque fois en mettant une orange de
coté dés qu’on manlpule un nombre impair d’oranges. Dans le pire cas, on passede 2 0242310122 506a 253
3126263a31a15a74a 321 orange(s) 50|t 10 pesées. L Lo Lrmmnens e avls

orailsS 4& v el A pectre , 27 A1t VedSS ey~ en /FWW .
5. Tchin ! La pente des parois est (au signe prés) égale a ?0 = 2. Le verre du dessus a besoin de 9 cm de large. I

est translaté verticalement de 1 + 2 = 3cm (1 correspond a la hauteur du fond du verre du dessous, et 2 a la
hauteur nécessaire pour élargir de 1cm I'espace de chaque coté des 7cm de base. L’ensemble s’éléve a 13 cm.

6. Le début de la richesse. D’apres le théoréme de Thalés, la configuration proposée entraine (et méme revient
s L . L+# L . . 1 o ,
a) égaler 7 et - Posons x = 7 Tout revientdoncax =1+ oy On peut ensuite vérifier que le nombre (d’or)

vérifie cette équation, ou la résoudre puisqu’elle se raméne a une équation du second degré.
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7. Quelle forme I?

Dessins ci-contre. Pour ce qui est de la réalisation pratique, il y a trois

configurations possibles, ici réalisées avec des briques de jeu de construction :
deux étages avec les deux grandes barrettes au-dessus des deux petites ; trois
étages avec les deux grandes barrettes au méme niveau, une petite au-dessus,
une petite au-dessous ; trois étages avec les deux petites barrettes au méme
niveau, une grande au-dessus, une grande au-dessous. Seule la troisieme
configuration se déforme jusqu’au contre-parallélogramme sans quoi les
grandes barrettes vont se géner quand elles vont se croiser ; quant aux petites,
qui sont au méme niveau, elles suffisamment petites pour ne pas se géner a
I’endroit des pivots.

8. Rien que pour vos yeux. Notons at + bj + ck uri;:vect" " directeijr et orientant du rayon incident. Et suivons

(par exemple) la trajectoire lue sur le dessin. Aprés le p emi.er"r‘ebond, le rayon est dirigé et orienté par al —
by + ck, aprés le deuxiéme par —al—bj + ck et aprés le troisitme par —ai — by — ck. Le rayon réfléchi qui
en résulte est paralléle au rayon incident mais repart dans I'autre sens. Si le coin de cube est petit, ce rayon
réfléchi est spatialement trés proche du.rayon incident. Un catadioptre est composé de nombreux tout petits
coins de cube. Un émetteur (voiture avec des-phares avant par exemple) le recoit donc dans les yeux, ce qui

I'avertit de la présence d’une voiture ou d’un cycliste devant lui.

9. Méthode 1. Notons e I'épaisseur et n le nombre de tours (on le suppose entier, on commet ici une petite
erreur). Donc R + ne = R'. 1tour déroule 2R longueur de bande, le tour suivant 2 (R + e), ... le n iéme
2n(R+(n= 1)e). On néglige le petit morceau de bande nécessaire pour monter, d’un tour a I'autre, de

2”(R+e)+ZZ(R+(n_1)e) n = 2500 cm. En remplagant n parﬂ-e_—R

I'épaisseur e. En sommant arithmétiquement,
onisole ; puis’*”e qui est (presque) égal a 0,0044 cm, soit la moitié de I'épaisseur d’un cheveu.

Méthode 2. Laire de la couronne est n(R’2 — RZ). Une fois la bande déroulée on a, toujours vu de profil, un
n(R'*-R?)

2500
10. Partons d’un tableau déja ordonné horizontalement. Et, sur chaque colonne, intervertissons au besoin les

rectangle de largeur e et de longueur 2 500 ¢cm. Donc e = soit environ 0,0044 cm

valeurs de la premiére et de la deuxieme ligne. Cela ordonne dans le sens vertical les deux premiéres lignes. Et
on se doute que cela laisse les deux premieres lignes bien classées (sinon pour n = 2 le résultat de I'énoncé
serait faux). Il suffirait alors de répéter cette démarche pour des lignes contigués (ce qui revient a effectuer un
tri bulle colonne par colonne). Revenons donc au cas n = 2, qui se réduit a constater quesix < x' ety <y/,
alors min(x, y) <min(x',y") et max(x,y) <max(x’,y").
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Exercice 2 (candidats de la voie générale suivant la « spé maths »)

Nous sommes toutes distinctes !

Partie 1 : Exemples et contre-exemples simples

1. On peut choisir de prendre ou de ne pas prendre chaque élément pour former une somme, soit 2™
possibilités. Mais on s’interdit la somme vide. Il faut donc vérifier que les 2™ — 1 « vraies » sommes a
envisager sont toutes distinctes.

2. Les sommes possibles réalisables avec {1,3,5} sont 1, 3,5, 4, 8, 6, 9 : elles sont toutes distinctes. Avec
I'ensemble {4,6,7,9} on remarque que 6 + 7 = 4 + 9.

3. Le singleton {0} est un STD. C’est le seul : tout autre ensemble contenant 0 contient un autre element a#
0. Mais alors les sommes a et a + 0 sont égales.

4.

a. Les sommes formées d’éléments de A sont en particulier des sommes formées d’éléments de B. Elles sont
donc toutes distinctes. v

b. Par contraposition, B n’est alors pas STD.

1 . s S
5.Pourd’'=AU {E} : les sommes n’impliquant que des éléments de A sont toutes distinctes. Les sommes
associant - aussi (elles sont translatées des précédentes). Et les deux ensembles de sommes sont disjoints,

.1 . .
sans quoi E serait entier.

Pour AU {1 w/f} A'u {\/_} On sait déja que A’ est STD. Donc on procede comme ci-dessus, avec les
sommes n’impliquant que A’, les sommes assoaant\]_ 2 aussi. Et les deux ensembles de sommes sont disjoints,
sans quoi /2 serait rationnel. :
Partie 2 : Construction d’une suite ;
On considére la suite (u,,) définie paru, = 1 et par la relation de récurrence, valable pour toutn > 1,
Uy = Ut U, + 1
6. Onau2—1+1—2etu3-1+2+1 4.Puisu, =1+2+4+1=8etug=1+2+3+4+8+
1=16.
7. On peut éviter d'lmbnquer une boucle dans une autre et de manipuler des listes, par exemple comme ceci.
def STD(n) : # on ch0151ra n=100
s=0 : :
u=s+1
for k in range(n-1):
s =S + u
u‘ =s + 1

return u

8. De proche en proche, les termes de la suite u sont tous strictement positifs. Donc u, 1 — u, =
(ug + -+ 4+ up,_1) + 1> 0. La suite croit strictement.

9. Montrer que, pour toutn > 1, 'ensemble {u;, ..., u,} est STD. On compare deux sommes qui n'impliquent
pas exactement les termes. On suppose ces deux sommes égales. On simplifie a gauche et a droite. Les
termes qui restent a gauche sont tous distincts de ceux qui restent a droite. Imaginons que la somme de
gauche soit celle qui implique le terme de plus haut rang p. On I'isole en basculant tous les autres tout a
droite. A droite, on a une somme de termes de la suite, tous distincts, tous de rang p — 1 au plus, pondérée
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de + ou de -. On la majore par la somme avec les +. On la majore encore en introduisant les termes
manquants pour faire apparaitre tous les indicesde 1ap — 1. Déslorsu, < uy + -+ up_1.Oruy = u; +
+up_1 + 1. Cest absurde.

10. De proche en proche (c’est une récurrence simple dont on ne demande pas de dire son nom), et par
sommation géométrique, u,, = 2".

Partie 3 : Suites STD

11.

a. On peut créer 2™ — 1 entiers naturels non nul distincts avec les sommes de uy, ..., 4. Or le plus grand de
ces entiers est uy + -+ + u,, : il est donc supérieur ou égal a 2™ — 1.

b. Ainsi, puisque u, > u,4,
nu, >u; +-+u, >22"-1

n

. . 2
Nous comparons des entiers. Donc nu,, = 2", puis u,, > g

12.

a. OnaE(X;)=-1x= 1+1 x— =0etV(X) =E(X?) - (E(Xl)) = E(Xlz) =1X= + 1x= 1 =1 puis,
d’aprés les formules donnees dans I'énoncé, E(X) = 0 et V(X) = u?+...+u2.

b. Les 2™ sommes de la forme t+u; +... +u, sont toutes différentes (par caractére STD, en ajoutant u +... +u,,
en divisant par 2, et sachant qu’une somme de u; est strictement positive). En ajoutant u; +... +u,, on obtient
des nombres pairs, donc toutes les sommes ont bien méme parité. En échangeant les +1 et les -1 pour un tirage
donné, on a la symétrie par rapport a 'origine, et, si on atteignait 0, alors en passant les -1 de 'autre cété de
I’égalité, cela contredirait le caractere STD de la sunte Enfn ces 2™ entiers ont la méme probabahte — d’étre
atteints, d’ou le résultat. " 4

¢. Puisque X est centrée, V(X) = E(XZ) Or X2 prend 2™ Y valeurs, chacune avec une probabilité ——, ces

2n— —-17
valeurs étant des carrés d’entiers naturels non nuls distants d’au moins 2 (puisqu’ils ont méme parité). Ainsi,
. - o
VOO =t hd 2 Z(Zk 2 (=2 —
k=1

orV(X) = u? + -+ u < nu,?, donc:

1
Un® 2 ——og (1P 432452 44+ (2" = 1)%)

d. Pourn =4, cette megahte donne u, = 4,6 et I'inégalité de la question 11.b donnait u, > 4.

Exercice 3 (candidats de la voie générale ne suivant pas I'enseignement « spé maths » et tous les candidats
: de la voie technologique)

Pyramides de Pascal

1. On somme dans un sens, dans un autre, puis on moyenne (méthode de Gauss).

2.a. On trouve :
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b. Par exemple :

3. Nombre d’entiers dans une pyramide de Pascal

@. On trouve 3 + 2 + 1 = 6 nombres pour 3 lignes, et 4 + 3 + 2 + 1 = 10 nombres pour 4 lignes.

n(n+1)

b. Pournlignes,ona:n+ n—-1)+-+2+1 = nombres, en utilisant la question 1.

4. Chaque nombre d’une ligne autre que la derniére est inférieur ou égal au plus grand des deux nombres de
la ligne inférieure dont il est issu. Il lui est méme strictement inférieur puisqu’aucun nombre d’une pyramide

parfaite n’est nul. Donc le plus grand est en derniére ligne. Et vaut le nombre de nombres que la pyramide

contient, soit ﬁn—tl—).

5. Aprés quelques tdtonnements, on trouve par exemple :

6. -
a. La symétrisée d’une pyramide de Pascal par rapport a I’axe vertical médiateur est encore une pyramide de
Pascal, et échange les termes de droite avec ceux de gauche. D’ol le résultat.

b. Le chemin part du sommet x,, se connecte (& la ligne 2) a x, au détriment de y,, puis a x3 au détriment de
Y3, PUIS, ..., puis & x,, au détriment de y,,. Remarquons : x, = y, + x4, X3 = Y3+ Xp,0 Xp = Y +Xp—q. En

additionnant il vient x, =y, + yﬁ_i + T Yy, + x;1. D’une part le nombre x,, est inférieur ou égal a n—@;—l)

D’autre part il est égal a.une somme d’entiers naturels distincts distincts. Que cette somme implique un seul

élément situé en dehors du segment entier [1,n] et elle dépassera strictement Zl—(—r—lz-t-l

. n(n+1
somme vaut %

. Nécessairement, la

et les termes impliqués décrivent exactement [1,n]. Le chemin étudié par du sommet et
aboutit en bas a droite. Il ne peut jamais bifurquer a gauche (il ne pourrait pas rattraper le chemin « perdu ») :
rectiligne,' il emprunte donc le bord droit.

c. Envisageons le triangle proposé, qui contient n — 2 lignes, aucun des nombres du segment [1, n] et pas non

n(n+1)

plus le terme . Partons de son sommet x'; et construisons le chemin qui descend en se connectant,

comme en question précédente, a chaque fois au plus grand des deux termes situés immédiatement en-
dessous. Ce chemin aboutit en x',,_,. En adaptant les notations précédentes, x',_; = y'p_2 + V¥’ p_3 + -+
y', + x';. Le membre de droite comporte n — 2 termes distincts, et chacun de ces termes est supérieur ou égal
a n+ 1. Donc le membre de droite est supérieur ou égal a (n+ 1)+ (n+2)+ -+ (n +(n- 2)) =

3n2_1 (n — 2). Or le membre de gauche est inférieur ou égal a @ —1.D’ol
Maplesoft
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3n—1 nn+1
L PP L Y

llsuit2n? —8n+3 <0.0r2n?> —8n+3 =2n(n —4) + 3 > 0 pour n > 4. D’ol le résultat.
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Exercice 1 : Un probléme de croisements

-

1- Des graphes planaires & 1 sommet, & 2 sommets, 3 3 sommets, 3 4 sommets et a 5 sommets.

1 sommet 2 sommets 3 sommetls 4 sommets 5 sommels

- a- Véri%ier gue le graphe 3 un sommet vérifie la relation d'Euler.
Le graphe a 1 sommet, 0 aréte et 1 région, et la relation 1-0+1=2 est bien vérifiée.

b- Survotre copie, faire une illustration de chacune de ces situations puis vérifier que chacun
des graphes cbtenus satisfait {a relation d'Euler.

o Situation 1: le sommet d'artivée de l'aréle .
mexiste pas encore, alors on e rajoute en méme g
temps que l'aréte. =

Danscecas, s+r—a=4+1~-3=2,
ia relation d'Euler est vérifiée

»

= Situation 2 . te sommet d'arrivée de 'aréte existe déjg,
alars on gjoute une aréte et une région,

Danscecas, s+r—a=3+4+2-3=2,

ia relation d'Euler est vérifide

¢~ Conclure que la relation d'Euler est vraie pour tout graphe planaire.

Tout graphe planaire peut éfre oblenu en partant du graphe avec un seul sommet el aucune aréte
et en rajoutant des arétes une par une, pariant d'un sommet déja existant et arrivant vers un
sommet soit déja existant, soit nouveau.

Deux cas de figure se présentent lorsqu'on rajoute une aréle.

https://maths.enseigne.ac-lyon.fr/spip/spip.php?article883&lang=fr 1/10
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. Sile sommet d'arrivée de l'aréte n'existe pas encore, alors on le rajoute en méme temps que

faréte. En rajoutant cetie aréte et ce sommet, le nombre de regions reste inchangé (puisgue la
nouvelle aréte ne coupe aucune face en deux). § devient (§ + 1) et a devient (a + 1),
la valeur de s + r -~ @ ne change pas.

»  Sile sommet d'arrivée de 'aréte existe déja, ajors on ne rajoute aucun sommet.

En revanche, la nouvelle aréte coupe toujours une région en deux. Dans ce

cas, a devient (@ + 1) et 7 devient {r + 1), ce qui laisse @ nouveau la valeurde s +7 — @

i

inchangée.

3~ Justifier que pour tout graphe planaire ayant 3 sommets ou plus, 7 < ~§— a.

Notons r le nombre de régions d'un graphe (- € N'), alors r = L1, 7; ennumérotantde 14r lesr
régions du graphe {on a alors pour tout entier i entre 1 etr .y = 1)
Chagque région est délimitée par au moins 3 arétes done pour tout entier i entre et p

Insg
ol g; est le nombre d'ardtes délimitant la ™ région. ' R
Notons a le nombre total d'arétes du graphe, chaque aréte étant commune & deux régions, on a

B
alors: a=-¥iyq

N 1 2
Ainsimr =3l ﬁgzi::lag =za

4- En déduire que pour tout graphe planaire ayant plus de 3 sommets,
&
2—5+ 3 <0 (relation (2))

En injectant le résultat du 3- dans la formute d'Euler, on obtient !

2zs+r—a£s—~—§-a‘dmcz-s+§-ss

Partie 2 : Avec croisement de rail

5. a- Tracer une représentation des graphes complets K, K, Ks, Kyet K.

1 sommet 2 sommets 3 sommetls 4 sommets 5 sommels
e Gremrmremessesion

b-  Déterminer Or(K,), Cr{X,), Cr(K3) et Cr{K,). ! Ao .
' N
On peut affirmer que Cr{K,) = Cr(K,) = Cr{Ky) = 0 - \
et aussi que Or{K,) =0 ; TT—

/ﬂﬂm
/‘0’

6- a- Enutilisant la relation (2), prouver que Ks n'est pas un graphe planaire.

https://maths.enseigne.ac-lyon.fr/spip/spip.php?article883&lang=fr
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K5 posséde 5 sommets et 10 ardtes, 2 — 5 -é--g = -3 4.-% >0
Si un graphe est planaire, il vérifie la refation (2).
Par contraposée, on déduit que K n'est pas planaire.
b- Déterminer Cr(K) {vous pourrez vous aider d'une représentation de K.).

Voici une représentation de K avec un croisement donc Cr{ic) < 1

L.es crofsements sont marqués par une croix

rouge et Iss sommets par un rond bleu

D'aprés a- comme K n'est pas planaire, (r{i) = 1
Par double inégalité, on en déduit que Cr{K;) = 1.
S-  Considérons le graphe K, ,n e N’

a- Déterminer en justifiant le nombre d’arétes de ce graphe.

7

Chacun des n sommets du graphe est relié aux (n — 1) aulres et chaque aréte relie deux sommets

done le graphe complet d'ordre n compte -’5—";?5} arétes.
b- Quel est le nombre de sommets et le nombre d'ardtes de G, ?

Les sommels de G,sont les sommets de K,, auxquels on ajoute le nombre de croisements -
ilyenadonen + cr(k,)

Le nombre d'arétes de G, est ’3952:9

+ 20r(K,)
c- Appliquer fa relation (2) a G, et justifier que Cr(K,) = n2—7:+1z )
G, est un graphe planaire, on peut luf appliquer {a refation {2} :
Z=n— Ct’(Kn}‘i‘:‘:'&z:—Q-{- zCr(Kn) <0e 2—n "F‘::?l{n —< i{:"{;{n}
e 6—3n+ 3; —% < Cr(K,)

Et donc Cr(K,) 2 -2

On appligue l'inggalité de la question 4 dans lecasolin = 6,

3642+ 12
Cr C‘L‘fé) g Wm«wmiuw»w. =3

st
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Or Cr(K,) < 3 d'aprés la représentation graphique ci-contre

Par double inégalité, Cr(Kg) =3

e- Pouver-vous déterminer avec certitude Cr{K;) ? Tracer une représentation de K qui permet
d'approcher au mieux Cr(K7).

On applique lnégalité de la question 4 dans le cas oun = 6,
49 — 49 4+ 12 _

; >
CT(;{‘;) =2 7

6

par représentation du graphe, je trouve au mieux Cr(K,;) € 9 et je ne peux donc rien affirmer avec

certitude
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’W“?’ﬂé’“ = M/“M[J s MWW oot 7 -
len )T = At AN X = At X%; (etlre+ ) = 2700+ %y

/ ¢ = Pyramide de celiules grises
U x )1 = (A X P
| | Correction
M+ xT

§1. PREMIERS EXEMPLES

L =Crx)C =
L= x )" = 4+ X
L Tt )? A+ xZ

L= (fex )7 =1+ k2)% = {4 x b

Question 1. a)

Ly =(7+ X'z(?“£4f5£4/z = [+ &
Ly =( A x| 51E= (/HX‘S’)(/H?& /

T ;m;*”*“z* e trey Bt

[4{—&2 J1ex) < //+er>¢ AR xé
Question 2. Le plus petit entier 2 3 5 tel que L, est totalement grise est n = 7. . . ‘ ' 4
+ X%k Extlext

b} Lgl4] = blanc.

1 def sulvante(L}:

2 n = lea{l} — 1 x4ﬁ+ X/{
3 = [None] = (n+2} ' '
5 sfel = sin+l] =
g 5 for k in range(n}):

Question 3. - e
7 Sik+l] = @
g slse:
9 S[k+1] =1
w

return S

§2. COULEUR ET PARITE

Question 4. Lg=[ [ T T T 1 1 T ] |peutsobteniren intercalant des cellules blanches entre les cellules
de Ly = L De méme on obtient Ly = [ [ T 1 | E T T T 1peuten
intercalant des cellules blanches entre les cellules de Ly =T | [ | |
En dessinant deux lois de suite chaque cellule de Ly on obtient (’!azrpmmi L~ car slles sont muies les deux
entidrement grises et les longueurs correspondent. Ly =TT T | DL T T T T T T T Jestle
dédoublementde Ly={ | T [ T | | |}

[a] Jel Tl [ Pl o]
alafalelal  Fabul ||

el Tel Jeal T IT70 1271 [

b} L'hypothése de la question se traduit par Ja représentation de Ly, ci-dessus {on a intercald des celhules blanches}.
I est alors clair d’aprés fos régles de construction que Ly, [0] = Lo, .4 [1] = gris = L4,10] = ¢y ; de méme pour
les deux dernitres cellules de La,uq.

Pour 1 € k€ n— 1, puisque Lo, [2k~ 1} = blanc alovs Ly, 124] = Blanc i et seulement si ¢ = blance ee qui
montre que Ly, . [2k] = oo De la méme fagon Ly, [2k + 1] = blane done Ly, 2112k + 1] = ¢
Fn défnitive on a bien démontré que Ly, ., est telle que reprégentée avec les cellules de couleur ¢ dédoublées.

Ly,

L‘?n +1

..m“ 43

f
!

Question 5. a) |

(1) 5 = (4P -(Mﬂc )=
A+X )7 = frex) (AexE) ™

https://maths.enseigne.ac-lyon.fr/spip/spip.php?article883&lang=fr ' 8/10



12/17/2024 Mathématiques - Académie de Lyon

Pyramide de cellules grises

¢) Soit k € N, 0 € k < n D'aprés la question précédente Ly, [2k] = Ly,4,[2k + 1] = ¢, donc la régle de
propwat;x(m {imme me §2k 4»« 12 blanc.
conséeutives dc L,,_ . Alnbt o= Loy Ek]
Bn définitive Ly, ., s'obtient bien en intercdlant des cellules blanches entre les cellules de L,.;-

Question 6. La propriété est vraie pour les petites valeurs de n, en particulier pour n = 0. Bupposons ie réaultat vrai
pour 7t 2 (1 Daprés la question précédente il est alors vrai pour n -+ 1. Par récurrence le résultat est done vread
pour touh 7.

§3. ECRITURE BINAIRE

Question 7. @) 0={(0); 1={1)y 2={10), 3={(11), 4=(100), 5=(101), 6={110),
B) (10101), = 21, (1010), = ;

Question 8. a) 5= f 2 }, 2 done 5 ne domine pas 3 & cause du deuxiéme chiffre.
) 3=(01 1k
n 1 5 5 & 6 ]
k 0 1 g 4 3 2
Ecriture hinaire de n | (1) | (101), | (101), | (110); | (110) | {110),
by = 7
Eeriture binaire de k | {0}, | (001), | (0114 | (100}, | {011}, | (010),
7 domine k vrai | eral | faux | vral | fanx | wvrael
Ltk grig | gris | blane | gris | blane | gris

¢} On conjecture que n domine k &= L, [k} = gris.

Question 9. Procédons par récurrence sur le nombre o de chiffres binaires de n : définissons P{a) la propriété « pour
tous entiers naturels 7 et & pouvant s'écrire avec o chiffres binaires et tels que k< n, L, {k] = gris si et seulement
si n domine &». S a = I, les seuls cas 3 regarder sout LoD} = L, [0] = Li{1] = gris qui confirment bien P(1).
Supposons P{a), et démontrons P{a + 1). Solent n et k pouvant s'éerire avee g + 1 chiffres, et k< n. Avec les
notations proposées, on &7 = (R T,y o afgfy iy )y et k= (k.k, ¢ . kykokidy)y. Posons 0 = {n,n, g . ignian, Jp
et & = (Byka_y .o kykoky o, Alors n = 2n' +1ig et k = 28" + ko, ot 0’ et & peuvent ¢’éorire avee a chiffres, et bien
entendu & € n'. ,

Si pour tout i, n; > k. alors ng 2 kg et d'aprés [#] Lkl = Loy [26 + kol == Ly [k7] = gris en utilisant Pla).
Siflexiste0€<i<a el que n; < kg, alors ou bien ng < kg ¢t daprés [x] L, k] = blane, ou blenng 2 kg et £ 2 1.
Mais alors L, [k] = L,.[k"] = blanc en appliquaat P{a}.

Daus tous les cas, Pla) => Pla-+ 1) et puisque P{0} la propriété est démontrée.

Question 10. a) Soit n € N, s’écrivant avec a chiffres binaires. 5i pour tout k € n, L, [k} = gris, alors en particulier
L, {2 = gris donc nécessairement n; » 1, et ce dés que 2° < n. En définitive, Y0 £ 4 < a,ny = 1« fous les
chiffres de n sout des 1. Ainsin = 2%~ 1.
Réciproquensent, sin = 2% — | alors tous ses chiffres sont des L et la propriété de la question ¥ est facilement
vérifide pour tout k& la lizne L{n) ne contient que des cellules grises.

#) Soit n € N, s'éerivant avee o chiffres binaires. 81 pour tout 0 < k < n, L [k} = blanc, alors en particulier
L, = bi*’mc Or tous les chiffres de 2¢ sont nuls sanl k;, donc Cest néeessairement celui-1d qui est supérieur
strictement & celui den @ ny < k; = 1, soit n; = 0 et ce dés que 20 « w. Fn définitive, ¥0 €1 < g,n; = 0 7 tous
les chiffres de n sont des 0, sauf cv}us le pluﬁ: 3 gauche. Ainsi n = 2071,

Réciproquement, si n = 2971 alors tous ses chiffres saufl le plus & gauche sont nuls. St & = 0 tous ses chiffres ;ax:&
s ef Pou retrouve bien L,LE k] = gris. Si k= n les chiffres de & sout ceux de n ot ne leur sout pas supérieurs;
ainsi L, jnl = gris. 81 0 < & < n, it existe un chiffre de k non nul et ce chiffre est dans la méme position qu"un
chiffre nul de n (car & # n), done L}kl = blane d'aprés la propriété de la question 9.

Bn définitive, les lignes entidrement blanches excepiés les extrémités sont les Hegnes L{2°71).

Gat N6t £+ 1

(14X ) = (e x8) (1 X ) U xE ){44)()
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Question 11. Pour 0 € & € n, L,Jk] = gris si et seulement si Pécriture binaire de & contient des zéros aux mémes

positions que ceux de Péeriture binaire de n. Les antres chiffres binaires de & peuvent prendre n'importe quelie
valenr.

En notant s le nombre de chiffres 1 dans Pécriture binaire de n on obtient tous les & tels que L,Jk] = gris en
considérant toutes les combinaisons de 0 et 1 pour les s chifires « libres » et en plagant des O sur les autres chiffres.

Il y a ainsi 2% nombres k tels que L, Jk] = gris done 2% cellules grises dans L{n}. (5 est zussi la somme des chiffres
binaires de 7).

SUPPLEMENT : DE MOINS EN MOINS DE CELLULES GR{SES

Question 1. M{1} = E(1} =2, M2)=6el B2} =7

Question 2. a) L'écriture binaire de 2n est celle de 1 avec un 0 ajouté tout & droite. Ainsi les deux éoritures ont le
méme nombre s de chiffres T et [{2n) = I(n).
Iéeriture binaire de 2n + 1 contient exactemens un chiffre 1 de plus done I{2n + 1) = 257} = 2 x 2% = 2[{n).

B) M(r) =T + 12 4 1) o T+ o4 L2 = 1) M{r 4+ 1) = T+ 17 + 1)+ -+ 1(2n) + [(2n +
1) 4 b F(2FHE 1),

On peut grouper toutes les lignes intervenant dans M(r + 1) deux par deux avec [(27) 4 I{2" + 1) =
@ x N+ N2 x 2 4 1) = N 4 2021y = 31274 et I(2n) + I(2n + 1) = I(n) + 2/(n) = 3I{n).
En sommant toutes ces égalités on obtient M{r + 1) = 3M(r}.

Question 3. ¢) Notons K{n) = n+1 le nombre d’entiers dans la ligne L{n}. Alors K(2n)+ K (2n+1) = In+1+2n+2 =
dn+3=4Kn}—1< M{(:z}
Sin>1, K(n) > 2 donc $K(n) — 1 > 0 et ainsi 4K(n) — 132 IK(n).
En définitive, pour tout n 2 1, ’I{ (n) € K{2n) + K{(2n + 1) < 4K(n}. En groupant deux & deux les
termes dans E(r + 1) comme dans la question précédente eb en sommant les inégalités on obtient aisément
LE(r) < Blr+ 1) < 4E(r). :
1] 1 E;*I(r} B I% 3 < £ 77 LQ ik done i‘g{&‘]} < ;{;ISE} < {,jf:{(? , e quil Rallait démontrer.

¢} P{1) =1 done P{2) £ puzs P3) < = X f% el en définitive P{r} £ ({:)

La proportion P{r) de:vmut de plus en p}us faible ot s’approche de 0 & mesure que v devient grand.
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