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L'épreuve se déroule en deux parties indépendantes et indissociables de deux heures chacune. Les
énoncés des deux parties sont distribués puis ramassés & des moments différents.

Une des deux parties de 'épreuve est constituée des exercices nationaux, 'autre des exercices
académiques. A 'issue de la premiére partie, les énoncés et les copies sont ramassées et une pause de
cing a guinze minutes est prévue, avant la seconde partie a I'issue de laquelle les énoncés et les copies
sont également ramassées.

Déroulement de Fépreuve constituée des exercices nationaux {2 heures}.

o iescandidats de la voie générale ayant suivi Fenseignement de spécialité de mathématigues
{« spé Maths »), et uniquement ceux-I3, doivent traiter les exercices nationaux 1 et 2.

e Tous les autres candidats, c’est-a-dire ceux de la voie générale N’ayant PAS choisi
Fenseignement de spécialité mathématiques, et TOUS ceux de la voie technologique (STI2D,
STL, ST2S, STMG, STHR, ST2A, STAV, S2TMD,...) doivent traiter les exercices nationaux 1 et 3.

Chaque candidat traite ainsi deux exercices nationaux. Selon sa catégorie, Pexercice 1 et Vexercice
2, ou bien Pexercice 1 et 'exercice 3. |l n’est pas nécessaire de résoudre toutes les questions des deux
exercices pour obtenir en fin de compte la note ou une appréciation maximales.

H est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse compléte & une question
d’exposer le hilan des recherches qu'ils ont pu entreprendre. Il est également conseillé d’accorder
entre 40 minutes et une heure 3 un premier exercice, puis de passer 3 son deuxiéme exercice
{exercice 2 ou 3 selon votre catégorie} quitte & revenir ensuite au premier.

Lorsque le candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il Findigue sur sa copie en
expliguant les initiatives qu'il a été amené & prendre et poursuit sa composition.

Les régles, compas, rapporteurs, éguerre et calculatrices sont autorisées selon la réglementation en
vigueur.

Les énoncés doivent étre rendus au moment de quitter définitivement la salle de composition. Des
consignes de confinement peuvent &tre données selon la zone géographique de passation de
I'épreuve.

L’énoncé national comporte 7 pages.
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Exercice 1 {tous les candidats)

Plus fort !

Dans cet exercice, toutes les questions et sous-questions sont, dans une large mesure, indépendantes.

Certaines montent crescendo en difficulté. Toutes les réponses devront étre argumentées.
1412=1

1. Une montre atypique. Quand on regarde une montre du commerce et
que la petite aiguille ajoute 12 (heures) a la position graduee sur 1 (heure),
elle revient sur la position 1 {heure}, comme dans le croquis ci-contre. En
quelque sorte, 1+ 12 =1,

Plutdt que de diviser la journée en 12 heures, on décide arbitrairement de
la diviserennn = 2 heures.

a. On choisitn = 5, croquis ci-contre. Justifier qu’en suivant le mouvement
de la petite aiguille, ona 1+ 6 = 2. A quoi s'identifierait 1+ 127?

b. Comment choisir n de sorte gue, cette fois, 1 + 12 = 2 ? Dessiner une

horloge correspondante. 14+6=2

2. Traduction. Exprimer ce gque signifient les phrases suivantes (fues pratiquement telles quelles dans
des médias 1) :

a. « |} est indéniable que Beethoven n’aurait pas été le grand compositeur qu’il a été s'il n’avait pas été
sourd » en utilisant fe moins de négations possible.

b. «la mairie rejette la demande d’annulation déposée par l'association Organisons le premier
Championnat de vitesse d’escargots ! de l'arrété municipal interdisant leur ramassage » en la
remplacant par deux ou trois phrases plus simples et plus claires montrant que vous l'avez bien
comprise.

3. Celle qui fait des mathématiques, c’est celle qui ne boit pas. Une coupe de champagne conigue est
remplie a ras bord. Mais la personne a qui la coupe est destinée n’en veut pas. Elle la vide dans d’autres
coupes initialement vides et identiques,
en les remplissant chacune jusqu’a la
moitié de leur hauteur h. Combien de I
coupes remplit-elle ainsi ?
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4. Ou alors juste un peu. Un verre est formé par une
demi-sphére (représentée en coupe par un demi-
cercle sur le dessin). Le verre est rempli jusqu’a la ,
moitié de sa hauteur h. Quel est I'angle d'inclinaiscn 51
maximum x selon lequel on peut pencher ceverresans 77T
renverser de liquide ?

5. Mais les mathématiciens ont le droit de manger. Un groupe d’une centaine de personnes reéserve un
diner dans un restaurant nicois avec vue sur mer. En temps normal, le prix du repas est de 40 euros
par personne. Mais le gérant exige que sa recette (c¢'est-a-dire fe total de ce que le groupe payera)
atteigne au minimum 4 000 euros, ceci afin de couvrir les risques qu'il prend en leur réservant les
tables si trop de convives se désistent.

a. justifier que, sin = 100 personnes viennent, elles payeront bien 40 euros chacune, mais que si, du
fait de defections, seulement n < 100 personnes viennent, elles payeront alors davantage chacune.
Combien paye chacun lorsque seulement 90 personnes viennent ?

b. Le groupe obtient une subvention de 1 000 euros de I’Etat. Combien paye chacun lorsque seulement
90 personnes viennent ? Lorsque 120 personnes viennent ? Combien de personnes doivent venir,
exactement, pour que le prix que chacun paye soit minimal ?

6. £t de prendre un dessert. S0it une portion de tarte représentée par le Gz?{::)
secteur angulaire ayant la forme d’'un quart de disque {I'ouverture angulaire '

T . a s . - . au i .
vaut —2-). On souhaite la diviser en deux parties égales. Mais d’'une maniére originale :

Axe_de‘gvmétrie

en la coupant non pas le long de son axe de symétrie, mais le long d'une
perpendiculaire a cet axe, dessin ci-contre. Ainsi, Faire du morceau de gauche serait
égale a l'aire du morceau de droite. OU faut-il couper ? {On introduira toutes les
variables nécessaires a la résolution de ce probléme.) .
Axe de\‘bq\up@

7. Pythagore 30 (théoréme de de Gua). Montrer que, dans un tétraédre trirectangle (trois angles droits
en un sommet), ¢'est-a-dire un coin de parallélépipéde
rectangle, le carré de |'aire de la face obligue est égal a la
somme des carrés des aires des trois autres faces.
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Exercice 2 (candidats de la voie générale suivant la « spé maths »)

Recherche d'équilibre : les nombres sur le fil

On rappelle que pour tout entier naturel non nul m :

m{m+1
1+2+3+~-+m:—(—2———)
et, de facon plus générale, que pour tout entier naturel n et tout entier naturel non nul b :
bn+b+1)
(n+1)+(n+2)+(n+3)~f----+(n+b):--~————é--——--—~
Lorsque n est un entier au moins égal a 2, on dit que n est un nombre équilibré si on peut trouver un
entier naturel non nul b tel que :

14243+ +nm~D=On+D+n+2)+-+@n+hb)
Dans ce cas, I'entier b est unique et s’appelle la balance de Fentier n.

Par exemple, 35 est un nombre équilibré, car :
1+24+3+4+--+34=595
et
(35+1)+(@35+2) + -+ (354 14) = 595
La balance de 35 est égale 2 14,

1. Quelques exemples

a. Montrer que 6 est un nombre équilibré et préciser sa balance.
b. Montrer que 7 n'est pas un nombre équilibré.

¢. Montrer que 204 est un nombre équilibré de balance 84.

2. Lien entre nombres équilibrés et carrés parfaits. On rappelle qu’un entier naturel ¢ est un carré
parfait s'il existe un entier e tel que c = e?. Ainsi, 16 = 4% et 36 = 6 en sont, mais pas 17 ni 18.
Soit n un entier au moins égal & 2.

a. On suppose dans cette question gue 1 est un nombre équilibré ; on note b sa balance.

Montrer que n? —n = 2bn + b*> + b puisque b = M.
En déduire que 8n® + 1 est un carré parfait.

b. On suppose dans cette question que 8n2 + 1 est un carré parfait ; on note e 'entier vV8n? + 1.

—(Zn+1)+e

Montrer que e est impair puis que le réel b définipar b = est un entier strictement positif.

¢. Conclure que n est un nombre équilibré si et seulement si 8n? + 1 est un carré parfait.

3. Une fonction génératrice. On considére la fonction f définie sur R par

flx)=3x+8x2+1
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a. Vérifier que pour tout réel x, ona : 8(f(x))* + 1 = (8x + 3v8x2 +1)2
b. En déduire que si n est un nombre équilibré, alors f(n) I'est aussi.

On pose uy = 6 et, pour toutentierk = 1, u,,q = fug).

¢. Montrer que (1, )»1 €st une suite strictement croissante de nombres équilibrés.
d. Montrer que pour tout entier k = 2, uy_q = 3u, — /8 + 1.

On consideére les fonctions g et k définies sur |0, +-oof par

gx)=3x—V8x2+1 et h(x) =3vVx—+Bx +1

e. Montrer que Ia fonction A est strictement croissante et en déduire que g Pest aussi.

On souhaite montrer gue tout nombre équilibré est de la forme u, pour un certain entier k = 1.
On raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe au moins un nombre équilibré gui n’est pas de
cette forme. On note alors n le plus petit d’entre eux.

f. Calculer u,. En admettant que les seuls nombres éguilibrés strictement inférieurs 3 36 sont 6 et 35
(ce qu'il serait toujours possible de tester « & fa main »), en déduire que n > u, puis qu'il existe un
entierm = 2 tel que U, < 1 < Upyqq. Conclure,

4. Tester en langage Python si un nombre est équilibré ou non
a. Etablir que, pour tout entier k = 2, on a1y = 6y = Uyg_q
b. On considére la fonction mystere (n) suivante, gui prend pour argument un entier n au moins
égal 3 2.
def mystere{n):
s5=1
i=2
while i<n:
s=s+1i
i=i+l
return s
Expliquer ce que calcule mystere (n).

¢. Ecrire une fonction equilibre (n) prenant en argument un entier n au moins égal 3 2 et
renvoyant True s'il s'agit d’un nombre équilibré et False sinon {on pourra utiliser au choix la
question 4.a ou la guestion 4.b. en expliquant toutefois quelle méthode est vraisemblablement la plus
rapide pour 'ordinateur).

5. Générer en langage Python des nombres équilibrés. Ecrire une fonction 1is te equilibres{n)
prenant en argument un entier n au moins égal 3 2 et renvoyant la liste des entiers équilibrés
strictement inférieurs a n. On rappelle que {] est Iz liste vide et que, étant donnés une liste L et un
entier i, la commande L. append (1) ajoute I'élément i 4 la liste L en le placant a la fin.
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Exercice 3 {candidats de la voie générale NE suivant PAS 'enseignement « spé maths » et TOUS les
candidats de la voie technologique)

Recherche d’équilibre : les nombres sur le fil

1. Une formule bien utile pour la suite. En additionnant la somme S = 1 + 2 4+ 3 a elle-méme, mais
prise en ordre inverse, soit S = 3 + 2 + 1, et en posant 'opération comme suit,

34241
“hviva

oncalcule S+ S =3 xX4etdoncS = 6.

Plus généralement, prouver de cette maniére gue pour tout entier naturel non nul m :

m(m + 1)
142434 4m=—re—
2. En déduire que pour tout entfer naturel n et tout entier nature] non nul b ;
b(2n+b+1)

(n+1)+(n+2)+(n+3)+...+(n+b): .

Lorsque n est un entier au moins égal a 2, on dit que n est un nombre équilibré si on peut trouver un
entier b naturel non nul tel que

14243+ +(n-D=n+1D}+n+2)+ -+ 1n+b)
Dans ce cas, I'entier b est unique et s'appelle la balance de P'entier n.

Par exemple, 35 est un nombre équilibré, car :
1+2+3+4++4+34=595
et
B5+D+@E5+2)+--+(35+14) =595
La balance de 35 est égale a 14.

3. Quelques exemples

a. Montrer que 6 est un nombre équilibré et préciser sa balance.
b. Montrer que 7 n"est pas un nombre équilibré.

c. Montrer que 204 est un nombre équilibré de balance 84.

4. Lien entre nombres équilibrés et carrés parfaits. On rappelle qu'un entier naturel ¢ est un carré
parfait s'if existe un entier e tel que ¢ = e2. Ainsi, 16 = 4% et 36 = 62 en sont, mais pas 17 ni 18.
Soit 1 un entier au moins égal a 2.

a. On suppose dans cette question que n est un nombre équilibré ; on note b sa balance.

Montrer quen® —n = 2bn + b% + b puisque 8n? + 1 = (Zn + 2b + 1)2.
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b. On suppose dans cette question que 8n? + 1 est un carré parfait ; on note e Fentier v8n? + 1.

—(2n+1)3e

Montrer que e est impair puis que le réel b défini par b = est un entier strictement positif.

¢. Conclure que n est un nombre équilibré si et seulement si 8n? + 1 est un carré parfait.

5. Une fonction génératrice. On considére la fonction f définie sur R par

fx)=3x++8x%2+1

a. Vérifier que pour tout réel x, ona : 8(f(x))* + 1 = (8x + 3v8x2 + 1 )?
b. En déduire que si n est un nombre équilibré, alors f(n) I'est aussi.

On poseu; = 6 et, pour toutentier k 2 1, w1 = f(uy)-

¢. Montrer que (1 )y, €5t une suite strictement croissante de nombres équilibrés.

6. Générer en langage Python des nombres équilibrés. Ecrire une fonction liste eguilibres (n}
prenant en argument un entier n au moins égal 3 2 et renvoyant la liste [u4, U3, ..., U, ] . Onrappelle
que [] est [a liste vide et que, étant donnés une liste L et un entier 1, la commande L.append (i)
ajoute I'élément 1 a Ia liste L en le plagant a la fin. On utilisera Vinstruction sqrt () pour coder la
fonction racine carrée.
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Exercice 1 : Un probléme d’aire qui ne manque pas d’air !

Dans un carré ABCD de c6té 1, on considére une suite de cercles (Cg,Cq, ..., Co) de centres respectifs
(04,04, ..., Oy) et de rayons respectifs (rg, rq, ..., I), Ol n est un nombre entier naturel (voir Figure 1).

Les cercles (Cqy, Cy, ..., Cp) sont :

- tangents entre eux.

- tangents aux segments [AE] et [AF].

Le quart de cercle de centre A et de rayon 1 coupe le segment [AE] en H,,.

On définit A;, comme la somme des aires des disques délimités par les cercles (Cq, C4, ..., Cy) ol 1 est un
nombre entier naturel,

Le probléme consiste & calculer |la somme A des aires de tous les disques Cy,, pour k entier naturel.

D___ F g C

1 B

Figure 1— Représentation géométrique partielle du probleme

Partie A — Ne dépassons pas les bornes |

'objectif de cette partie est de donner un encadrement de I"aire A, comprise entre celle du disque délimité
par le cercle C;, désignée par Ay, et celle de la zone AECF, désignée par A .4 ¢
Apin A< Amax-

D F & D

A B A | B

Figure 2 — Majorant : A . = Aarcr Figure 3 - Minorant : Ay, = Ac,
A.1 - Recherche d’un majorant :
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3

A.1.1 Montrer que : BE = 3

On rappelle que : tan{a) = %3- ol ¢ est la mesure d’'un angle d’un triangle rectangie.

A.1.2 Calculer 'aire des triangles ABE et ADF.

A.1.3 En déduire la valeur exacte de 'aire A,,,, de la zone AECF puis la valeur approchée par excés au
centiéme,

A.2 - Recherche d’un minorant :
A.2.1 Calculer la longueur AC en considérant le carré ABCD. En déduire que 0 < 15 <+/2
A.2.2 Déterminer 0,C en fonction de 1y, puis en déduire AQ, en fonction de ry.

On rappelle que Hy est le point d’intersection entre le segment [AE] et le quart de cercle de centre A et de
rayon 1.

A.2.3 En considérant le triangle AH,0, rectangle en Hy, montrer que r, vérifie 1,2 —4rg +1 =10
A.2.4 Résoudre F'équation précédente et montrerquery = 2 — V3.

A.2.5 En deduire la valeur exacte de l'aire A,,;, du disque délimité par le cercle C puis une valeur approchée
par défaut au centiéme.

A.3 A l'aide de ce qui précéde, donner un encadrement de la somme des aires des disques, les valeurs seront

données au centieme.

Partie B — Des rayons bien rangés et bien afignés !

Dans cette partie, on s’intéressera a la suite (73, ) ey des rayons des cercles £, n € N formant I"hypoténuse
du triangle AH, 0, rectangle en H,.

-
"'._,u

Figure 4 — Suite de triangles

B.1 En s'aidant du résultat de la question A.2.2, montrer que A0, = (V3 — 1)V2.
B.2 En remarquant que AC, = A0, ~ 0,0, montrer que -} = %.

[
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. . S s - N LE
En déduire une valeur arrondie 3 10™* prés du rapport ;1—
o

B.3 Justifier que les triangles 0;0;,P; sont semblables, pour 0 < i < n, c'est-a-dire que feurs angles sont
égaux deux a deux.

B.4 Exprimer les longueurs des segments [0;P;] en fonction de r; et 1y, 4.

Les triangles 0;0,., P; étant semblables, on a I'égalité des rapports suivants :

0i0iv1 _ 01410142
0P Opq Py

,pour3<i<nnelN

B.5 En déduire les relations suivantes :

h_n_T_ _ N _ T

T .
=t = =——pourf<i<nneN
o T Ti+1 Tn o Tanl

B.6 A I'aide des égalités précédentes, montrer qu'il existe un réel g tel que :

Tpe1 =g X Ty, pourtoutn € N
On rappelle que pour n €N, r,, est le rayon du cercle C,. On a ainsi établi que fa suite (1 )ney €5t
géométrique.

B.7 En utilisant la question B.6, B.2 et une valeur arrondie au dix-miiliéme de 1y , construire les cercles C; et
C, sur la figure de V'annexe. Sur cette figure, une unité est représentéde par 10 cm.

B.8 On pose u,, = 7(r,)%,n € N, montrer que (w,) est une suite géométrique de raison g2,

B.9 Expliquer pourquoi la somme 4 des aires de tous les disques €y, pour k entier naturel, vaut :

A—nX

En déduire une valeur arrondie de A 3 1072 preés .

On rappelle pour cette question que pour une suite géométrique (i, Jnew , la somme S, des (n + 1) premiers

termes vaut ;
1 - qn+1

Sn=u@+u1+“'+unﬂuo>< 1--q

Exercice 2 : Une aventure clés en main

Lara, une brillante aventuriére, explore les ruines d’une civilisation oublide. Elle trouve d’abord deux clés
identiques dans un coffre bien caché. Dans une salle mystérieuse a 'autre bout des ruines, elle découvre un
levier & cdté d’une majestueuse porte fermée, et des serrures adaptées aux clés gu’elle a trouvées.

Elle réussit a déchiffrer I'inscription suivante :

« Pour ouvrir la porte des élus, placer les deux clés chacune dans une serrure puis abaissez le levier. Seules
certaines serrures permettent d'ouvrir ia porte, les autres empéchent son ouverture.»
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Lara remarque que méme en insérant les clés elle ne peut pas distinguer les serrures fonctionnelles, qui
permettent d’ouvrir fa porte, des serrures blogquantes, qui en empéchent I'ouverture.

On dit que Lara fait un essai quand elle a placé ses deux clés chacune dans une serrure, et qu’elle abaisse le
levier. On dit que F'essai teste les serrures. Si les deux serrures testees sont fonctionnelles, la porte s’ouvre,
Fessai est réussi. Si le levier retourne dans sa position de départ sans que la porte ne s'ouvre, 'essai échoue,
cela signifie qu'au moins une des deux serrures testées est bloguante. Dans ce cas, I'aventuriére doit
réessayer.

Un ensemble d’essais est certain si pour chague configuration des serrures fonctionnelles et bloquantes au
moins un des essais sera réussi. Le nombre optimal d’essais est le nombre k tel gu’il existe un ensemble
certain de k essais mais il n’existe pas d’ensemble certain avec un nombre d’essais strictement inférieur.

Pour représenter une configuration on peut symboliser les serrures fonctionnelles par @ et les serrures
bloguantes par O . Dans le cas oli il y a trois serrures ; deux serrures fonctionnelles et une serrure bloquante,
alors il y a trois configurations possibles, représentées ci-dessous :

O e @

L] o O

-] O -]
Un essai peut &tre représenté par un trait reliant les serrures testées. L'ensemble de trois essais représenté
ci-dessous est certain puisque pour chaque configuration au moins un essai teste les deux serrures
fonctionnelles :

Partie A — Premiére porte

Dans cette salle, il y a quatre serrures : trois sont fonctionnelles et une est bloquante. Lara numérote au
hasard les serrures de 1 a 4 pour pouvoir garder une trace de ses essais, L’essai testant les serrures 1et3
seranoté 1l — 3 ou3 — 1, 'ordre n’a pas d'importance.

A.1. a) Proposer un ensembie certain d’essais.
b} Justifier gu’un seul essai ne suffit pas a ouvrir la porte pour toutes les configurations.
c) En déduire que le nombre aptimal d’essais est 2.

A.2. Déterminer la probahilité que Lara réussisse a ouvrir [a porte a son premier essai si elle place les clés
dans des serrures choisies totalement au hasard.

Partie B — Deuxié@me porte

Lara réussit a ouvrir |a porte des élus. Derriére, elle trouve une autre pigce avec la méme énigme mais avec
plus de serrures. Cette fois, il y a trois serrures fonctionnelles et deux bloquantes. Les serrures sont numéro-
tées de 1 & 5, sans savoir lesquelles sont fonctionnelles ou bloguantes.

B.1. Dans cette question Lara tente I'ensemble d’essais {1 — 2; 3 — 4; 1 ~ 5} mais ils échouent tous. Pro-
poser des numéros oll peuvent se trouver les serrures fonctionnelies.

B.2. En justifiant soigneusement, décrire un ensemble certain de quatre essais.

B.3. Soit E un ensemble quelconque de trois essais exactement.
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a) Justifier qu’au moins une serrure a été choisie pour au moins deux essais.
b) Démontrer qu'il existe une configuration des serrures pour laguelle les trois essais échouent.

B.4. Justifier que le nombre optimal d’essais est 4.

Partie C — Toujours plus de portes

A partir de la salle suivante, et a chaque fois que Lara réussit 3 ouvrir une porte, elle trouve une enigme
similaire avec f serrures fonctionnelles et b serrures bloquantes, ol f et b sont des nombres entiers avec
f=z2eth>=20.

Une configuration des serrures dans ce cas est appelée (f; b)-configuration, tandis qu’un ensemble certain
pour cette énigme est dit (f; b)-certain.

Le nombre d’essais d'un ensemble F est noté |E}.

On note O(f; b) le nombre optimal d’essais correspondant 2 cette situation, c’est-a-dire le plus petit
nombre |E| pour E (f; b)-certain.

C.1. Dans cette question, f = b = 3. Il y a donc 6 serrures dont la moitié sont fonctionnelles.
a) Déterminer un ensemble (3; 3)-certain de 6 essais.
b) Démontrer que 0(3; 3) = 6. On pourra prendre un ensemble quelconque de 5 essais et se ramener
a la situation de la question B.4.

C.2. a)Démontrerque pourtout f =2, 0(f;b) = b+ 1.
b) Démontrerquesi f = b+ 2alors O(f;b) = b + 1.

C.3. Dans une des salles, Lara trouve un papier avec des inscriptions en partie effacées qui semblent résu-
mer |es découvertes d’'une personne 'ayant précédée. Ce document est présenté en annexe. Complé-
ter les informations manquantes directement sur I"annexe en suivant la logigue utilisée,

Si § est un ensemble de serrures {fonctionnelles ou bloquantes), la clique associée 3 S est 'ensemble de tous
les essais testant n'importe quelle paire de serrures de S.

Par exemple, la clique associée a un ensemble de deux serrures est I'essai testant ces deux serrures. La clique
associée aux serrures 1, 2, et 3est {1 — 2;1—3;2 — 3}

Des cligues sont disjointes si et seulement si aucune serrure n’est testée par deux cliques,

C.4. Démontrer que le seul ensemble (2; b)-certain est la clique associée aux b + 2 serrures.

En déduire que 0(2; b) = Qﬁ%ﬁm

C.5. Lle but de cette question est de construire pour tout f > 2 et b = f — 2 un ensemble (f; b)-certain
d’essais constitué de F'union de f — 1 cliques disjointes. On notera E{f; b) cet ensemble d’essais.
a)Si b= f -2, proposer sans justifier un ensemble de b+ 1=f—1 essais qui convient

pour E(f; b).

Dans la suite de cette question, onprend f = 2 et b > f — 2, et on suppose déja construit 'ensemble
(f; b)-certain E = E(f; b). On numérote de 14 f + b les serrures, et on ajoute une serrure qu’on
nunerctera f + b + 1.

b) lustifier que si une (f; b + 1)-configuration fait échouer tous les essais de E alors laserrure f + b +
1 est fonctionnelle.
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c) Justifier que si une (f; b + 1)-configuration fait échouer tous les essais de E alors il y a exactement
une serrure fonctionnelle testée par chaque clique de E.
d} Construire un ensembie E' = E(f; b + 1) tel que :
o ['est(f;b+ 1)-certain;
o |E'| = |E| + k ol k est le nombre de serrures associées a la plus petite clique de E.
o E'estl'union de f — 1 cliques disjointes.
Démontrer soigneusement ces trois propriétés,

C.6. Etudede |E(f; )|
a) Expliquer pourquoisi f —1 < b < 2(f — D) alors [E(f; )l = |[E(f; b — 1)} + 2.
b) Expliquer pourquoisi 2(f — 1) < b < 3(f -~ D alors |E(f; b)| = |E(f; b — )| + 3.
c) Démontrer quesiq(f ~ 1) < b <{g+ D{(f — L alors |E(F; b)) = |E(f; b~ 1|+ g+ 1.
d} En déduirequesib = q(f —1) — lavecq = 1 alors:
E(ED=(-1D1+2+3++¢q)

Pour aller plus loin apres cette épreuve : il est possible de démontrer la propriété suivante {ce n’est pas de-
mandé aux candidats et ne peut pas étre admis pour répondre aux questions précédentes) :

q(q + D — 1)
2

O(f;b) = |E(f;D)] = +@+DE+D
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Annexes a rendre avec |a copie Numéro d’anonymat :

Annexe exercice 1 : Figure @ compléter

4
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