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Fiche de TD No 4 : Normalité asymptotique et intervalles de confiance

Exercice 1.

Soit X = (X1, ..., Xn), un n-échantillon issu d'une loi exponentielle de paramètre inconnu λ > 0.

On rappelle que l'estimateur du maximum de vraisemblance est : λ̂n = 1
Xn
.

1. En utilisant les propriétés asymptotiques de l'EMV vues en cours, montrer que λ̂n est asymp-

totiquement normal et préciser la variance asymptotique.

2. Retrouver le résultat de la question précédente en utilisant la δ-méthode.

3. En déduire un intervalle de con�ance asymptotique de niveau α pour λ.

4. En se basant sur le pivot 2λ
∑n

i=1Xi, déterminer un intervalle de con�ance exacte de niveau

α pour λ. (Indication : les lois χ2(n) et Γ(n/2, 1/2) sont les mêmes).

Application Numérique : Calculer les intervalles de con�ance de niveau 90% des questions pré-

cédentes pour un échantillon de durée de vie de téléphones portables (en mois) :

X = (4, 3, 34, 41, 54, 10, 28, 39, 31, 50, 6, 27, 14, 25, 16).

Exercice 2.

On considère un échantillon de taille n issu d'une loi à densité paramétrée par θ > 0 dé�nie par :

fθ(x) = θxθ−11x∈]0,1[

1. Déterminer l'estimateur T1 de θ obtenu par la méthode des moments.

2. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance T2.

3. Montrer que T1 et T2 sont asymptotiquement normaux. Comparer leur variances asympto-

tiques. Sont-ils asymptotiquement e�caces ?

4. Déterminer un intervalle de con�ance asymptotique de niveau 99% pour θ basé sur T2.

Exercice 3.

Un institut de sondages souhaite estimer le pourcentage p de la population qui va voter pour le

Maire actuel à la prochaine élection avec une précision de 1%. Pour cela, on interroge un échantillon

de n personnes et on note Fn la fréquence empirique des intentions de vote pour le Maire.

1. En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, déterminer le nombre n de personnes qu'il

su�t d'interroger pour avoir un intervalle de con�ance de précision 1% et de niveau 95% :

P(|Fn − p| ≥ 0.01) ≤ 0.05

2. Même question en utilisant le théorème central limite.
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Quantiles de la loi Normale centrée

réduite.

Si Z est une variable aléatoire suivant

la loi normale N (0, 1), la table suivante

donne, pour α �xé, la valeur z1−α/2 telle

que P(|Z| ≥ z1−α/2) = α. Ainsi, z1−α/2

est le quantile d'ordre 1 − α/2 de la loi

normale centrée réduite.

Quantiles de la loi du χ2.

Si X suit la loi du χ2, à ν degrés de li-

berté, la table suivante donne la valeur

k1−α(ν) telle que P(X ≥ k1−α(ν)) = α.

Ainsi, k1−α(ν) est le quantile d'ordre

1 − α de la loi du χ2 à ν degrés de li-

berté.
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