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Chapitre 1

Introduction Générale

I Intro générale

Définition 1.1 (Premiére définition d’un problA “me statistique) On dira qu’on
se trouve devant un probleme statistique si
— on est confronté a des éventualités (en nombre fini ou infini) dont on sait que
certaines sont vrais sans savoir lesquelles,
— on doit choisir une de ces éventualités,
— en s’appuyant sur le résultat d’une expérience aléatoire, éventuellement a

définir.

La derniere partie de la définition par le d’expérience aléatoire. Cette partie la
(qui concerne la majorité du cours) est la statistique inférentielle, mathématique ou
inductive. On va encore restreindre la définition pour définir le champs du cours et
introduire la notion de modele statistique. Pour pouvoir tirer quelque chose du résul-
tat de l'expérience aléatoire, il faut qu’a chaque éventualité, on fasse correspondre
une famille de probabilité a laquelle la proba qui régit 'expérience appartient (si
cette éventualité est vraie).

On note P 'ensemble de toutes les probas possibles.

Définition 1.2 On appelle modéle statistique le triplet (X, A, P) ot :
— X est l’ensemble appelé ensemble fondamental ou espace des résultats,
— A est une tribu de partie de X,
— P est une famille de probabilités sur l’espace mesurable (X, A).

Définition 1.3 On appelle modéle statistique paramétrique un modele statistique
(X, A,P) tel que
dpeN : P={Py; 6 €© CR}

O est appelé 'espace des parameétres. Le modéle est aussi noté (X, A, Pg,©)

Les grands problemes statistiques les plus fréquents sont :

— dans le modele statistique paramétrique, les “éventualités” sont représentées
par le parametre # lui méme. Comment choisir le 67 C’est I'estimation ponc-
tuelle. Probleme d’identifiabilité (si 6, et 65 sont tels que Py, = Py, alors on
ne pourra jamais choisir entre les deux) : il faut que I'application 8 — Py soit
injective.
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FI1GURE 1.1 — Approche d’'un probleme statistique
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— Toujours dans ce modele, I'ensemble des éventualités est 'ensemble des parties
de ©. Estimation ensembliste.
— on a deux éventualités dont une seule est vraie. Probléme de tests!

Pour en revenir au probleme statistique, commentons la Figure 1.1 :
La démarche statistique consiste a traiter et a interpréter les informations recueillies
par le biais de données. Elle comporte quatre grands aspects : le recueil des données,
I’aspect descriptif ou exploratoire, ’aspect inférentiel ou décisionnel et la modélisa-
tion statistique.

IT Le recueil des données.

Cette étape est importante car elle doit permettre d’obtenir des données de
“bonne qualité” en un certain sens. Contrairement a ce qu’indique le vocabulaire,
les informations dont a besoin le statisticien ne sont pourtant pas “données” et la
qualité des résultats obtenus dépendra autant de la maniere dont les données ont
été collectées que de la méthode statistique utilisée ensuite. La théorie des sondages
et celle des plans d’expériences fournissent un cadre théorique pour une collecte
optimale de données.

IIT La statistique exploratoire ou descriptive.

Une fois les données collectées, il convient de synthétiser et de résumer l'in-
formation contenue dans ces données. On utilise pour cela des représentations des
données sous forme de tableaux, de graphiques ou d’indicateurs numériques (tels que
la moyenne, la variance, la corrélation linéaire, ...pour des variables quantitatives).

Cette phase est connue sous le nom de statistique descriptive. On parle de
statistique descriptive univariée lorsque 1’on regarde une seule variable, de statis-
tique descriptive bivariée lorsque l'on regarde simultanément deux variables, et de
statistique descriptive multidimensionnelle lorsque 'on regarde simultanément p va-
riables. Dans ce dernier cas, on parle aussi d’analyse des données.

IV La statistique inférentielle.

Son but est d’étendre (d’inférer) les propriétés constatées sur 1’échantillon (grace
I’analyse exploratoire par exemple) a la population toute entiere, et de valider ou
d’infirmer des hypotheses.

Contrairement a la statistique exploratoire, des hypotheses probabilistes sont ici
nécessaires : elle suppose un modele probabiliste. L’estimation ponctuelle ou par
intervalle de confiance et la théorie des tests d’hypotheses constituent une partie
principale de la statistique inférentielle.
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V La modélisation statistique.

Elle consiste en général a rechercher une relation approximative entre une variable
et plusieurs autres variables, la forme de cette relation est le plus souvent linéaire.
Lorsque la variable a expliquer est quantitative et que les variables explicatives sont
aussi quantitatives, on parle de régression linéaire.

Si les variables explicatives sont qualitatives, on parle alors d’analyse de la va-
riance. Le modele linéaire général englobe une grande partie de tous les cas de figures
possibles.

V1 Un exemple simple en assurance automobile

Un assureur souhaite évaluer s’il est pertinent de tarifer ses contrats d’assurance
auto en fonction de la région d’habitation de I’assuré. 1l dispose de deux échantillons
d’assurés : 1 500 assurés de la région Nord - Pas de Calais et 1 249 assurés de la
région Provence - Alpes - CA “te d’Azur. Sur I'année 2008, les 1 500 assurés de la
région Nord - Pas de Calais considérés ont déclaré 89 sinistres pour un montant
total de remboursement de 57 227€ . Sur 'année 2008, les 1 249 assurés de la région
Nord - Pas de Calais considérés ont déclaré 78 sinistres pour un montant total de
remboursement de 57 954€ .

Au vu des ces données, peut-on conclure qu'une des deux régions est plus risquée
du point de vue de 'assureur et prendre en compte l'origine géographique dans la
tarification 7Réponse a la fin du cours sur les tests paramétriques.

L’objet de ce cours est de présenter les principes de la statistique inférentielle :
échantillonage, estimation, tests. Au dela des outils théoriques indispensables a la
maitrise de I'outil statistique, on s’attachera aussi a le mettre ceuvre sur des exemples
concrets, en utilisant les logiciels R et/ou SAS.

Plusieurs exemples du cours sont utilisent les données que vous pouvez téléchar-
ger a l'adresse :

http://isfaserveur.univ-lyonl.fr/ vmaume/donnees/bab.csv

Ce fichier contient des informations sur le suivi des grossesses de 1236 meres
américaines :

— poidb est le poids du bébé a la naissance (en onces - 1 onces ~ 28 35
grammes),

— grossess est le nombre de jours d’aménorée (en moyenne 9 mois et 2 se-
maines),

— nbgrossesses est le nombre de grossesses de la mere (avant celle qui est le
sujet de I'étude),

— age est I’age de la mere,

— taillem est la taille de la mere (en pouces),

— poidm est le poids de la meére avant la grossesse (en livres),
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— fumeuse indique si la mere fume : 0=jamais, 1= fume maintenat, 2=a fumé
jusqu’a la grossesse, 3=occasionellement mais pas maintenant, 9=non rensei-
gneé,

— ed donne le niveau d’étude.

Pour travailler avec ce fichier, I'enregistre dans un répertoire courant, démarrer

R, charger les données avec la commande : bebes<-read.table(’bab.csv’,h=T)

Quelques références bibliographiques :

G. Saporta Probabilités, Statistique et Analyse des données. Contient 1’essentiel
mais avec peu de preuves mathématiques.

D. Fourdrinier Statistique Inférentielle. Plus théorique.

On commence par un court chapitre sur la statistique descriptive unidimensio-
nelle.
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Chapitre 2

Statistiques descriptives

Le but de la statistique descriptive - unidimensionelle - est de fournir une synthese
des données sous forme de tableaux / graphiques / résumés numériques. Il s’agit de
méthodes exploratoires et descriptives.

I Généralités / définitions de base

On étudie un ensemble d’objets de mA®me nature : la population dont les élé-
ments sont appelés individus, sur lesquels on observe des caractéristiques : les va-
riables.

Exemple : un ensemble de pieces produites par une mA®*me machine sur lesquels
on mesure le poids, le diametre ect ...

Il s’agit d’étudier les caractéristiques de la population concernée (par exemple
la proportion de pieces défectueuses) et non les caractéristiques d’un individu donné.

L’étude de tous les individus d’une population s’appelle un recensement. Une
telle étude n’est généralement pas réalisable en pratique (nombre d’individu de la
population trop important, cotit élevé du recensement, destruction de ’objet que 'on
étudie ect ...). On est ainsi amené a n’observer qu'une (petite) partie de la popu-
lation : un échantillon. Le nombre d’individu d’une population ou d’'un échantillon
s’appelle la taille. Chaque individu est décrit par un ensemble de caractéristiques
appelées variables. Ces variables peuvent Astre quantitatives : caractéristiques nu-
mériques ou qualitatives.

Dans la suite, on considere un échantillon £ de taille n sur lequel on étudie une
variable X, c’est ainsi une application X : & — A, A est un sous-ensemble de
R si X est quantitative. On note ay, ... a, les valeurs prises par X : a; = X(¢;) si ¢;
est le i€ glément de £. Un premier résumé de cette série statistique (ay,...,a,)
consiste & regrouper les individus pour lesquels X prend la mA®me valeur : soient
x1, ..., T les valeurs distinctes prises par X, dans le cas d’une variable quantitative,

r1 < -+ < xp. Les x; s’appellent les modalités de la variable X. Le nombre n;

13
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d’individu de £ pour lesquels X vaut x; s’appelle l'effectif de ;. On a évidemment

k

n = Z n;. Soit f; = ™ la fréquence de x;, il s’agit de la proportion d’individus de
i=1

I’échantillon pour lesquels X vaut z;. On résume alors la série statistique sous la

forme du tableau :

Modalité | Effectif | Fréquence
I n1 fi
Tk Ny Jr

II Résumés numériques pour des variables quan-

titatives
On considere une variable quantitative sur un échantillon de taille n. La variable
prend des valeurs zq, ---, x,. On note n; l'effectif de x;.
moyenne

La valeur moyenne de la variable sur cet échantillon est :

m(z)=m1 =T=—) n;.
n -
=1
Avec R, on obtient la moyenne avec la fonction mean. Faites I’essai avec bebes [, 1]
puis bebes[,2], quel est le probleme? pour y remédier, on utilise la commande

mean(bebes[,2], na.rm=T).

écart type, variance

La variance et I’écart-type mesurent I’écart de la variable a la valeur moyenne :

Var(z) = % S il = mla))? = m(z) = ()]

L’écart-type est la racine de la variance : o(z) = 0, = \/Var(z).

Variance estimée, écart-type estimé
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La variance estimée est I'estimateur sans biais de la variance (voir paragraphe
Echantillonage) :

1
n—1

n

Z ni(z; — m(x))? = Var(x).

n—1

L’écart-type estimé est la racine de la variance estimée.

sn(x) =/ 8%(2).

Sous R, la variance et 1’écart-type estimés sont donnés par les fonctions var et
sd. Lancer la commande apply(bebes,2,var, na.rm=T).

Remarque : un échantillon définit une mesure sur R appelée mesure empirique
de I’échantillon :

1 n
[T - ;nléx

La moyenne de I’échantillon est I’espérance de loi p,, la variance de 1’échantillon
est la variance de la loi p,,.

L’idée sous-jacente a la théorie statistique est que les données de 1’échantillon
sont des réalisations d’un échantillon aléatoire indépendant de loi 1 et que 'on peut
retrouver des informations sur g (qui est a priori inconnue) a partir de la connais-
sance de fi,.

Autres moments

Plus généralement, on définit les moments et les moments centrés d’ordre k£ d’une
variable statistique par :

k k
1 1
my = - E n,(:v,)k mey = - E ni(x; — m(x))k
i—1 i=1

Le coefficient d’asymétrie y1 = "5 et le coefficient d’aplatissement vy =

des caractéristiques de forme de la série statistique.

mca
o

sont

Mode / étendue

Le mode mo est la valeur la plus fréquente de 1’échantillon. Autrement dit,
mo = z; si et seulement si n; = max{n;, j = 1,...,k}. L'étendue w = z — x;
est la différence entre la plus grande et la plus petite valeur prise par les individus
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de léchantillon. C’est un indicateur trés dépendant des valeurs extrA®mes.

Fonction de répartition, médiane, quartiles

La fonction de répartition est la fonction de répartition de la loi empirique :

Fo() = pn(] — 00, 2]).
Cette fonction est constante par morceaux. Si on note f; la fréquence de z;
(fi = %) et F; la fréquence cumulée (F; = fi +---+ f;), on a
F.(x)=F;siz; <z <xip.

Sous R, la fonction ecdf permet de tracer la fonction de répartition empirique
(ecdf pour empirical cumulative distribution function) : plot (ecdf (bebes[,3])).

Fonction de repartition empirique

Fn(x)

nbgrossesses

Pour 0 < a < 1, on appelle a-quantile, le nombre z, tel que F,(z,) > « et
F,.(z) < a pour = < z,.

Les quantiles correspondants a o« = %, a = }1, a = % s’appellent respectivement
médiane ( Me, premier quartile g, et troisiéme quartile g3. Sous R, on dispose de la
fonction quantile.

L’écart inter quartile E = g3 — q; mesure la dispersion de la variable autour de
la médiane.

Remarque 2.1 Dans le cas d’une variable quantitative continue, les données peuvent
A“tre regroupées par classes : [h;, hiv1|, dans ce cas la fonction de répartition est la
fonction de répartition de la mesure
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Z " Jf[hz,hmM

+1

ou A désigne la mesure de Lebesque. Cela revient a considérer que dans chaque

classe, la répartition est uniforme. Le a-quantile est alors le nombre x, tel que
F.(z,) = a.

Si on ne connait que la répartition en classe, pour calculer les moyenne, variance

his1+hi
..., on remplace les x; par les centres des classes ¢; = %J”

III Résumés graphiques

Variables qualitatives

On parle de variables qualitatives lorsque les x; ne sont pas des nombres (caté-
gories socio-professionelles, couleurs des yeux ....), lorsque les x; sont des nombres
mais que le nombre de valeurs différentes est tres faible (moins de 5 ou 6 valeurs dif-
férentes), on peut aussi traiter la variable concernée comme une variable qualitative.

Les fréquences sont définies comme ci-dessus. On peut représenter ces variables
de différentes facons : diagrammes en secteurs, diagrammes en colonnes, diagrammes
en barres. Le principe de ces représentations est que l’aire est proportionelle a 1’ef-
fectif.

La commande R table permet de calculer les effectifs de chaque modalité.
tableb <- table(bebes[,7])

barplot(tableb,main=’Diagramme en colonnes’ ) pour le diagramme en co-
lonnes.

barplot(as.matrix(tableb) ,main="Diagramme en barres’ ) pour le diagramme
en barres.

pie(tableb,main=’Diagramme en secteurs’ ) pour le diagramme en secteurs.
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Diagramma sn colonnes Dusgramma en sectours

f/f_
|
mE_ -

[ 1 2 3

w0

am

Dusgramms en bares

1200
1

any o
1 1

am
1

Variables quantitatives

Pour les variables quantitatives, on représente :

— les fréquences (diagramme en baton ou histogramme si la variable est conti-
nue), hist (bebes[,1] ,nclass=8).

— les fréquences cumulées : courbe représentative de la fonction de répartition
ou polygone des fréquences cumulées si la variable est continue,

— la médiane et les quartiles : boite a moustaches (commande boxplot).

Concentration : courbe de Lorentz et indice de Gini

La courbe de concentration ou courbe de Lorentz et 'indice de Gini sont deux
indicateurs des inégalités de répartition d’une variable quantitative X a valeurs po-
sitives (revenu, chiffre d’affaire, capital patrimonial ...).

Soit F'(x) la proportion d’individus pour lesquels la variable X est inférieure a x
(fréquence cumulée) et G(z) la proportion de la masse totale correspondante. Pour
une série statistique (n;,z;) on a :
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k

ou M = E n;x; désigne la masse totale.
i=1

La courbe de Lorentz est la courbe des points (F(x), G(x). Le fait que les z; soient
ordonnés implique que pour tout z, F'(x) > G(x). Ainsi, la courbe e Lorentz se situe
en-dessous de la premiere bissectrice. Plus elle est proche de la premiere bissectrice,
plus la répartition est égalitaire.

La médiale M est 'inf des z; tel que G(z;) > 3 ou inf des z tel que G(z) = 3
dans le cas continu. Comme F(z) > G(z), on a M > Me.

L’indice de Gini : ~ est le double de la surface comprise entre la courbe et la
premiere bissectrice. On a :

0<~y<1let

y=1- Z fi x (G(z;) + G(i41)).

100

%

---o2 —i199s |

=

s

% du total des actions détenues par tous les ménages

4

0 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100

% de ménages

Courbe de Lorenz de la distribution des revenus disponibles
des ménages frangais en 2004
1 =
09 - ’//
08 < 4
07 >
Droite des revesus Loos égaux — /
05 = /
03 = /
04 /
03 —
d /‘(— Courbe de Lorenz
02
o _ . /
00 01 02 03 0.4 05 0.6 o7 08 09 10




20 CHAPITRE 2. STATISTIQUES DESCRIPTIVES

IV Exercices

Exercice 1

1. Considérons une variable statistique quantitative x prenant les valeurs xy, ..

v

p
x, avec fréquence fi, ..., f,. Pour tout réel a, soit : f(a) = Zfz(% —a)?.
i=1

Montrer que f admet un unique minimum. Pour quelle valeur de a ce minimum
est-il atteint ? Exprimer f(a) en fonction de o*(x) et de m(z) — a.

2. Etant donnée d(-,-) une fonction d’écart sur R? (typiquement d(z,y) = (z—y)>

P

oud(z,y) = |r—yl|), pour un réel a, soit D = Z fid(a,z;). D définit une mesure de
i=1

dispersion des observation autour de a. La fonction d(-,-) étant choisie, on choisit

a tel que D soit minimal.

Que valent a puis D dans le cas ot d(z,y) = (x — y)? ¢ dans le cas ot d(z,y) =
|z —yl.
Exercice 2 Ezxpliciter la fonction de répartition F et les quantiles dans le cas d’une
variable continue répartie en classes.

Exercice 3 La série statistique suivante donne le nombre de bons de commande
enregistrés chaque jour par une entreprise pendant un mois : 30, 26, 26, 32, 31, 29,
27, 27, 28, 30, 31, 27, 29, 30, 28, 26, 26, 32, 31, 30.

1. Regrouper ces données dans un tableau donnant les effectifs, fréquences et fré-
quences cumulées.

2. Représenter graphiquement les fréquences et les fréquences cumulées.
3. Déterminer la médiane et les premier et troisieme quartiles de la série.
4. Calculer la moyenne, la variance et ’écart-type.

5. Représenter la boite a moustache de cette distribution statistique.

Exercice 4 Une maison d’édition confie la frappe de ses manuscrits a une entre-
prise spécialisée. Une fois la saisie effectuée, le manuscrit est renvoyé a l’auteur
pour correction des fautes de frappe. On a extrait 315 parties d’un document, toutes
les parties contiennent le mA®“me nombre de caractéres. Pour chacune de ces parties,
on compte le nombre de fautes de frappe :

nombre de | [70, 80 | [30,85[ | [85,90[ | [90, 95] | [95, 100] | [100, 105[ | [105, 115]

fautes de frappe

Nombre de par- 16 32 63 113 47 25 19
ties
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(on a donc 32 parties dans lesquelles il y a entre 80 et 85 fautes de frappe).

1. Représenter graphiquement les fréquences et les fréquences cumulées en sup-
posant qu’a l'intérieur de chaque classe, la distribution est uniforme.

2. Calculer la moyenne, la variance et [’écart-type.

3. Déterminer la classe médiane. En supposant qu’a ['intérieur de chaque classe,
la distribution est uniforme, déterminer la médiane.

4. MA®*me question pour les premier et troisiéme quartiles.

5. Représenter la boite a moustache de cette distribution.
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Chapitre 3

Echantillonage

I Modele statistique
1 Généralités
Soit X = (Xy,...,X,), un vecteur de n variables aléatoires Xj.

Xi (O B) — (R,Br) X : (0B,P) — (R", Ben,Qx).

@ x est la loi de probabilité image du vecteur aléatoire X.

Généralement, on ne connait pas la loi Qx. On souhaite ici étudier le plus pré-
cisément possible cette loi de probabilité.

Hypothese fondamentale.
On va supposer que la loi de probabilité ()x appartient a une famille de lois de
probabilité Q.

2 Modele d’échantillonage.

On appelle modéle statistique (ou structure statistique) le triplet

(R™, Bgn, Q), c’est a dire la donnée d’une famille de lois de probabilité Q a laquelle
on astreint ()x a appartenir.

Remarque.

La connaissance du phénomene étudié permet d’avoir une idée pour le choix de
la famille de lois de probabilité Q : cette connaissance peut provenir de I’étude de la
série statistique (x1,...,x,), de 'expérience du statisticien, . ..

Une série statistique (x1, ..., z,) est vue comme une réalisation du vecteur aléa-
toire X : (x1,...,2,) = (Xi(w),..., Xp(w)), w € Q.

Le modele d’échantillonage indépendant est un cas particulier du modele statis-
tique général et sera utilisé presque systématiquement dans la suite de ce cours.

23
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Il consiste a supposer que les variables aléatoires X, ..., X,, sont indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.).

On a donc les propriétés suivante :

— les variables aléatoires X; étant identiquement distribuées, elles ont méme loi
Qx,, ne dépend pas de 7. On pose ainsi Vi =1,...,n, Qx, = P.

— Les variables aléatoires X; étant indépendantes, la loi (Qx du vecteur aléatoire
X est la loi produit Q = P®". De maniére un peu abusive, on notera le modele
d’échantillonage indépendant réel de la maniere suivante :

(R, Bg,P)" silaloi P appartient a la famille de mesures de probabilité P.
Le choix de la famille de lois de probabilité se fait ainsi au niveau de P.

Le modele d’échantillonage paramétrique

Il consiste, dans le cadre de I’échantillonnage, a supposer que la famille IP de lois
de probabilité est indicée par un parametre 6. On note alors

P= (P, 6€06cCR?),

avec :

— Py est la loi de probabilité correspondant a la valeur # du parametre.

— O est l'espace paramétrique (dans lequel # peut prendre sa valeur).

— pest la dimension du parametre (pour p = 1, on parle de parametre unidimen-
sionnel, pour p > 1, on parle de parametre multidimensionnel ou vectoriel).

Un modele d’échantillonage paramétrique sera donc noté

(R,BR,(P@, QGGCRP))n.

En dehors de ce cadre, on parle de modele non paramétrique ou semi-paramétrique
si © C R¥ x U ou U est non paramétrique.

Exemple Si on considere un modele ou P peut étre n’importe quelle loi de pro-

babilité absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on est dans un
cadre non paramétrique. On a

PZ{fA/fZO,/fdA=1}-
R

Si P peut étre une loi normale de parametres (i, 0%) C R x R}, on est dans un
cadre paramétrique bi-dimensionel,

O ={(n,0%), peR, >0}
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3 Modele dominé, vraisemblance

Considérons un modele statistique (R™, Bgn, @ € Q). Le modele est dominé par
une mesure o-finie g sur (R, Bra) si pour tout @ € Q, @ est absolument continue
par rapport & u. Dans ce cas, il existe (théoreme de Radon-Nikodyn) une fonction de

densité fq telle que Q = fou (i.e Q(A) = /fQ(IL‘)dM(ZL“) pour tout A € C). La fonc-
A

tion fq est la vraisemblance (Likelihood en anglais) du modele notée Lg(x) = f,(z).
On note ¢g(x) = log Lg(x) la log vraisemblance.

Dans le cas d’un modele discret

Les mesures () sont des mesures discretes, de la forme Q = Y5 po(2)dzy (640}
est la mesure de Dirac en z et ) _ppo(x) = 1), E est 'ensemble (au plus dénom-
brable) des valeurs prises. Si u est la mesure de comptage (u({e}) = 1 pour tout
e € E), le modele est dominé et on a Lg(x) = pg(x) = Q(X = x).

Modéle absolument continu (par rapport a la mesure de Lebesgue). Si les lois
() sont absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de R™ : Agn, la
vraisemblance L¢ est simplement la densité de Q).

Dans le cas d’un modéle d’échantillonage réel, on ale modele (R, Bg, (Py, 6 € © C RP))",
le modele est dominé si et seulement si le modele unidimensionnel est dominé. Dans
ce cas, si (R, Bg, Py) est dominé par la mesure y alors le modele (R, Bg, (P, 6 € © C RP))"
est dominé par u®". La vraisemblance Ly(x1,...,x,) = fo(z1) X -+ X fo(x,) est le
produit des vraisemblances du modele (R, Bg, (Py, 6 € ©)) (propriété des mesures
produit).

Interprétation : le terme de vraisemblance s’interprete en remarquant que plus
Lo(z) est grand, plus la probabilité d’observer x est grande.

II Définition d’une statistique

C’est une notion fondamentale pour la suite. Reprenons le modele statistique réel
(R™, Bgn, Q).

— On appelle statistique toute variable aléatoire définie sur (R", Bgn) & valeurs
dans (R*, Bgx).
L’idée est que les statistiques intervenant dans le modele paramétrique per-
mettront de “préciser” le parametre # € RP. Le plus souvent, on aura k = p.

— On utilisera la notation 7,, pour une statistique. Elle ne dépend pas de la
famille de lois de probabilité Q. En particulier, dans un modele paramétrique,
une statistique 7;, ne dépend pas de 0. C’est la loi de probabilité de T;, qui
dépend de 6.

Exemple.
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Prenons Py = N(u,1). On a ici § = p (avec p = 1). Une statistique permet-
tant de “préciser” le parametre § (moyenne d’une loi normale réduite) peut étre
naturellement la statistique “moyenne empirique” :

T, : (R,Bg, (P, 6 €0 CRP)" — (R¥, Bgr)
(T1,...,2p) — %Z,lei:fn.

Remarque.

On distingue :

— la statistique T, qui est une variable aléatoire sur (R™, B, Q). Dans 'exemple
précédent, c’est 'application moyenne empirique (on est ici au niveau concep-
tuel, mathématique).

— la variable aléatoire T, (X, ..., X,) qui est une variable aléatoire sur (€2, B).
Dans 'exemple précédent, c’est la variable aléatoire X,, (on est ici au niveau
de la statistique inférentielle).

— la valeur observée de cette variable aléatoire : T),(xy,...,z,) € R¥. Dans
I’exemple précédent, c’est le nombre réel z,, moyenne empirique de la série
statistique x1, ..., x, (on est au niveau de la statistique descriptive).

1 Notions d’estimation et de test d’hypotheses

Prenons le modele le plus usuel, a savoir le modele d’échantillonnage indépendant
paramétrique réel

(R, By, (Py, 6 € © C RP))".

Si le parametre 6 est connu, alors la loi de probabilité P, est connue.

Les méthodes standards de la statistique inférentielle (estimation et test d’hypo-
these) ont pour objectif de préciser au maximum le parametre 6 quand ce dernier
est inconnu.

Estimation.
Ce sont des méthodes permettant de fixer une valeur (on parle d’estimation ponc-

tuelle) ou un ensemble de valeurs (on parle d’estimation par intervalle de confiance)
pour le parametre 6.

Test d’hypotheses.

On appelle hypothese statistique 1’énoncé d’une propriété relative a la nature
d’une ou plusieurs distributions. On distingue généralement les tests paramétriques
et les tests non paramétriques. Les premiers permettent par exemple d’étudier si
une valeur fixée (ou bien un ensemble de valeurs) est acceptable ou non pour le
parametre 6, . ..
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Les seconds permettent par exemple de savoir si une famille donnée de lois est ac-
ceptable ou pas (on parle de test d’ajustement), si deux variables sont indépendantes
(on parle de test d’indépendance), ...

IIT Quelques notions de base sur les estimateurs

On considere dans cette section un modele paramétrique réel d’échantillonage
indépendant :

(R, B, (Py,0 € © C RP))" .

1 Définition d’un estimateur

Soit g une fonction définite sur ©, a valeur dans RP.

— On appelle estimateur d’un parametre g(f) toute statistique a valeur dans
(R*, By ), il sera généralement noté T,.

— On appelle estimation la valeur observée de T, sur 1’échantillon, elle sera
notée T, (z1,...,%p).

2 Notion de biais

— On appelle biais de 1'estimateur T,, pour le parametre g(f) la quantité

By(T,) = Eq[T5] — g(0).

C’est une fonction de 6.

— On appelle estimateur sans biais de g(#) un estimateur T, tel que B(T,,) = 0,
sinon on parle d’estimateur biaisé.

— Si Pestimateur T, est biaisé, mais que B(7T,) — 0 quand n — 400, on dit
que T, est asymptotiquement sans biais pour g(0).

3 Convergence d’un estimateur

On dit que T,, est convergent pour g(f) s’il converge en probabilité vers g(6) :

Ve >0, P(|T, —g(0)| <e) — 1 quand n — +o0.

Criteres de convergence d’un estimateur

(1) Si T, est un estimateur sans biais de g(0) et si V(T,,) — 0 quand n — +o0,
alors
T, est un estimateur convergent pour g(f).

(11) Si T, est un estimateur asymptotiquement sans biais de g(0) et si V(T,) —
0 quand n — +o0, alors
T, est un estimateur convergent pour g(f).

Exercice. Démontrer les résultats énoncés ci-dessus.
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4 Comparaisons des estimateurs

On utilise le risque quadratique pour comparer deux estimateurs du méme para-
metre g(f). Pour lestimateur 7T,, de g(#), il est défini par :

R(T,,9(9)) = B[(T, — g(6))?].

Propriété. R(T,,g(0)) = (B(T,))* + V(T,,).

Exercice. Démontrer la propriété précédente.

Commentaires.

— L’idée est de minimiser le risque quadratique R(7T,,, g(#)), c’est a dire mini-
miser le biais (si possible I'annuler) ainsi que la variance de I'estimateur.

— La variance de T}, ne pourra pas descendre en dessous d’une certaine borne
(voir I'inégalité de Cramer-Rao a la section suivante).

— La quantité R(T,,, g(0)) est aussi appelé erreur quadratique moyenne.

— Le risque quadratique est le critere de choix généralement utilisé entre deux
estimateurs.

5 Moyenne aléatoire, variance aléatoire

Soit un modele paramétrique réel d’échantillonage

(R, Bg, (Py, § € © C RP))"

tel que la loi de probabilité Py admette pour espérance pu < oo et pour variance
0<o0?<o0.
Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire associé¢ de ce modele.

n ux estimateurs “natur ur dran varian une vari

On a deux estimateurs “naturels” pour 'espérance et la variance d’une variable
aléatoire. Ils sont inspirés de la moyenne et de la variance d'une série statistique. On
appelle moyenne aléatoire la statistique

1 n
=1
On appelle variance aléatoire la statistique
i=1

on verra ci-dessous que cet estimateur de la variance est biaisé, on lui préférera
la variance estimée :

=1

Proposition 3.1 1. X, est un estimateur sans biais et convergent pour yi.

2. V,, est un estimateur biaisé mais asymptotiquement sans biais de o>.
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n

Z(Xi — X,,)? est un estimateur sans biais de 0.
i=1

1
n—1

3. 82 =

n
4. Vi, et S? sont des estimateurs convergent de o.
On note mes et mey les moments centrés d’ordre 3 et 4 des v.a.iid. X;.

On peut calculer (c’est un peu fastidieix pour les moments moments d’ordre 2
de V,, et S?) I'espérance et la variance de X,,, V,,, S2.

2

Proposition 3.2 — E[Yn] =1 V(Yn) — %
-3
— B[S =0 V(S2) = 4 4
83 = 0% V(s = - 2=,
avec mey = E[(X; — p)?] et o* = (0?)2.

_ 1 _ 1 2 . 1 _

B = v = O, 2
n n

— cov(X,,S%) = %,
n
avec mes = E[(X; — p)3].

_ n —
— cov(X,,V?) = —5Mes.

Si l'on suppose en plus que chaque variable aléatoire réelle X; suit la loi normale
N (i1, 0%), alors on a :

2
- 2y _ 4
V(S;) n(— 10).
2(n—1
— V(Vn) = 704.

— cov(X,,8%) = cov(X,, Vy,) = 0.

IV  Rappels sur les vecteurs gaussiens

Définition 3.1 Un vecteur aléatoire X = (Xq,...,X,) de R™ est un vecteur gaus-
sien centré et réduit si c’est un vecteur aléatoire absolument continu par rapport a
la mesure de Lebesgue de R™, de densité :

V2r

C’est équivalent au fait que les X; sont indépendants de loi N'(0,1). On notera
X ~N(0, I,) ou 1, désigne la matrice identité sur R™.

1 [Ef .
—e 2, avee ||z|]* = fo
i=1

Un vecteur aléatoire X = (Xq,...,X,) de R"™ est un vecteur gaussien s’il eziste
une matrice nxn, A et un vecteur b € R™ tels que X = AXo+b avec Xo ~ N (0, 1I,,).

Si X = AXj + b est un vecteur gaussien avec Xy ~ N (0,1,), on a :
E(X) = b,
— cov(X) = AA"
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Proposition 3.3 Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur gaussien de R™. Les X; sont
indépendants si et seulement si pour tout i # j, cov(X;, X;) = 0.

Proposition 3.4 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) de R™ est un vecteur gaus-
sien si et seulement si toute combinaison linéaire de ses coordonnées £, = Z?:l a; X;
sutt une loi normale ou sa loi est une mesure de Dirac.

Proposition 3.5 Si A est une matrice orthogonale et X = AX,, Xo ~ N(0, I,)
alors X ~ N (0, 11,,).

Définition 3.2 Une variable aléatoire réelle est dite variable aléatoire
gamma, de parametres a et A (a >0, A >0), et
notée G(a, \), si sa loi a la densité v, »
définie par
AT 1
ax(z) = e " It (x
) = 11 e

ou I' est la fonction Gamma définie pour tout a > 0 par

+oo
[(a) = / e "2 ldx
0

La fonction Gamma vérifie : pour tout a > 0, I'(a + 1) = al'(a), en particulier,
pour n € N, I'(n+ 1) =nl.

Les lois Gamma vérifient les propriétés suivantes.

Proposition 3.6 1. 81 X suit une loi G(a,\), E[X] = % et V(X) = oYL

2. Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes de lois

respectives G(a, \) et G(b,\) alors les variables aléatoires S = X +Y et
T = XLJFY sont indépendantes. S suit une loi G(a + b, \). La loi de T est
appellée loi béta sur |0, 1] de paramétres a et b.

Définition 3.3 On dit qu’une variable aléatoire Z suit une loi du x* & n degrés de
liberté notée x*(n), si

Z =Y X}
i=1
ou les X; sont des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1).

Proposition 3.7 Une loi du x* a n degrés de liberté est une loi G(%, %)

Définition 3.4 Une variable aléatoire T' suit une loi de Student a n degrés de liberté
8% :

T —

Tl
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ou X et Z sont des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1) et x*(n)
respectivement.

Une variable aléatoire Z suit une loi de Fisher-Snedecor a (n1, ny) degré de liberté
notée F(ny,ng) si
Z1

e
Z_é

n2

ou Zy et Zy sont des variables aléatoires indépendantes de loi i x*(ny) et x*(ns)
respectivement.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Cochran) Soit X ~ N (0, 1I,,), A une matrice or-
thogonale et Y = AX. Pour k=1,...,n, soit

n k
Bt
i=1 i=1
Alors Zy, est indépendant de (Y1, ...,Ys) et suit une loi du x*(n — k).

Preuve:
Comme A est une matrice orthogonale, Y est un vecteur gaussien centré et réduit
et on a || X|* = ||V, autrement dit,

IEEONG
=1 =1

ainsi,

Zy = in

i=k+1

d’ou le résultat annoncé.

1 Vecteurs gaussiens et lois du 2.

Le résultat suivant relie les vecteurs gaussiens aux lois du x?2, ce genre de résultat
est essentiel en statistique, notamment dans des problemes de décomposition de la
variance.

Théoréme 3.2 Soit X un vecteur gaussien non dégénéré de R, X ~ Ny(u,X),
alors

D* = (X — p)27HX — p)

suit une loi du x* a d degrés de liberté.
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Preuve:
D? =< (X — pu), 271 (X — p) >. X est un vecteur gaussien donc il existe Xy ~»
Ny (0, ) et une matrice A tels que ¥ = AA" et X = AXy+ p. On a alors

D* = [|[ATHX = w)]I* = [ Xo|”

Autrement dit, D? apparaA@t comme la somme de d carrés de loi normales
centrées et réduites et indépendantes, et donc D? ~~ x?*(d).
O

V Application a ’estimation dans un cadre nor-
mal

Le théoreme de Cochran permet de montrer les propriétés fondamentales des
estimateurs de la moyenne et de la variance dans le cas gaussien. On suppose que
chaque variable aléatoire réelle X; suit la loi normale N (, o), alors on a :

Théoréme 3.3
Xn~N (p, —)
n

n—1)52
( 02) n NX2(TL—1).

Les statistiques X,, et S? sont indépendantes.

Preuve:
Il est clair que X,, ~ N <u, %) (propriété élémentaire d’additivité des lois nor-

males). Les deux autres propriétés sont une applications directe du théoreme de
Cochran.

On a
Z(Xz - yn)2 = Z(Xz - :U’>2 - n<7n - M)Qv
i=1 i=1
ainsi,
_ 2
(n—1)82 nV, Z (X,- —u)2 (Xn —u)
2 -2 N - :
o o — o NG
yn — K X;—p 1 n
OnaZ1: S NN(O,l),K: P NN(O,l) et le\/—ﬁzizlm.
vn
Les Y; sont indépendantes, ainsi Y = (Y3,...,Y,) ~ N(0,1,). Le vecteur u; =
(\/Lﬁ,...,\%)t de R™ est de norme 1. On le compléte en une base orthonormée
(u,...,u,) de R™. On note A la matrice de passage de (u1,...,u,) a la base cano-

nique de R™. On peut ainsi appliquer le théoreme de Cochran.
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Chapitre 4

Estimation

— On reste dans le cadre d'un modele paramétrique réel d’échantillonage, on
suppose que ce modele est dominé par une mesure y, on considere le cas d'un
parametre unidimentionel (© C R)..

(R, Bg, (P, 0 € ©® CR))".

— Soit f(x,0) la densité de la loi des X; (ou la loi de probabilité discrete dans
le cas discret).

— Soit L la vraisemblance. On a :
L(zy,...,2,,0) =], f(z;,0) car on est dans le cadre d’un modele d’échan-
tillonage.

— Soit X C R le support de f(z,0) ou

X={reR| f(z,0) > 0.

Notons que X peut dépendre ou non de 6.
Le support de L est alors X".

I Hypotheéses fondamentales sur la densité f(z,0)

On est amené a faire un certain nombre d’hypothéses de régularité sur f pour
pouvoir établir certaines propriétés.

(H1) X est indépendant de 6.

(H2) © est un ouvert.

Le fait d’avoir aussi f(z,0) > 0,V(x,0) € X x ©, va permettre de ne pas
avoir de problemes de différentiabilité aux frontieres.

(H3) 2 f(x,0) et 2, f(x,0) sont définies ¥(z,0) € X x ©.

(H4) On suppose que les dérivés et dérivés secondes de f par rapport a 6 sont
dominées par des fonctions p-intégrables sur tout compact inclu dans © : pour
tout compact K C O, il existe deux fonctions positive p-intégrables ¢(x) et
W (x) telles que pour tout 6 € K et presque tout z € X,

S0 < o0 et | T2 10.0)| < vl

35
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Remarque.
L’hypothese (H,) permettra de dériver f(z,6) au moins deux fois par rapport a
6 sous le signe [.

II Information

1 Information de Fisher

Définition 4.1 On appelle fonction score ou score la fonction S définie par :

S Ax0 — R
(z,0) — S(z,0) = ZIn(f(z,0))

Remarques.

— Le score n’est défini que si (H1), (H2) et (H3) sont vraies.

— Le score intervient tres souvent en estimation.

— On peut définir de méme le score a partir de la vraisemblance. On le notera

alors :
0 .y n
Sp(z,0) = BT In(L(x,0)) avecici x € R".
Dans le modele d’échantillonage, on a : S,(x,0) = >, S(x;,0).
Propriétés.

Supposons (H4) vraie, on a alors :

E[S(X,0)] =0 et IE[S,(X,0)] =0.

Preuve:
C’est une conséquence du fait que f(z,0) est une fonction de densité. Ainsi,

[ o) =1.

on dérive par rapport a 6 :

0= [ St 00dn = [ Son(F.0) - f(o.0)du = EIS(X.0)

Information au sens de Fisher

Définition 4.2 On appelle information de Fisher la fonction I définie par :

I : & — Rt
0 s I(6) =TE[(S(X,0))]

Remarques.
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— L’information de Fisher I n’est définie que si les hypotheses (H1), (H2) et
(H3) sont vérifiées.

— L’information de Fisher I ne dépend que de 6 et du modele choisi. C’est une
information contenue dans le modele sur le parametre 6.

— On peut aussi poser (en terme de vraisemblance) :

L,(0) = E [(S.(X,0))?] .

2 Propriétés.

Si (H4) est vraie, alors

0? 0?
0) = V(S(X.0) = ~B | Lm0 et L0) = V(S,(.0) = |z x.0)]
Dans le modele d’échantillonage, on a donc :
I,(0) = nI(6).
Preuve:
On reprend la preuve précédente :
0
0= /—ln(f(x,H)) - f(z,0)dp,
00
on dérive a nouveau par rapport a 6 :
0—/8—21(f( ,0)) - 0d+/ af( 0)d
) oz VY (z.0)dn+ | 5 gt WY
0? ?
= %ln(f(x 0)) - /(—ln ) - f(z,0)dp.
Ce qui donne le résultat pour I(6).
O

III Inégalité de Cramer-Rao

1 Hypotheses supplémentaires

On a ici besoin d'une hypothese supplémentaire :

(H5) 0 < I,,(0) < +00 ou 0 < I(f) < 4o0.

Soit T,, un estimateur. Posons [Ey[T,] = ¢(#). Le résultat fondamental suivant
donne une borne sur la variance de T;,.
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Théoréme 4.1 (Inégalité de Cramer-Rao.) Siles hypotheses (H1), (H2), (H3),
(H4) et (H5) sont vérifiées, si de plus la fonction g est dérivable, alors on a :

Preuve:
L’ingrédient essentiel de la preuve de 'inégalité de Cramer-Rao est I'inégalité de

Cauchy-Schwartz. Comme le score est une variable centrée,

0 0
cov <T,%IHL) = [E <T- %IHL>

0 on

0
= —TLdu®"
/ pg” Lk
_ 8 ;M __ a 0

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

o (2. 22| < virw (4 m).

ce qui termine la preuve.

Commentaires.

— La partie de droite est appelée borne inférieure de l'inégalité de Cramer-Rao.
Nous la noterons Kr,, ().

— L’estimateur 7,, intervient au numérateur.

Au dénominateur, seul le modele intervient.
— Dans le cas particulier des estimateurs sans biais (soit IE(7},) =€), on a :

V(T,) > 1,71(6).

Définition 4.3 — On dit que Uestimateur T,, est efficace s’il vérifie V(T,) =
Kr,(0).
Notons que cette notion dépend de [’estimateur et du modele.
Kr, (0)

— Si T, nest pas efficace mais que — 1 quand n — 400, on dit que

V(T,)
lestimateur T, est asymptotiquement efficace.



III. INEGALITE DE CRAMER-RAO 39

2 Relation entre estimateurs efficaces

Propriétés.
(P1) Si T, est un estimateur efficace de 6, alors kT,, + b est aussi un estimateur
efficace de 0, Vk € R*, Vb € R.

(P2) Soient Tj, et Ty, deux estimateurs sans biais du parametre 6. S’ils sont

tous les deux efficaces, alors T1,, = T5,, presque surement.

Remarques.

— Si T, est un estimateur efficace de 6, il apparait alors intéressant de chercher

dans les estimateurs de la forme k7;, celui qui minimise (ou annule) le biais.
Par contre, on prend toujours b = 0 : en effet, la constante b ne dépend pas
de X (donc de I'expérience), ni de 6 (sinon cela ne serait plus un estimateur).

— Pour l'instant, on ne peut rien dire de deux estimateurs efficaces d’'un méme

parametre qui n’auraient pas le méme biais.

Exercice. Démontrer la propriété (P1).

Preuve de la propriété (P2): Considérons deux estimateurs 77 et T sans biais et
efficaces d’un parametre 6. Soit T3 = %, ¢’est aussi un estimateur sans biais de 6.
De plus, V(T3) = 1[V(T1) +V(T2) +2po103 ol p le coefficient de corrélation linéaire,
o; est écart-type de T;. Ty et Ty ont la méme variance V, ainsi V(T3) = £(1 + p).
On ne peut pas avoir p < 1 (sinon V(T3) < V), donc p = 1, ce qui implique
(Ty — E(Ty)) = a(Ty — IE(T)) presque partout, pour un o € Rf. Comme V(T}) =
V(Ty), il vient a = 1 puis comme IE(7T}) = [E(13), Ty = T, presque strement.

O

La recherche d’estimateurs sans biais de variance minimale est intimement liée a
I'existence de statistiques exhaustives.

3 Dégradation de 'information

Si h(t,0) est la vraissemblance de T', on note I7(#) U'information relative a 7" :

Olnh(t, )
a0

o N s , . 2 . oy s
I7(0) vérifie les mémes propriétés (centrée, relation avec a%h, inégalité de Cramer-

Rao) que 1(6).

I7(0) = IE(S(T,0)%) ou S(T,0) =

Proposition 4.1 Soit T' une statistique, on a Ir(0) < I,,(8) avec égalité si et seule-
ment st la statistique T est exhaustive pour le parameétre 6.

Preuve:
La preuve repose sur le fait que :
L(zy,...,2,,0) = h(t,0) - k(xy, ..., x,,0|t),

ou h(t, ) est la vraissemblance de T" et k(xy,...,z,,0|t) la vraisemblance condi-
tionelle de (X1, ..., X,) sachant T
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O

On voit dans le résultat ci-dessus que I'information est préservée si la loi condi-
tionelle de (X7, ..., X,) sachant T ne dépend pas de 0.

IV Notion d’exhaustivité

Dans un probleme statistique ou figure un parametre 6 inconnu, un échantillon
apporte une certaine information sur ce parametre. Lorsque 1’on résume cet échan-
tillon avec une statistique, il s’agit de ne pas perdre d’information. Une statistique
qui conserve 'information est une statistique exhaustive. Autrement dit, si la loi
conditionnelle de (X3,...,X,) a T ne dépend plus de 0, cela signifie que toute I'in-
formation sur 6 est contenue dans 7.

Formellement, on est dans le cadre d’'un modele paramétrique réel d’échantillo-
nage

(R, Bg. (Py, 0 € © C RP))".

Définition 4.4 (Principe de factorisation) La statistique T, est ici une variable
aléatoire définie sur (X, By, (Py, 8 € © C R))" a valeurs dans (O, Be).

On considere :

— la vraisemblance (fonction de densité ou probabilité) de T,, que l’on va noter

h(t, ),

— la densité conjointe de l’échantillon (Xq,...,X,) notée L(xq,...,x,,0),

On dira que la statistique T,, est exhaustive pour 6 s’il exviste une fonction k sur
X" telle que

L(zy,...,2,,0) = h(t,0)k(xy,...,z,).

Remarque. k détermine (c’est la densité ou la probabilité conditionnelle) la loi
conditionelle de (X3, ..., X,,) sachant T. La définition d’exhaustivité exprime que la
loi conditionnelle est indépendante de 6.

Exemple. On considere un modele d’échantillonage avec n > 1 et pour lequel Py
est une loi de Poisson de parametre #. On a donc les X; i.i.d. avecVi =1,...,n, X; ~
Poisson(#). On pose

T,=) X; et T,=X.
i=1
Montrer que la statistique 7}, est exhaustive pour le parametre A, alors que la
statistique 7] ne l’est pas.

Théoréme 4.2 (de factorisation (Admis)) Pour qu’une statistique T soit ex-
haustive, il suffit que la vraissemblance s’écrive :

L(zy,...,2,,0) = &(t, 0)p(x1, ..., x,).



V. EXHAUSTIVITE ET ESTIMATEURS EFFICACES ; LA FAMILLE EXPONENTIELLFEA1

V Exhaustivité et estimateurs efficaces ; la famille
exponentielle

1 Le modele exponentiel

Définition 4.5 On appelle famille exponentielle a parametre unidimensionnel
toute loi de probabilité (discréte ou continue) dont la vraissemblance peut se mettre
sous la forme :

F(.0) :{ SXp[a(9)ﬁ(x)+7(9)+5(x)] Z i;i ,

avec, a et vy des fonctions deux fois différentiables.

Les lois Binomiales, de Poisson, normales font partie de la famille exponentielle.

Remarques.

— Dans la définition de la famille exponentielle, la définition des fonctions af.),
B(.), v(.) et §(.) n’est pas unique. En particulier, on peut poser
o (L) =2a(), B'()=aB(), ¥()=~()—bet &(.) =8(.) + b pour a € R* et
b € R, et on obtiendra la méme densité.

Proposition 4.2 Dans la famille exponentielle, toute statistique de la forme T, =
kY r B(X;) est exhaustive pour 6.

Cette proposition résulte du théoreme de factorisation.

Théoréme 4.3 (Théoréme de Darmois) Lorsque X est indépendant de 0, le mo-
dele admet une statistique exhaustive ssi le modele est exponentiel.

Idée de la preuve:
Pour un modele exponentiel, la statistique T'(Xy, ..., X,) = > ., B(X;) est ex-
haustive pour 6.

Réciproquement, supposons que T' = ¢(X7, ..., X,,) soit une statistique exhaus-

tive. On a :

n

L(z,6) = h(t,0)(x) = [ F(z:.0).

i=1
on a
9%In f(x;,0)  9*Inh(t,0) 0*Inh(t,0) 0 (A1)
Soit k(&,0) = 81%25,0), soit x = (x1,...,2,) € R", (4.1) donne

Oik(z1,0) _ 0:6()
81k(:cj,0) @(b(x)’
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0; désigne la dérivée partielle par rapport a la jéme coordonnée.

Le second membre est indépendant de €, on a donc pour £ € R

Onk(&,0) = u(§)v(0),

en intégrant par rapport a £ puis a #, on obtient que f(,0) est de la forme :

In f(&,0) = B(&)a(0) +7(0) + 6(S).-

Remarque.

Lorsque X dépend de 6, le théoreme de Darmois ne s’applique pas. Il peut néan-
moins exister des satistiques exhaustives. Par exemple, montrer que 7' = max X; est
un statistique exhaustive pour ¢ dans le modele U(]0, 6]).

2 Théoreme sur ’efficacité

Dans le cas ou X ne dépend pas de 6, les seuls modeles qui admettent des
estimateurs efficaces sont les modeles exponentiels. C’est 'objet du théoreme suivant.

Théoreme 4.4 St X ne dépend pas de 6 et que le modéle admette un estimateur
efficace alors le modeéle est exponentiel car l'estimateur est nécessairement exhaustif.

Dans un modele exponentiel, alors a une transformation linéaire pres, il existe
un unique estimateur efficace qui vérifie :

1 n
T= E;B(X@-),

g(0) = Ey(T), et Vo(T) = L9

Preuve:
Montrons qu’un estimateur efficace est nécessairement exhaustif. On a :

h/(9)2 h/(9)2
=) RACK

on en déduit que I7(0) = I,,(0) est donc que T est exhaustive.

et V(T)

Déterminons maintenant quelles sont les expressions possibles pour 7'. L’inégalité
de Cramer-Rao découle d’une inégalité de Cauchy-Schwartz sur la covariance de T’
et % In L, il y a donc égalité ssi les deux v.a. sont liées par une relation affine du
type :
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0
o 1L = MO)(T — h(6)).

Dans le cas d’'un modele exponetiel, on a :

0.+ o IN ny'(0)
%IHL = a/(0) [;B(xz) + (0) ]

ce qui conduit au résultat (apres calculs).

Exemple.
Soit le modele paramétrique réel d’échantillonage suivant

(R, Bg, (N (p1,0°), p€© =R))".

Soit lestimateur T, = X,,.
— On a vu que, dans ce cadre-la, I,(p) = %.
— La statistique X, a pour distribution N'(u, 02 /n).

Le modele associé a T est :
(R, Bg, (N (i, 0%/n), v € R)), Vinformation est Iy (1) = % (information de
dimension 1 d’'un modele normal).
On a I,,(n) = Ix, (1) = 2%, donc la statistique X, est exhaustive dans le cadre
du modele considéré.

Exercice. Soit le modele paramétrique réel d’échantillonage suivant

(R, Bg, (N (p,0°), 0> € © =R%))".

Soit Pestimateur T, = S2. Calculer Ig2(0?) et en déduire que S? n’est pas une

statistique exhaustive pour 2.

VI Quelques méthodes usuelles d’estimation

On va présenter brievement ici des méthodes permettant de calculer de maniere
systématique un estimateur pour le parametre # d’'un modele statistique.

1 Meéthode empirique

Si le parametre @ considéré représente une quantité particuliere pour le modele
(par exemple, Iespérance ou la variance), on peut naturellement choisir comme es-
timateur la quantité empirique correspondante pour ’échantillon X, ..., X,,.

Exemple. Lorsque 6 = IE[X], on peut choisir X,, comme estimateur de 6.
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Lorsque 6 = V(X), on peut choisir V> comme estimateur de 6 ; on peut ensuite
modifier 'estimateur pour améliorer ses qualités (V,? asymptotiquement sans biais
—+ 52 sans biais).

Remarque. Cette méthode tres naturelle est relativement limitée.

2 Méthode des moindres carrés

Elle est utilisable lorsque 'espérance de la loi est une fonction inversible du
parametre 6, c’est a dire IE[X] = h(f) ou h(.) est bijective.

Définition 4.6 On appelle estimateur des moindres carrés de 0 la statistique

n

0, = argmin > (X; — h(0))%

i—1
Proposition 4.3 0, = h™! (X5).

Preuve:
En effet, > (X; — h(@))2_est un polynome de degré 2 est h(f) qui admet un

unique minimum pour h(6) = X,,.
[

Exemple. Lorsque § = IE[X], on a alors h = Id = h™'. On en déduit que

I'estimateur des moindres carrés 9n est : én =X,.
Remarques.
— Cette méthode s’adapte au cas d’'un parametre # multidimensionnel.
— Cette méthode est essentiellement utilisée dans le cadre du modele linéaire.

3 Meéthode des moments

Rappels.
— Soit X une variable aléatoire réelle.

On appelle moment (théorique) d’ordre r : M, = IE[X"].

On appelle moment (théorique) centré d’ordre r : M, = IE[(X — IE[X])"].
— Soit (x1,...,x,) les valeurs observées d'un échantillon de taille n.

On appelle moment empirique d’ordre r : m, = %Zle(xl)’"

S 5 77 = | n 7 \T
On appelle moment empirique centré d’ordre v : m, = - > 1" (v; — Tn)".
Principe. Supposons le parametre 6 de dimension p. La méthode consiste a poser
un systeme d’équations en égalant moments théoriques (centrés ou non) et moments
empiriques :
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M1(9) = My

M,(0) : myp

Chaque M;(0) dépend de 6, alors que les m; n’en dépendent pas. On a donc un
systeme a p équations et p inconnues pour obtenir les estimateurs des p composantes
de 6.

Plus généralement, cette méthode s’applique si ’on souhaite estimer un para-
metre  qui s’exprime en fonction des moments. Exemple : parametre de la loi
Gamma, Béta (voir TD).

Exemple.
Soit une variable aléatoire réelle admettant une espérance p et une variance o?.
Posons 0 = (i, 0?). Par les méthodes des moments, on obtient le systeme :

M1(9) = my . n = Tn
S o

(
d'olt fin = X, et 62 = V2.

4 Méthode du maximum de vraisemblance : principe

Définition 4.7 On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV) du
parameétre 0 la statistique 0,, rendant maximale, selon 0, la fonction de vraisemblance
du modéle L(X7, ..., X,,0), soit :

0, = arg max L(X,0).

Commentaires.

— L’idée de chercher la valeur de 6 qui rend maximale la vraisemblance est
naturelle : en effet, cette valeur particuliere de 6 permet de maximiser la
probabilité d’obtenir les observations réalisées.

— La technique du maximum de vraisemblance est utilisable quel que soit le
modele utilisé. Notons que si le modele a de bonnes propriétés de régularité,
la détermination de 'EMV 6, sera simplifiée.

Propriété.

Si le modele vérifie les propriétés (H1), (H2) et (H3),

alors pour que én soit un EMV de 0 il est nécessaire que

InL(X,0 A
o OIn L(X, 0) 8(6 .0) = 0 soit S, (X, 0,) =0 (équation de vraisemblance),
0=0n
0?In L(X
o TWMLXO)
002 9—0,
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Exemple. Soit le vecteur (Xi,...,X,) dont les composantes X; sont i.i.d. de loi
N (p, 0?). Posons 6 = p1 et cherchons PTEMV de 6. On a :
OlnL OlnL 1 ¢
o« T =2 = — > (Xi— fin) = 0 (équation de vraisem-
90 |o_p o |mp, © —
blance)
d’ott i, = X,.
O*InL 9*InL 9
96° 0=0, Op® p=in "o
Donc 'EMV de p est ici fi,.
Remarque.

L’EMYV ne peut s’obtenir que si la vraisemblance L est explicite, donc si le modele
est bien explicité (loi normale, loi de Poisson, ...). La méthode des moindres carrés
et celle des moments ne nécessitent pas cette spécification.

Propriété (lien avec l'exhaustivité).
S’il existe une statistique exhaustive 7T, pour 6, alors 'EMYV de 6 ne dépend que
de T,,.

VII Exercices

Exercice 1. On considére la loi normale N (u, o%).
a) On suppose 02 connue et I'on considere le modele paramétrique réel d’échan-
tillonnage suivant

(R, Bg, (N (p1,0°), p€© =R))".

L’estimateur X, est-il un estimateur efficace de p?
b) Sans supposer p connue, on pose § = o2 et I'on considere le modele paramé-
trique réel d’échantillonnage suivant

(R, Be, (N (p,0%), 0> € © =R}))".

L’estimateur S? est-il un estimateur efficace de o2 ?

Exercice 2.

a) Montrer que la loi de Poisson appartient a la famille exponentielle.

b) Montrer que la loi de Cauchy n’appartient pas a la famille exponentielle.

Exercice 3. Déterminer 'EMV du parametre A d’'une loi de Poisson. En étudier
les propriétés (biais, convergence, efficacité, exhaustivité).

Exercice 4. Ecrire la vraisemblance d’une loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1.

Déterminer 'EMV de p. Etudier ses propriétés (biais, convergence, efficacité,
exhaustivité).

Exercice 5.

a) Déterminer 'EMYV 6,, du parametre 6 de la loi uniforme sur [0, 0] avec € R

b) Déterminer la densité de probabilité de 6,.

~ ~

c¢) Calculer [E[6,] et V(6,).
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Etudier les propriétés de én (biais, convergence, efficacité).

Proposer un estimateur 7, de # sans biais et convergent.

Choisir entre 6, et T}, au moyen du risque quadratique.

Montrer que l'estimateur de € obtenu par la méthode des moindres carrés est
identique a 'estimateur des moments. On notera U,, cet estimateur.

h) Etudier les propriétés de U, (biais et convergence) et le comparer a T,.

) Commenter.

e =n @
SN N N N

VIII Généralisation au cas d’un parametre mul-
tidimensionnel

On considere dans ce chapitre un modele paramétrique réel d’échantillonnage :

(R, Bg, (Pp, # € © CRP))", avecp > 2.

1 Généralisation des définitions sur les estimateurs
a. Estimateurs

Un estimateur est une statistique 7, définie sur (R, Bg, (Py, 6 € © C R?))" a va-
leurs dans (0, Bg). C’est donc un vecteur aléatoire de dimension p : 1), = (Ty,.1, - .-, Tnyp)-

Estimateur sans biais.

— Biais de T, : B(T,)) =IE(T,,) — 0 € Rr.

— On dit que T, est sans biais pour 0 si B(T,) = 0y,

sinon T;, est biaisé.

— On dit que T), est asymptotiquement sans biais pour 6 si B(1,,) — 0, pour
n — +00,
autrement dit si Vj = 1,...,p, E[T, ;] — 6; pour n — +ooc.

b. Estimateur convergent.

— T, est convergent pour 0 si et seulement si T}, — 0, 0 pour n — 400,

cestadire:Vj=1,...,p, Tj —proba 0j-
— Conditions nécessaires et suffisantes de convergence :

|7, — 0| —>proba 0 pour n — 400 <= T, est convergent pour ¢

ou ||.|| désigne toute norme de RP.

c. Risque quadratique.

— Tlest défini par :  R(T,,0) = B[(T, — 0)/(T, — 0)] = Y B [(T; — 6;)°] .
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— Propriété :
P
R(T,0) = B(T,)B(T) + Y V(T,;).
j=1
On peut réécrire ceci sous la forme :
p ) p
R(T,0) = Y (E[T,,] - 0,)" + Y V(T;).
i=1 j=1

2 (Généralisation de I’inégalité de Cramer-Rao

On continue a noter

— f(xz,0) la vraisemblance du modele de dimension 1, ici z € R et 6§ € RP;
— L(x,0) la vraisemblance du modele de dimension n, ici € R" et 6 € R?;
— X le support de f et X" celui de L.

a. Généralisation des hypotheses de régularité

Les hypotheses (H1) et (H2) ne sont pas modifiées mais seront ici notée (H1’)
et (H2').
(H1') X est indépendant de 6.
(H2') © est un ouvert.
On a f(z,0) > 0,¥(z,0) € X x ©.

(H3) Vj=1,...,p, a—ef(a:, 0) est définie ¥(x,0) € X x ©.
J
2

V(j, k) e{1,...,p}, %agkf(x,ﬁ) est définie V(z,0) € X x ©.
j

(H4') V(j,k) € {1,...,p}
0 0?

vérifient la propriété de domination sur tout compact de © (par des fonctions
de = p-intégrables).

f(,0)

b. Fonction de score (ou score)

On suppose les hypotheses (H1'), (H2') et (H3') vérifiées.
Définition. La fonction score est définie par :

S: AxO — RP
a9, n(f (. 0))
(x,0) +—— S(x,0)=grady, In(f(z,0) = :
%ln(f(x,@))

Remarques et propriétés.
— On peut aussi définir le score du modele de dimension n : S,,(z, 0) = grad, In(L(z,0)).
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— Dans un modele d’échantillonnage, on a :
Sn(x7 9) = Z?:l S<x17 8)
— Sous (H4'), on peut montrer que : IE[S(X,0)] =0, = IE[S,(z, 0)].

c. Matrice d’information de Fisher

Définition. La matrice d’information de Fisher est une matrice carrée p x p définie
par :

1(0) = E[S(X,0)(5(X,0))T],
I'élément (j, k) de la matrice 1(#) est donnée par
E 2 In(f(2,0))3% n(f(x,0)) .
Remarques et propriétés.

— On peut aussi définir la matrice d’information de Fisher par rapport du mo-
dele de dimension n :

I, (z,0) = E[S,(X,0)(S.(X,0))].

— Sous (H4'), la matrice d’information de Fisher () est la matrice de cova-
riance de S(X,0). Ainsi, la matrice I(f) est symétrique et semi-définie posi-

tive. Sous (H4'), I'élément (j, k) de la matrice I(6) est donnée par —IE [8058-—;61@ In(f(z,0))].

— Dans un modele d’échantillonnage, on a :

I,(x,0) =nl(0).

d. Généralisation de I'inégalité de Cramer-Rao

— Soit T, un estimateur de 6. On pose IE[T,,] = g(6).
La fonction g définie sur © est a valeurs dans RP, sa jeme coordonnée est
9;(0) = E[T,,;].
— Soit D,(#) la matrice jacobienne de g.
Cette matrice Dy(0) est carrée d’ordre p, son terme général (j, k) est 8%%(0).
— Notons Vr, () la matrice de variances-covariances de 7,.
Cette matrice Vr, (0) est carrée d’ordre p et de terme général cov(T,, ;, T, x)-
Considérons ’hypothese supplémentaire suivante :
(H5') I,,(0) est une matrice définie positive.
Inégalité de Cramer-Rao. Sous les hypotheses (H1') a (H5'), la matrice

Vr,(8) — Dy(0) [1.(0)] " (Dy(6))'

est semi-définie positive.

Définitions.

— La matrice D,(6) [1,(0)] " (D,(8)) s’appelle la borne inférieure de I'inégalité
de Cramer-Rao.

— On dit que T}, est efficace pour 6 s'il vérifie Vi, (8) = Dy(0) [1,(8)] " (D,4(8))".

— La notion d’efficacité asymptotique sera définie ultérieurement.
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— Dans le cas d’un estimateur sans biais, on a D,(#) = I,,. L’inégalité de Cramer-
Rao est alors : la matrice Vi, (6) — [1,(0)] " est semi-définie positive.

e. Forme générale de la famille exponentielle

Définition. On dit qu’une loi de probabilité appartient a la famille exponentielle
(a parametre multidimensionnel) si sa vraisemblance peut s’écrire sous la forme :

fag) = | P |2 iO8@ +10) + )| sizex,

0 sinon,

avec X indépendant de 6. Les applications a; et v vont de R? dans R.
Les applications §; et § vont de R dans R.

Vocabulaire.

— Sia;(0) =46;, Vj=1,...,p, alors on dit que l'on a la forme naturelle de la
famille exponentielle.

— SiBj(x) =, Vj=1,...,p, alors on dit que l'on a la forme canonique de la

famille exponentielle.

Exercice. On considere la loi normale A/ (p, 0?) et on prend comme parametre le
vecteur 6 = (u,0?). Montrer que la loi normale appartient bien & la famille expo-
nentielle (préciser les diverses fonctions a;, 5;, v et 9).

Catalogue (non exhaustif).

— Les lois suivantes appartiennent a la famille exponentielle :

e lois discretes : loi binomiale (donc loi de Bernoulli), binomiale négative, loi
de Poisson, loi multinomiale.

e lois continues : loi normale, loi log-normale, loi Gamma (donc loi du y? et
loi exponentielle), loi Béta.

— Les lois suivantes n’appartiennent pas a la famille exponentielle :

loi de Cauchy, loi uniforme sur [0, 0], loi uniforme sur [6;, 65].

Hypotheses de régularité et famille exponentielle.

Les hypotheses de régularité posées jusqu’a présent (H1) a (H5) dans le cas d'un
parametre § unidimensionnel et (H1’) & (H5’) pour un parametre multidimensionnel
sont en général vérifiées pour la famille exponentielle.

3 Généralisation de la méthode du maximum de vraisem-
blance

Définition. L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de 6 est définie
par :

0, = argrgleaé(L(Xl, ooy X, 0).
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Caractérisation de 'EMV 6,. Si les hypotheses (H1'), (H2') et (H3') sont vé-

rifiées, alors pour déterminer én,
i) on résoud S,(X,0,) = 0 (équations de vraisemblance),
i1)) on vérifie que la matrice hessienne de In L (matrice carrée d’ordre p de terme
général %;Hk In(L(z,6)) calculée en 6, est définie négative,

i1i) on vérifie que le maximum local est un maximum.
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Chapitre 5

Comportement asymptotique des
estimateurs

I Propriétés asymptotiques de 'EMV

1 En dimension 1

On donne ci-apres, sous forme de théoremes, deux propriétés asymptotiques de
'EMV 6,. Deux hypotheses supplémentaires sont nécessaires :
(HG) 9#8/ - P@%Pgl.
On di2t que le modeéle est identifiable.

0
(H7) — In f(z,0) est continue en 6, uniformément en .

062

Théoréeme 5.1 Si les hypotheses (H1), (H2), (H3), (H4) et (H6)sont vérifiées,
alors il existe une suite 0,, d’estimateurs du maximum de vraissemblance qui converge
presque surement vers 6.

Théoreme 5.2 Sous les hypotheses (H1) a (HT), on a :

vn <én — 9) —100 N(0,174(0))  quand n — +oo.

Preuve:
On considere :

1<~ 9ln f(X;,0
hn(xl,...,Xn,e)_ﬁZ$.

j=1

C’est une suite de vaiid centrée et de variance I(f), ainsi y/nh,, converge en loi
vers N (0, I(6). Notons,

1 o 9*In f(X,,6
K”(Xl”X"’e):ﬁZa—;J)

Jj=1

(X1, .o, Xy t) = b (X, .0, X0, 0) + (6 — 0) Ko (X, ..., X, 07),

53



54 CHAPITRE 5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES ESTIMATEURS

avec 0* €] min(t, §), max(t, 0)[. Pour ¢t = 6,,,

A~

0="h,(X1,...,X.,0)+ (0, —0)K,(X1,...,X,,0),

avec 0* €] min(f,, #), max(f,,0)[. On utilise que 6§, converge p.s. vers 0 et la

0*In f(z,0)
2

p.s. vers —1(#), ce qui permet de conclure.

continuité uniforme de pour montrer que K,(Xq,...,X,,0") converge

OJ

Commentaires.

— La propriété asymptotique donnée au Théoreme 5.1 explique que, dans la
pratique, on cherche une valeur annulant 1’équation de vraisemblance et on
prend cette valeur comme estimation pour 0,. En particulier, dans les cas
compliqués (ou il n’est pas facile d’obtenir une expression analytique de én),
les logiciels de statistique utilisent des algorithmes (de type Newton-Raphson)
pour obtenir I'estimation du maximum de vraisemblance.

— On peut écrire aussi le résultat du Théoreme 5.2 sous la forme :

vV 1.(0) (én — 9) —0i N(0,1) quand n — +oo.

2 En dimension supérieure

Les résultats de convergence pour 'EMV en dimension supérieure restent va-
lables. En particulier, si le modele est identifiable, on a ’existence d’une suite ’EMV
qui converge presque sirement et la convergence en loi :

Théoréme 5.3 Si les hypothéses (H1') a (HT') sont toutes vérifiées, alors on a :

V(0 —0) —10i Np(0,, I71(9)).

IT Définitions / outils

1 Normalité et efficacité asymptotique

Soit T}, un estimateur de 6.
— SiVn(T, — 0) —0i Np(0,, %),
alors on dit que T,, est asymptotiquement normal.
La matrice ¥ est appelée matrice de variances-covariances aymptotique de
T,.
(Cela n’implique pas que nV(T,,) — X.)
— 51 \/ﬁ(Tn - 0) —loi Np(opvlil(@)»
alors on dit que T,, est asymptotiquement efficace.

Remarque : cette définition d’efficacité asymptotique en dimension > 1 ne
coincide pas avec la définition donnée en dimention 1 (dans le cas sans biais :

nV(To) = ).
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— L’EMV est asymptotiquement normal et efficace.

2 Propriétés de convergence

Les résultats de convergence suivants sont souvent utiles en statistique. X, et Y,
sont des vecteurs aléatoires de R¥.

— San—YngOet queXniXalorsYniX.

— Si X, 5 X et Y, = 0alors X, - Y, = 0.

— SiX, 5 XetY, Sbalors X, +Y, 5 X +bet X, -V, 5 bX.

— Sia,(X, — p) £ X avec a, — oo alors X, i IL.

3 Méthode Delta

Cette méthode est utile lorsqu’on dispose d’un estimateur asymptotiquement nor-
mal d’'un parametre 6. Soit g une fonction C'. On suppose que T}, est un estimateur
de 6 tel que

an(T, — 0) -5 N(0,02(0))

avec a,, — 00. Alors, g(T,,) converge en probabilité vers g(f) et

an(g(Ty) — g(8)) = N(0,g'(8)%0%(0)).

En dimension supérieure, on a le résultat suivant. On considere 7}, un vecteur
aléatoire de R¥, ¥ une matrice de covariance. On suppose que

an(T), — 0) =5 N(0,%)

avec a, — oo. Alors, pour toute fonction g de classe C', ¢(T,) converge en
probabilité vers g(6) et

an(9(Ty) — 9(8)) —= N(0,D,=D?)

ou D, est la matrice Jacobienne de g calculée en 6. En particulier, si 7}, est un
estimateur asymptotiquement efficace de 0 alors, g(7},) est un estimateur asympto-
tiquement efficace de g(0).

II1 Exercices

Exercice 1. On considére le modele d’échantillonnage normal avec Py = N (i, 0?2).

a) Déterminer 'TEMV de 0 = (u, 0?).

b) Etudier ses propriétés (biais, convergence, efficacité).

¢) Quelle fonction h(#) peut-on estimer par un estimateur sans biais et efficace ?

Exercice 2. On considere le modele d’échantillonnage multinomial a £ > 3 caté-
gories :

=1

k n
(R,B(R),B(pl, cee >pk)7pi S [07 1]721%‘ = )
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avec X ~ B(p1,...,pr), P(X = a;) = p;.
a) Déterminer 'EMV de 0 = (py, ..., pk_1)-
b) Montrer qu'il est sans biais, convergent et efficace.



Chapitre 6

Estimation par intervalle de
confiance

I Introduction

On va considérer dans ce chapitre un modele statistique réel paramétrique (avec
un parametre unidimensionnel) :

(R, Br, (P@,Q €0 C R))n

On va construire des intervalles de confiance du parametre 6. Lorsque 6 est
multidimensionnel, on parle de régions de confiance.

Définition.

Soit a € [0,1]. On appelle intervalle de confiance du paramétre 6 de niveau (de
confiance) 1 — «v la donnée de deux statistiques A,, et B,, vérifiant

PA, <0<B,)=1-qa.

Commentaires.

1.
2.

6 représente la valeur (inconnue) du parametre.

A, et B, sont deux statistiques réelles, plus précisément il s’agit généralement
de deux estimateurs de 6, donc a valeurs dans (0, Bg).

3. A, et B, sont supposées tels que P(A, < B,) = 1.

a € [0,1] est un risque, appelé aussi seuil.
La valeur de « est choisie a priori par le statisticien (tres souvent, o = 1%,
5% ou 10%).

Le niveau de confiance 1 — « est aussi parfois appelé coefficient de sécurité
ou coefficient de confiance.

Soient x1,...,x, les valeurs observées des variables aléatoires de I’échantillon
Xi,..., X,
Posons a,, = A, (x1,...,2,) et b, = By(x1,...,2,). L'intervalle [a,, b,] est un

intervalle réel inclu dans ©.

o7
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7. Un tel intervalle est aussi parfois appelé fourchette, en particulier dans le
cadre des sondages.

Remarques

1. Estimer le parametre 6 par intervalle de confiance est plus raisonnable que
de 'estimer ponctuellement.
En plus de l'intervalle en lui-méme, on a une probabilité associée, le niveau
de confiance 1 — a.

2. La longueur de l'intervalle de confiance b, — a,, nous renseigne sur la précision
de l'estimation.

3. Il n’existe pas de méthode systématique de construction d’intervalles de confiance.

4. La notion d’intervalle de confiance est liée a celle de test d’hypotheses, le
coefficient « étant alors le risque de premiere espece.

Liens entre les bornes A,, et B,
Commencons par remarquer que :

P(A,<0<B,)=1-a <= a=P(A,>0ouB,<60)=P(A, >0)+P(B, <0)

On peut étre amener a construire des intervalles de confiance de trois types
différents.

Cas d’un intervalle du type [a,, +0oo].

Le statisticien cherche ici a assurer une valeur minimale au parametre 6. C’est
par exemple le cas lorsque I'on s’intéresse a la durée de vie minimum d’un composant
électronique.

On concentre ici le risque « entiérement sur P(A,, > 6), soit a = P(A,, > 6). On
a en général dans ce cas une solution unique.

Cas d’un intervalle du type | — 0o, by].

Le statisticien cherche ici a assurer une valeur maximale au parametre 6. C’est
par exemple le cas lorsque 'on désire avoir une concentration en sucre inférieure a
un certain pourcentage fixé dans un aliment.

On concentre ici le risque « entiérement sur P(B,, < 0), soit a = P(B,, < 6). On
a en général dans ce cas une solution unique.

Cas d’un intervalle du type [ay, by].

Le statisticien cherche ici a encadrer la valeur du parametre 6. C’est par exemple
le cas lorsque 'on s’intéresse au poids d’un paquet de café sur la chaine de production.

On répartit ici le risque « des deux cotés : « = P(A,, > 0) + P(B,, < 0). Géné-
ralement, on choisit A, et B, de maniere a ce que P(A, > 0) = P(B, <) = §.

Quelques rappels sur des lois de probabilité

T'(n) désigne une loi de Student a n degrés de liberté, F'(ny,ny) désigne une loi
de Fisher-Snedecor a (nq,ny) degré de liberté.
e X ~N(0,1) = X%~ %)

X
e X ~N(0,1), Y ~x*(n), XetY indépendantes = T =

VY/n

~T(n)
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Xl/nl

e X;~*(n1), Xy~ x*(ny), XjetX,indépendantes = F = ~
Xa/ns

F(ny,no)
e T ~T(n) = F=T*~F(l,n)
o Combinaisons linéaires de variables aléatoires indépendantes :

X; ~ B(n;,p), X;indépendantes — ZXi ~ B(Z N, D)

X; ~ Poisson(}\;), X; indépendantes —- Z X; ~ Poisson(z Ai)

X; ~ N(ui,0?), X;indépendantes =—> Z a; X; ~ N(Z a;fli, Z azo?)
X; ~x*(n;), X;indépendantes =— ZXi ~ XQ(Z n;)

II Intervalles de confiance pour les parametres de
la loi normale

On suppose ici que l'on dispose d'un échantillon (X7,...,X,) ou les X; sont
indépendants et identiquement distribués selon la loi N'(u, o?).

On s’intéressera a la moyenne p et & la variance o2 successivement. On travaille
avec un niveau de confiance (1 — «) fixé.

Intervalle de confiance pour y lorsque o2 est connue

L’intervalle de confiance pour p de niveau de confiance 1—« lorsque o2 est connue
est :

— o — o
Xn_z—a — < <Xn+z—a =

1—a/2 \/ﬁ S U 1-a/2 \/ﬁ

oll 21_q/2 est le fractile d’ordre 1 — /2 de la loi normale centrée réduite N(0,1).
Intervalle de confiance pour p lorsque o2 est inconnue

L’intervalle de confiance pour p de niveau de confiance 1 — « lorsque o

inconnue est :

2 est

- Sn -~ Sp
Xn_t—a — < <Xn+t—a =
1—a/2 \/ﬁ S U 1-a/2 \/ﬁ
ol t_q/2 est le fractile d’ordre 1 — /2 de la loi de Student T'(n—1) et S,, = /S2.
Intervalle de confiance pour o2 lorsque 4 est connue
On se donne ici a; > 0 et ag > 0 vérifiant o + oy = .
L’intervalle de confiance pour o2 de niveau de confiance 1—a« lorsque p est connue
est :
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ol ki (resp. k») est le fractile d’ordre oy (resp. 1 — ) de la loi du chi-deux x2(n).

Intervalle de confiance pour o2 lorsque p est inconnue

On se donne ici a nouveau o > 0 et ap > 0 vérifiant a; + an = a.

L’intervalle de confiance pour o? de niveau de confiance 1 — « lorsque p est
inconnue est :

Z?:l (Xi — 7n)2

<o’ <
s =7 = F
ou ky (resp. ko) est le fractile d’ordre a; (resp. 1 — az) de la loi du chi-deux
2
x*(n—1).
Remarques

— En général, les cas ol 0® (ou p) est connue sont rares. Les deux autres cas

sont les plus usuels en pratique.

— Les quantités (bornes) intervenant dans les intervalles de confiance de la va-
riance o2 sont strictement positives, on peut donc en déduire un intervalle
de confiance pour I’écart-type o au niveau de confiance 1 — « : par exemple,
lorsque 1'on suppose p connue, on a

\/z;;lqci TP \/zz;lop —n?
kg kl

III Intervalles de confiance pour une proportion
(parameétre de la loi binomiale)

On considere n épreuves indépendantes au cours desquelles on s’intéresse a un
événement E de probabilité p (avec 0 < p < 1). A la iéme épreuve, la variable
aléatoire X; va prendre la valeur 0 si E n’est pas réalisé (avec la probabilité 1 — p)
et 1 si E est réalisé (avec la probabilité p).

Posons R, = Y., X;. La variable aléatoire R, suit la loi B(n, p).

Le modele est ici (2 = {0, 1},P(2), F)" ou Py =Bernoulli(p), # = p et © =0, 1.

On rappelle que X,, = % =: P, est 'estimateur du maximum de vraisembance
(EMV) de p.

L’inégalité de Bienaimé-Tchebitchev permet d’obtenir un intervalle de confiance
de risque < a. En effet, on a pour tout € > 0,

_ Var(X,
(] 0 < V)
soit :
— p(1 —p) 1
P(|X,, — < < .
(‘ p‘ >e) < ne? T 4ne?

/1
Fixons un risque a €]0, 1], alors pour ¢ = i I'intervalle
adn
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— 1 — 1

Xn =\ == Xn+ 1/ —

[ adn * a4n]
est de niveau de confiance supérieur ou égal a 1 — a.

Exemple voir exercice 2, comparer les résultats fournis par I'inégalité de Bienaimé
Tchebitchev et les intervalles de confiance asymptotiques fournis par le TLC.

Le théoreme de la limite centrale permet d’obtenir des intervalles de confiance
asymptotiques dans le cas des grands échantillons.

IV  Construction d’intervalles de confiance asympto-
tiques

On va utiliser ici des théoremes de convergence pour construire des intervalles de
confiance dont le niveau de confiance est asympotiquement égal a 1 — a.

Définition 6.1 Un intervalle de confiance [A,, By est de niveau asymptotique 1 —«
St

P(A, <6< B,) =31-a.

1 Utilisation du théoréeme central limite

Rappels du théoreme central limite. Soient n variables aléatoires réelles Xy, ..., X,
indépendantes et identiquement distribuées avec IE[X;] = p et V(X;) = o2, alors

X, —p

vn

—10i N(0,1) pour n — +oo.

On en déduit que

7n - n—o00
P (—Zl—a/Q <+n 5 = < Zl—a/?) i e

Ce résultat peut servir a construire des intervalles de confiance asymptotique de
niveau 1 — « dans les cas suivants :

- pour pu lorsque o est connue,

- pour o lorsque p est connue,

- pour un parametre # dépendant a la fois de p et de o (loi de Poisson ou loi
binomiale par exemple).
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2 Application a la loi binomiale.

Utiliser le résultat précédent pour déterminer I'intervalle de confiance asympto-
tique de niveau (1 — ) du parametre 6 = p.

3 Utilisation de la convergence de ’EMYV

Rappels (voir Chapitre 2). Supposons vérifiées les hypotheses de régularité (H1)
a (H7).

Soit I,,(6) I'information de Fisher du modele considéré. Soit 6, TEMV de 6. On
a vu que :

V 1.(0) (E)\n — 9) —10i N(0,1) pour n — +oo.
On en déduit que

P <—Zl_a/2 < \/In—(@ <§n — 9) < Zl—a/2> ~1—aq.

Ce résultat peut servir a construire des intervalles de confiance asymptotique de
niveau 1 — a pour le parametre 6 (a condition de connaitre 1,,(6)).

La méthode A (stabilisation de la variance) permet aussi d’obtenir des intervalles
de confiance (retour sur 'exemple d’une loi de Poisson de parametre A).

4 Remarque sur ’intervalle de confiance pour une variance
hors du cadre normal

Dans le cadre normal, on a 'intervalle de confiance pour o2 :

(n — 1)52' (n—1)52
k1 ’ k2 ’

ol ky et ky sont respectivement le (1 — %) et le § quantile d'une loi x*(n — 1).

On se demande si cet intervalle de confiance est de niveau asymptotique 1 — «
lorsque 1'on n’est plus dans un cadre normal. Considérons l'intervalle de confiance
unilatéral :

—1)5?
oong
ki
avec ki le 1 — v quantile d’une loi 2 (n—1), est-il de niveau asymptotique 1 —a?
Nous allons voir que la réponse est NON en général.
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Rappelons que pour une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 4, on
appelle kurtosis ou coefficient d’applatissement la quantité :

mcy

K= —
ot '’

ol mcy4 est le moment centré d’ordre 4. On notera v = Kk — 3 l'exces d’applatis-
sement. Remarquons que pour une loi normale, x = 3.

Soit V,, = 23" (X; — X)2. Le TLC implique que
Vn(V, — 02) £, N(0, mey — 04),
autrement dit :

\/ﬁ(%—l) Ly N0,y +2).

Le théoréme de la limite centrale implique aussi que si Z, suit une loi x*(n — 1)
alors

Zn—(n—1)
2(n—1)
Notons k, le (1 — «) quantile d’une loi x*(n — 1). On cherche la limite de

(2 k).
g

(2550 -2 ((51) 52

k, est le (1 — a) quantile d'une loi x*(n — 1), comme

-5 N(0,1).

M N N(0,1),
2(n—1)

avec des arguments d’uniformité dans le TCL, on peut montrer que :

k,—(n—1)
2(n—1)

oll 21_4 est le 1 —a quantile d’une loi N'(0, 1). Finalement, notons U une variable
aléatoire de loi N'(0,1), on a :

P ("Z” < kn> o p <U < zlai>
- NeEw;

cette derniere quantité ne vaut 1 — a que si v = 0 ou de maniere équivalente si
K =3.

? Zl—a;

Sous réserve de justifier précisément les convergences ci-dessus, on a montré :
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Théoreme 6.1 L intervale de confiance unilatéral :

—,00
[ kn ? [
est de niveau asymptotique 1 — v si et seulement si le coefficient d’applatissement
Kk vaut 3.

V  Recherche de régions de confiance

Montrons sur un exemple comment on peut construire des régions de confiance
pour des parametres multi dimensionels.

On cherche une région de confiance de niveau (1 — ) pour le couple (p, 0?) dans
le cadre du modele paramétrique gaussien. On considere le vecteur aléatoire :

N AN
n-vsz )T\ V)

On sait que U ~» N(0,1), V ~ x?(n — 1) et U et V sont indépendantes. Soit ay
et ay tels que (1 —ap)(1 — az) = (1 — a), la région du plan (02, u) :

IN

_ Z1_220 _ Z1_a20 _ 2 . 2

vn v k1 ko

est une région de confiance de niveau (1 — «).
On pourrait aussi considérer

73 (%)

i=1

qui suit une loi du x?(n) et considérer la région de confiance :

{02k2 < Z(Xz - #)2 < 021{71} )
i=1

ou k; et ky sont respectivement le 1 — ¢ et le 5 quantile d'une loi x2(n).

VI Exercices

Exercice 1. Soient X, ..., X;o dix variables aléatoires i.i.d. de loi N'(i,0?). On
dispose des observations suivantes :

6 815676659

Calculer les intervalles de confiance de niveau 95% suivants :
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- pour u, sachant que 02 =4
- pour j, ne connaissant pas o ;
- pour o2, puis pour ¢, ne connaissant pas y.

Exercice 2.

Dans une fabrication en série, on cherche a estimer le taux de pieces défectueuses.
Pour cela, on a réalisé, a quatre périodes différentes, quatre prélevements. Les résul-
tats sont les suivants :

6 pieces défectueuses sur 30,

10 pieces défectueuses sur 50,

20 pieces défectueuses sur 100,

40 pieces défectueuses sur 200.

Déterminer, dans chaque cas, 'intervalle de confiance de niveau 95% de ce taux.

Exercice 3.

Déterminer l'intervalle de confiance de niveau 95% de la proportion p d’'un évé-
nement £, lorsque sur 80 expériences (indépendantes), ’événement s’est produit 45
fois.

Exercice 4.

En utilisant le théoreme central limite, construire un intervalle de confiance de
niveau asymptotiquement égal a 1 — « pour le parametre A d'une loi de Poisson.

APPLICATION NUMERIQUE : On compte le nombre de parasites par fruit dans
un lot de fruits parasités et on obtient :

x; : nombre de parasites par fruit O 12 |3]4]|5
n; : nombre de fruits contenant xz; parasites | 11 | 29 | 27 | 19 | 10 | 4

Si 'on suppose que le nombre de parasites suit une loi de Poisson de parametre
A,

donner l'intervalle de confiance de niveau asymptotiquement égal a 99% pour le
parametre A.

Exercice 5.
On considere une variable aléatoire réelle continue de densité :

f(x)_{o siw <2,

fexp(—0(x —2)) six > 2,

avec 6 > 0.

1. Vérifier que cette loi appartient a la famille exponentielle.

2. En utilisant les propriétés de 'EMYV de 0, construire un intervalle de confiance
pour # de niveau asymptotiquement égal a 1 — a.

3. APPLICATION NUMERIQUE : Calculer cet intervalle de confiance pour n =
200, Z, = 6,68 et a = 5%.

Exercice 6.

On considere n; variables aléatoires réelles Xy 1,..., X, i.i.d. de loi N (uy,0?)
et

ng variables aléatoires réelles X1, ..., Xo,, i.i.d. de loi N (po, 0?). On suppose

de plus les variables X ; (k= 1,2 et i =1,...,n;) mutuellement indépendantes.
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_ 1 &
. Soient X{ = — X1 et
_ 1 & —
XQ:_ZXW' Quelle est la loi de X7 — X5 ?
Uz —

1 ni o no o
CSoit §7 = ————— ) (X - X0)P ) (X — Xo)?|.
i=1

ny + no — 2 i1
SQ
Quelle est la loi de (ny +mny —2)— 7
o

. En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour le parametre

M1 — H2-

. APPLICATION NUMERIQUE : On a observé n; = 10 et ny = 8 observations

dans chacune des deux populations considérées. Les données obtenues sont
les suivantes :

;01,36 2,66 2,056 1,85 2,28 1,71 0,75 1,97 1,70 1,68
9, 0 1,91 2,03 1,31 1,33 2,68 2,04 0,40 3,31

Calculer I'intervalle de confiance de niveau 95% pour le parametre iy — .



Chapitre 7

Généralités sur les tests

Le but d'un test statistique est d’aider a la décision. Par exemple : on veut
s’assurer qu'un médicament n’influe pas sur le taux d’une certaine hormone, on
observe sur un nombre n d’individus la différence du taux d’hormone avant et apres
la prise du médicament. Comment décider si la différence observée est significative ?

I Problémes de test

Nous nous placons dans le cadre d'un modele statistique d’échantillonnage para-
métrique.

Le but d’un test statistique est de donner un critere permettant de retenir I'hy-
pothese Hy : 6 € ©g ou de retenir une hypothese alternative H; : 6 € Oy, avec
©, C 65.

Dans I'exemple ci-dessus, le parametre 6 est la variation du taux d’hormone, le
modele statistique est (R™, (P5™)ger) ot Py est une loi symétrique autour de 6 (par
exemple une loi normale de moyenne 6). La question posée consiste a déterminer
si, au vue des différences observées, on peut considérer que 8 = 0. L’hypothese H,
s’écrit @ = 0, 'hypothese alternative Hy s’écrit 6 # 0.

La mise en ceuvre du critere du test détermine une zone de rejet ou zone critique
W, W€ est la zone d’acceptation ou zone de confiance. Le test est basé sur un modele
probabiliste et comporte un certain risque. On appelle risque de premiére espéce, no-
tée «, la probabilité de rejeter I'hypothese Hy alors qu’elle est vraie, a = P(W|H,).
La probabilité, notée 1— 3, de retenir ’hypothese Hy alors qu’elle est fausse s’appelle
risque de deuxieme espéce, 1 —f = P(W€|Hy). La probabilité 5 s’appelle puissance du
test. Pour déterminer une région critique convenable, il existe différentes méthodes :
méthode de Neymann et Pearson et test les plus puissants, méthode du maximum
de vraisemblance, ... La méthode de Neyman et Pearson permet de construire, pour
a fixé, des tests maximisant la puissance .

On considere un modele d’échantillonnage paramétrique dominé :

67
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(E,B,Py 0 € O,

(X1,...,X,) est un vecteur aléatoire issu de ce modele.

Définition 7.1 Un test est donné par une fonction ® : E™ — {0, 1}, on retiendra
Hy si ®(Xq,...,X,) =0, on rejette Hy si ®(Xy,...,X,) = 1. On appelle zone de
rejet Uensemble R = {®(X1, ..., X,) = 1}. Evidemment, étant donnée une zone de
rejet R C E™, on définit un test en posant ® = 1.

Lorsque ©¢ = {6y} et ©1 = {0}, on parle d’hypotheses simples.

Définition 7.2 Le niveau du test - ou sa sensibilité - est la probabilité de rejeter
Hy a tort :

a = sup Py((X1,...,X,) € R)).
(AN
La puissance du test est la fonction f : ©, — [0,1] définie par 5(0) =
Po((X1,...,X,) € R). Le test est dit sans biais si f(0) > a V0 € O.

Dans la pratique, on va fixer un seuil « et on cherche un région critique R telle
que pour 0 € O, Pp((X1,...,X,) € R) = «. La fonction de puissance est souvent
difficle a déterminer explicitement.

II Tests uniformément plus puissants

Définition 7.3 Etant donnés deuz tests ®, et Oy de niveau < o pour tester ’hypo-

these Hy : 0 € ©g contre Hy : 0 € ©y. Le test ®, est uniformément plus puissant
(u.p.p.) que ®o ss1 V0 € ©1, B1(0) > [2(0). Dans le cas ot ©1 = {0} et Og = {6y},
on parle de test plus puissant (p.p.).

Dans un premier temps, on supposera que Hy et H; sont des hypotheses simples :
HO :9:90,H1 29:91.
Soit L(xy,...,x,,0) la fonction de vraisemblance de (X, ..., X,).

Définition 7.4 On considére des hypotheses simples ©g = {0y} et O = {0,}. Soit

L(ZL‘, 81)
L(I, 90)

le rapport de vraissemblance. On considere la famille de tests ® dont la région
critique Ry, est de la forme :

‘/90,91 (l’) =

‘/90791 (I) > k.

On appellera test de Neyman et Pearson tout test de cette forme.
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Dans un test de Neyman et Pearson, on rejette Hy si L(z,6,) > kL(z,6)), autre-
ment dit, “f; est plus vraisemblable que 6,”.

Remarque.

Pour toute fonction positive mesurable de R™, on a

1

Eg, (f(X)) = B, (f (X)Vao.0, (X)) et g, (f(X)) = ]Eel(fm)-

Théoréme 7.1 (Lemme de Neyman-Pearson)

1. Soit a > 0, si Py, est un test de niveau o alors il est p.p. que tout autre test
de nweau < a, de plus il est sans biais.

2. Sia €)0,1],si les lois Py sont absoluement continues, il existe ko, € R tel que
by est de niveau . Si les lois Py sont discrétes alors il existe un plus petit
ko tel que @y, est de niveau < a.

3. Soit ® un test p.p. de niveau o alors V0 € {6y, 0:},
Py(B(X) £ By (X) et V(X) £ k) = 0.

Preuve:

On suppose que Py, (P = 1) = « et on veut montrer que pour tout autre test
tel que Py (® = 1) < a alors Py, (P, = 1) > Py, (¢ = 1), ce que 'on peut formuler
de la facon suivante :

]Ego(q)k — CI)) >0= ]Egl(q)k — (I)) > 0.
Supposons donc que Egy, (P, — P) > 0, soit

A = Eg, (P — @) — kIEy, (Df, — D),

et montrons que A, > 0. On a :

Ay =g, (P — @)(V — k).
O =0ssi V <k, dans ce cas ((Px — P)(V —k)) > 0 et donc A, > 0.

O =1ssi V <k, dans ce cas ((Pp — ®)(V —k)) > 0 et donc Ay > 0.
Montrons maintenant que le test de N-P est sans biais. On veut montrer que

5(91) = P01((I)k = 1) Z o = P@O(Cbk = 1)
On a

ﬁ(&l) = ]EOO(]I{V>k} . V) > k]P)go(V > k) = ka.
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Ainsi, si k > 1, on a montré que 5(6;) > a. Dans le cas ou k < 1, on montre que

1-p0;)<1—a Ona:

1= pB(6h) = P (V <k)=IEg(Ly<y-V)
< KPy(V < k) = k(1 — a).

Ceci termine la preuve du point 1.

Fixons a €]0, 1[. Notons A(k) = Py, (V > k), c’est une fonction décroissante de
k qui vérifie
lim A(k) =0 et lim A(k) = 1.
k—o0 k—0

Si Py, (V = k) = 0 pour tout k, ce qui est vérifié si Py, est absolument continue,
alors A(k) est continue. Ainsi, il existe k, tel que A(k,) = a. Dans le cas discret, il
existe k, tel que A(k,) < a et A(k) > a pour k < k,.

Pour démontrer le point 3., on reprend la preuve du point 1. Si ® est un test p.p.
de niveau « alors A, =0, or

(Pr —@)(V —k) =0
donc presque strement, (&5, — ®)(V — k) = 0, autrement dit

Py, (D), # et V £ k) = 0.

Pour obtenir le résultat pour 1, on remarque que

Ay = By, ((cpk —P)(1- é)) .

OJ

Ce résultat permet de construire des tests optimisant la puissance dans le cas
d’hypotheses simples. Le point 3. montre que les tests de Neymann et Pearson sont
les seuls tests p.p. (dans le cas absoluement continu). Dans le cas d’hypotheses
composites (par exemple H; n’est pas réduite a un point), le lemme de Neyman
et Pearson permet d’obtenir des tests u.p.p., si les rapports de vraisemblance sont
monotones.

Proposition 7.1 Si T est une statistique exhautive dont la fonction de vraissem-
blance g(t,0) vérifie : pour 6 > 6,

g(t,0)
g<t7 90)

Alors le test de zone de rejet Ec ={T > k} est u.p.p. pour tester § = 0y contre
0 > 0.

est une fonction croissante de t.
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Preuve:
On sait que le test de Neymann-Pearson est p.p pour tester § = 6, contre 6 = 6;.
Soit @ > 0y, comme T est une statistique exhaustive, on a :

L(x,0 g(t, 0
Voo () = (2,0) _ 9(t,0)
L("L‘700) g(ta 00)
Ainsi, pour 6 > 6, Vj, ¢ est une fonction croissante de ¢ et donc, V' > k ssi T > k'
détermine un test p.p pout tester 8 = 0y contre # = 6; pour tout #; > 6y, c’est donc

un test u.p.p.

OJ

Remarque.
En général, la zone de rejet que 'on obtient peut sécrire sous la forme : R =
{Z & I} ou Z est une statistique et I un intervalle de la forme [k, co[ ou | — oo, k]

ou encore [ky, ko]. I est la région de confiance et Z s’appelle la statistique du test.

Lorsqu’il n’existe pas de tests uniformément plus puissant, on peut avoir recours
aux tests du maximum de vraisemblance.

III Tests fondés sur le rapport du maximum de
vraisemblance

Définition 7.5 On appellera test du mazimum de vraisemblance tout test fondé sur
la région critique

W= {:c e R ) Soco, L@ 6) ka} ,

SUPgee, L(z,0)

ot ko, est choisit tel que sup Py(W) = a.
ISISH)

Dans le cas ou ©1 = OF, on considerera le test de région critique :

R={verr /A@) = Do L0 L
Sup@e@o L(J}, 6)

Remarque.

En général, pour des hypotheses alternatives unilatérales (c’est a dire du type
0 > 6y ou 0 < by, il existe un test uniformément plus puissant, ce n’est pas le cas
pour les hypotheses alternatives bilatérales (par exemple du type 6 # 6).

Décision et “p-value”

D’un point de vue pratique, lorsqu’on procede a un test, on fixe I'hypothese Hy,
par exemple 6 = 6y, on choisit une hypothese alternative H; :
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Hy : 0 +# 0y hypothese bilatérale
H, :0<60you H; :0 > 6, hyotheses unilatérale.

On se fixe un risque de premieére espéce «, on détermine la région critique (i.e.
pour un test basé sur le rapport de vraissemblance, la valeur de k,), on calcule la
valeur expérimentale de la statistique du test Z,,,, si Z,,, est dans la région critique,
on rejette Hy (et on retient H;), sinon on retient H.

La plupart des logiciels de statistique permettent de calculer la valeur de k, mais
fournissent aussi un autre renseignement : la “p-value” p. Si le test est de région
critique f(Z) > k ou Z est la statistique du test (f(z) = x ou f(z) = |z|), la
p-value est la probabilité = Supgee, Po(f(T) > Zexp), on remarque que
Zexp 2 k < Pyalye < @

* Pyalue

Si p < «, on rejette Hy (et on retient Hy), sinon, on retient Hy. On prendra
garde que certains logiciels ne fournissent la valeur de p que pour des hypotheses
alternatives bilatérales. Dans le cas de distributions symétriques (normale, Student),
on passe du philatéral AU Punilatéral €0 divisant par 2.

IV Exemples

1 Adéquation d’une moyenne pour un échantillon gaussien
On considére un modele paramétrique gaussien N'(y,0?). On veut tester H,

K= Ho-

Test unilatere

Dans ce cas Hy : p > po ou Hy : p < pg. On va déterminer un test u.p.p en
utilisant le Lemme de Neymann-Pearson. Le rapport des vraissemblances s’écrit :

1

Vi = €xp _ﬁm(lﬂ - ,ug) —2nT (1 — pio))

Si g > po, ce rapport est une fonction croissante de . Ainsi le test de Neymann
et Pearson a pour région critique : {X > k}. Ce test est u.p.p. pour Hy : pu > .

Pour tester Hy : p1 < 1o, le test de zone de rejet {X < k'} est w.p.p.

Dans le cas ou ¢ est connu, pour déterminer k, tel que le test soit de niveau «,
on utilise que sous Hy,

suit une loi N'(0,1). Ainsi, le test de région de rejet :
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{Z > q1_o} avec q1_q le 1 — « quantile d’une loi N(0,1)

est de sensibilité «.

Dans le cas ou o n’est pas connu, on considere le test de région de rejet {Z > k}
avec

suit une loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

Test bilatére

On considere les hypotheses du test : Hy : u = po, Hi : p # po. Dans ce
cas, il n’existe pas de test u.p.p. On peut néanmoins construire un test basé sur le
rapport de vraissemblance. On a ©g = {(ug,0?) /o > 0}. Déterminons lestimateur
du maximum de vraissemblance sur Oy :

n n 1
InL(xy, ..., 2., fo,02) = 5 Inv2m — B In(c?) — =] Z(ml — po)>.
i=1

L’EMYV sur O est og = %27:1(% — 1g)?. Finalement,

o= (B (12 Eo8)?

Ainsi, A est une fonction croissante de |T'|, avec

X — o
=

T=+v/n-1

On utilise que T suit une loi de Student a n — 1 d.d.l. pour déterminer la zone
de rejet de la forme {|T'| > k} et de sensibilité a.

2 Comparaison de deux moyennes

Echantillons indépendants On considere deux échantillons aléatoires indépen-
dants et indépendants entre eux : (Xi,...,X,,), (Y1,...,Y,,); les X, suivent une loi
N (px,0?), les Y; suivent une loi N'(uy,0?). L'espace des parameétres est alors

O = {0 = (ux,py,0%) / pix, py €R, 0 >0} = R* x R™,

Montrer que l'estimateur du maximum de vraissemblance est (X,Y,§?) avec

=1

=1
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On veut tester :
Hy : px = py
Hy @ px # py.

Sur ©g ={0 € © / ux = py = p € R}, montrer que l'estimateur du maximum
de vraissemblance vaut (fi, flo, 03) avec

ni n2 ni n2
e (B ) wod (B S

i=1 =1

Montrer que log A(z) = 5 log g—é. On pose

Tn: n1~n27j7’
n S

ot §% = ﬁé? On note t, le réel correspondant a 7,,. Montrer que sous Hy, T,
suit une loi de Student a n — 2 degrés de liberté.

Montrer que A est une fonction croissante de |¢,|. La région critique du test de
sensibilité a est donc donnée par |T5,| > ti_q/2.

Proposer un test pour Hy : pux > py et Hy @ pux < py.
Application On veut mettre en évidence 'influence d’un régime particulier sur

la croissance de certains rats. Pour cela on soumet un lot de 5 rats a ce régime, on
obtient les poids suivants :

177,195,159, 164, 172.

Les poids de 8 rats soumis a un régime normal sont :

145,146, 169, 151, 142, 170, 126, 153.

Le régime a-t-il une influence sur le poids des rats?

3 Un exemple avec une loi discrete

On considere X1, ..., X,, des variables indépendantes de Bernouilli de parametre
6 € [0,1], on note S = X; +--- + X,,.

1. Quelle est la fonction de vraissemblance Ly(z), x = (z1,...,2,), de I'échan-
tillon aléatoire (X1, ..., X,,) ? (on pourrra I’exprimer en fonction de s = x1+- - -+x,,).
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L91 (l‘)

est une fonction
) (37 )

2. Montrer que si #; > 6y, le rapport de vraissemblance

croissante de s.

3. Pour tester 8 = 6, contre § = 0, avec 0y < 6;, on considere la zone de rejet
S > k. Montrer que ce test est sans biais et p.p. Déterminer un test u.p.p. pour
tester 6 = 6 contre 6 > 0.

4. Montrer que pour tout k € {0,...,n}, I'application 6 — Py(S > k) de [0, 1]
dans [0, 1] est croissante. Pour tester § < 6, contre § = 6y, avec 6, > 6, on considere
la zone de rejet S > k. Montrer que la sensibilité de ce test s’écrit :

n
a=> Cifh(1—6,)"".
i=k

5. Exemple : on étudie le risque de rechute apres une angine. Sur 30 patients, 11
on rechuté. On note 6 le taux de rechute. Modéliser le probleme a ’aide d’un modele
de Bernouilli. Utiliser les questions précédentes pour tester I'hypothese : le taux de
rechute est inférieur a 30% contre le taux de rechute est > a 30%.

V Tests asymptotiques

Il est parfois difficile de déterminer explicitement la région critique d’un test de
Neyman-Pearson ou d’'un test basé sur le rapport de vraissemblance. Dans ce cas,
on peut avoir recours a des tests asymptotiques.

Définition 7.6 On considére une suite (E™N), BV), (]PéN))geg) de modéles d’échan-
tillonages paramétriques ayant le méme espace de paramétres ©. On note XN [e
vecteur aléatoire correspondant.

Le niveau asymptotique d’une suite de tests de Oy contre ©1, de région de rejet
RW) est la limite (lorsqu’elle existe)

a = lim sup Py(X™ € Ryy).
N—>009690

On dit que la suite de tests est convergente si
V0 € ©; lim Po(X™ € Riyy) = 1.
N—oo

Le plus souvent, on obtient des tests asymptotiques a 'aide de statistiques dont
on connait la loi asymptotique.

Exercice 5 On reprend l’exemple ci-dessus sur la loi de Bernouilli. Montrer que le
test de région de confiance :
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avec z1_q le 1 — o quantile d’une loi N'(0,1) est de sensibilité asymptotique v et
convergent pour tester 8 = 6y contre 6 > 6.

Proposer un test de sensibilité asymptotique o et convergent pour tester 6 = 6,
contre 6 # 6.

1 Propriétés asymptotiques des tests du maximum de vrais-
semblance

On se place dans le cas on Oy = {0y} et ©1 = {0 # 6y }. On considere alors

SUPgpeo Ln(X, 0)

An(X) = Ln(X, 00)

Théoréme 7.2 On suppose que les hypotheéses de régularité du modéle (H1)— (HT)
sont satisfaites et que © C R (parameétre de dimension 1). La suite de test de région
critique :

R,={2In)\, > K},

ou K est le 1 — a quantile d’une loi x*(1) est de sensibilité asymptotique o et
convergente.

Preuve:

On a

~

2In\, = 2[InL(X,0) —InL(X,0)]

SN PO P .
N 92
_ . 2 *
= (06055 M L(X,0).

En reprenant les arguments de la preuve de la normalité asymptotique de 'EMV,
on montre que si 6 = 6,

1 02 o P

Comme, de plus /T,,(6p) (6o — 8) — N(0,1) et donc I,,(6p) (6 — 8)> — x2, on
en déduit que 2In A\ — x2.

La convergence du test est plus délicate a démontrer.
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2 Tests de Wald et du score

Ces tests asymptotiques sont basés sur les propriétés asymptotiques d’estima-
teurs.

Proposition 7.2 On consideére 5n une suite d’estimateurs asymptotiquement effi-
cace d’un parameétre € R, on suppose de plus que 1(0,,) Fo, 1(0). Soitg : © — R
une fonction C* de matrice jacobienne D(0) de rang k. On considére Oy = {6 €

© / g(0) = 0}. Le test de Wald de région de rejet :

- ~ -1

Ry : 60> 3 a(k) avee & = ng(@,)" (D@)16) ' D@)')  g(6),

est de sensibilité asymptotique o et convergent pour ©1 = {0 € © / g(6) # 0}.
La preuve de cette proposition utilise les deux lemmes suivants.

Lemme 7.3 Soit X un vecteur aléatoire gaussien de R%, d’espérance ju et de matrice
de covariance Y. On suppose que X est inversible. Alors

D?=(X — )1 (X — p)
suit une loi du x*(d).

Preuve:

Il suffit de remarquer que la loi de X est la méme que celle de AXy + p avec A
une matrice d x d telle que AA! = ¥ et X, un vecteur gaussien centré et réduit. On
montre ainsi que la loi de D? est la méme que celle de X} X, qui est une somme de
d carrés de lois normales centrée et réduites et indépendantes.

O

Lemme 7.4 Soit X,, une suite de vecteurs aléatoires de R? telle que X, X et

A une matrice d x k. Alors la suite de vecteurs aléatoires de R*¥ AX, converge en
loi vers AX.

Preuve:
Considérons ¢ 4x, la fonction caractéristique de AX,,, pour t € R,

pax, (t) = E(exp(i < t, AX, >)) = E(exp(i < A't, X, >)) = px, (A").

Preuve de la proposition:
La suite d’estimateurs 6, est asymptotiquement efficace, autrement dit :

VB, — 0) == N(0,171(9)),
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en particulier, 5n oy 9. On applique la méthode A pour obtenir :

Vi(g(8) = 9(6)) = N (0, 4y)
avec Ag = D(0)I~1(0)D(0)". Si 6 € O alors g(f) = 0 et

Vig(0,) 55 N(0, Ag).

Comme D(#) est de rang k, la matrice Ay est inversible est on a donc :

ng(0.)" Ay g(0,) = X (k).
De plus, 1(6,) N 1(0), ainsi :

D(0,)I7(6,)D(6,)" = A,

et finalement, &, — x%(k) pour 6 € ©. Ceci montre que le test est de sensibilité
asymptotique a.

Sigco,

Zo = @) [D@T@IDE)] 9(0) 22 9(0) 45 9(0) = u > 0.

Ainsi, P(&, > y2_o (k) > P(Z > =B > p(z > u)
lorsque n est suffisamment grand. Ceci montre la convergence du test.

Les tests du score sont basés sur la région de rejet :

1 ~ ~ ~
& > Xia(k) avee & = —DLy(60) 1(80.) " DLu(6o,0),

ou DL, est le gradient de la vraisemblance et 50771 I’EMV de 6 sur ©,.



Chapitre 8

Tests paramétriques classiques

Notations :

P : proportion sur un échantillon aléatoire pour une variable de Bernouilli : X
prend les valeurs 0 ou 1 avec probabilité 1 — 7 et m,

P — Xat+ Xy
o .

X : moyenne sur un échantillon aléatoire de taille d’espérance pu.

S? est la variance estimée définie par :

Lorsque IE(X) = u est connue, on utilise aussi :

n

D? = %Z(X,. — )2

=1
I Tests gaussiens

79



80 CHAPITRE 8. TESTS PARAMETRIQUES CLASSIQUES
Test Hypotheses Stat. du test (Z) et cond. | Loi de | Remarques
d’appl. Z sous
Hy
X - Ho . , .
conform. | Hy : p = po 5 la variable étu- | Student| Si o est connu, on peut
d’une Hy :p# po| Voo | an—1| utiliser directement X
moy. ou diée doit suivre une loi | g g qui suit une loi normale
Hy @ p > po normale de parametre N (po, o)
ou sous Hy.
Hy =+ < po
X%
comp. H, W = - - x | Student| Avant de faire ce test,
de deux |p2 = o \/ (nl_lii:ig_l)% a ny + | on doit tester 1'égalité
moy. pour | Hy : py # po 1 | bl ny — 2 | des variances avec un test
des ech. | ou 1L @ vanabled g 4. de Fisher-Snedecor. Si on
indép. Hy o < po| VM @ om2 ) accepte I'hypothese o, =
ou et}ldlee doit suivre une 02, on estime la valeur
Hi: o > s loi r/lormale. Il faut que commune g, = 03 = ¢
leg ecart—ty;A)es o1 et 0y (voir ci-dessous). Si on
soient les mémes. refuse I’hypothdse op —
09, on ne peut pas faire
le test.
comp. Hy : py =0 = la variable étudiée | Student
de deux | Hy : py # 0| vn an—1
moy. pour | ou doit suivre une loi nor- | 341
des ech. | Hy : py < 0 male.
appariés, | ou
on pose | Hy :py >0
y _
X — X5
(TL — 1)52 . 2
conf. Hy : 0 = 09 | ——— La variable | x a | Il faut tester la norma-
; o B o
dupe Hy : 0 # o studide doit suivre une (n—1) | lité. Si p est connl;e7 on
variance ou lo; 1 d.d.l. peut remplacer S* par
oi normale 5 . 9
Hy : 0 > o D* et on a une loi x*(n).
ou
H1 o < 0y
SQ
comp de | Hy : 09 = 09 S—g La wvariable étu- | Fisher | Lorsqu’on accepte
- . 2 - i 4 -
dgux va- | Hy : 01 # 09 dide doit suivre une Snede\ Hy, on estime 1’écart
riances ou loi cor a | type commun par o =
. oi normale
o, : o > 0y (me = [(ny —1)8? + (ny — 1)S]
ou 1,my — ny+mng — 2
H 01 < 09 1) 1

d.d.l.
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II Tests asymptotiques
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Test Hypotheses Stat. du test (Z) et cond. | Loi de | Remarques
d’appl. Z sous
Hy
P —P
comp. H, m o= L2 , | N(0,1) | Tl s’agit d’un test asymp-
de deux |m = (7 —1) x (L + L) totique.
rop. Hy :mm # m o
p ny > 30 et ny > 30, avec
pour ou 4 = Mpitnops
des ech. | Hi : m < my n1+n2
indep. ou
Hy :m > m
X%
comp. H, = x | N(0,1) | Pour les grands échan-
o (nl—l)Sf—l—(ng—l)Sg . . s ,
de deux | pus = o =3 tillons, il n’est pas néces-
moy. pour | Hy @ puy # po saire d’avoir ’égalité des
s > 30 et : 9 ot 9
des ech. | ou 1 1 variances. Il s’agit d’un
- L4l .
indép. Hy : oy < po o N2 test asymptotique.
o Z 30
ou
Hy: o > po
I
comp. Hy : puy =0 S—j, n > 30 N(0,1) | I s’agit d’'un test asymp-
de deux | Hy : uy # 0| vn totique.
moy. pour | ou
des ech. | Hy : py < 0
appariés, | ou
on pose | Hy :py >0
y _
X1 - X
P — N y . s
conform. | Hy : @ = 7 ,n > 30 N(0,1) | Il s’agit d’'un test asymp-
d’une H, :7m # m ”0(17:7“)) totique
prop. ou
Hl MmO > Ty
ou
H 7 < m
S X — o S
conform. | Hy : p = po 5> n > 30 N(0,1) | I s’agit d’'un test asymp-
d’une Hy : p # o Vn totique
moy. ou
Hy @ p > po
ou
Hy o < o
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Chapitre 9

Quelques tests non paramétriques

I Tests du \°.

1 Loi multinémiale

On considere r évenements Ay, ..., A, de probabilité pq, ..., p,. On suppose que
les A; forment un systéme complet d’évenement (i.e. ils sont disjoints et leur union
est ), en particulier, Y., p; = 1.

On répete n fois, de maniere indépendante, I'expérience aléatoire dont le résultat
est 'un des A; (penser a un tirage avec remise de n boules dans une urne qui contient

des boules de 7 couleurs différentes, p; est alors la proportion de boules de couleur 7).

On note N; la variable aléatoire qui donne le nombre de fois (parmi les n expé-
riences) ou 'évenement A; se produit.

N; suit une loi Binomiale B(n, p;).

La loi du vecteur (Ny, ..., N,) est donnée par :
n! - -
P(N =n1,--->Nr=nr):mp1 X X Py
pour (ni,...,n,) € N" avec Y ., n; = n. En particulier, les N; ne sont pas
indépendants.

2 Loi asymptotique
Théoreme 9.1 Soit

D2 _ i (N: — npi)®

nn;
i1 Di

Alors, D?* converge en loi (quand n — oo) vers une loi du x* a r — 1 degrés de
liberté.
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Preuve:

n
Chaque variable N; est la somme de vaiid : N; = ZX; avec X; =1 si et
=1
seulement si le j°™ tirage donne A;, X! = 0 sinon. Les X sont des variables de
Bernouilli B(p;) vérifiant : pour k # ¢,

COV(XJI»C, Xf) = —prPe-

Ainsi, la matrice de covariance du vecteur X; = (Xj,..., XJ) est
pi(l—p1) —pipe e —D1pr
Y — —?1P2
. —Pr—1Pr
—P1DPr s —DPr—1Pr pr(l - pr)

.
Comme E p; = 1, cette matrice n’est pas inversible. Néanmoins, si on considere

i=1
le vecteur X, = (X}, . ,X]’-"’l), sa matrice de covariance :
pi(1—p1) —pip2 e —P1Pr—1
S — —p'1p2 ) :
: —DPr—2Pr—1
—P1Pr—1 oo —DPr—2Pr—1 pr—l(l - pr—l)
est inversible et
1 1 1
_ _|_ N JE— JE—
Y4 Pr  Dr Dr
1
N -1 —
— DPr
O !
' pr
1 1 1 1
- ... = + =
Pr Pr Dr—a DPr

n
Le théoreme de la limite centrale multidimensionel donne pour N = ZX ;=
j=1

(npla s 7np7‘—1) :

LN N3,

vn

Ainsi, %]Vt(i)_lﬁ £, x*(r —1). Or
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r—1 r—1 r—1
lﬁt(g)ﬂﬁ _ (N; = npj)* (N — np;) (Nk — nipr)
" j=1 P j=1 k=1 "pr
GO 1 2
= Jn4] +n (ZNj—np])
= np; pr \“=
_ i (N; — np;)?
=1 i
r—1 r—1
car ZN]- =n— N, et ij =1-p
j=1 j=1
O

Ce test permet la mise en ceuvre des tests dits du 2.

Test du y?> d’adquation & une loi

On présente ici le test du y? d’adéquation & une loi théorique.

On se demande si une variable aléatoi

re Y suit une loi donnée notée Py.

Soit Yi,..., Y, un échantillon aléatoire indépendant de la loi de Y. On fixe une
partition de R a r éléments R = C; U---UC,. On note N; le nombre d’indices 7 tels

que Y; € (1, ... N, le nombre d’indices i

tels que Y; € C,. Soient p? = Py(Y € C))

les probabilités théoriques, pour une loi P, on note p; = P(Y € C}) et on teste :

Hy : pour tout i =1,...,7r, p; = p!

H, : il existe i tel que p; # p?.

Si on retient Hy, on concluera que la loi de Y est F.

La statistique du test est

On utilise alors le théoreme précédent

et on rejette Hy si D* > x72_,_,. Ce test

est de sensibilité asymptotique « et convergent. La convergence du test provient du
fait que si p; # pY pour un 7 alors en utilisant la loi des grands nombres,
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2
r (Ni 0)
lDQ _ < n p]
0
n = np;
T 0)2
P (p] - pj)
— >0
25

et donc D? tend en probabilité vers oo.

Si la loi Py appartient & une famille paramétrique, Py = Py,, # € R%, si on connait
0o, il n’y a pas de différence avec le cas considéré ci-dessus. Si on ne connait pas 6,
- par exemple, on se demande si la loi de Y est normale - on doit alors estimer 6.
Soit # un estimateur du maximum de vraissemblance de 6,

Théoréeme 9.2 Soit

~

<) = (Vi —np(6))?
D _; T

Alors, sous Py, D? converge en loi (quand n — oo) vers une loi du x* ar—d—1
degrés de liberté.

On rejette alors Hy si D? > X?—d—l,l—a' Ce test est de sensibilité asymptotique
« et convergent.

D’un point de vue pratique, on considere que l'approximation donnée par le
théoreme limite ci-dessus est bonne si n > 30 et que les effectifs théoriques np;(0)
sont supérieures a 5, 7 = 1,...,7. Si cette derniere condition n’est pas vérifiée, on

procede a des regroupements de classes.

4 Test du y? d’indépendance

On considere X = (Y, 7), et X; = (Y;,Z;) i = 1,...,n, un échantillon aléatoire
de loi Px. Y; et Z; sont des variables discretes prenant respectivement les valeurs :
{y1,.- -, ye} et {z1,..., zm}. On veut tester 'indépendance de Y et Z. Le test se base
sur le fait que Y et Z sont indépendants si et seulement si Py = Py ® Py.

Si I'hypothese d’indépendance est satisfaite, p;; = ¢r; avec p;; = P(X =
(vi,25)), ¢ = P(Y = y;), r; = P(Z = z;). On est dans le cadre ci-dessus avec le
parametre 0 = (q1,...,qe—1,71,...Tm—1) € R™2 On estime ¢; par A;Z et r; par

N.; )
L. Soient

2 2
£ m (Ni,j - NZN]> £ m (Ni,j - NZNJ)
IS 3) PR SRENEDAVIES o ol S

N, N,

i=1 j=1
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D? et D3 convergent en loi vers une loi x?({ —1)(m—1) (¢ — 1)(m — 1) =
{xm—1—(—1)—(m—1)). Les tests associés aux régions de rejet

{D? >k} et {D3 >k}

avec k le 1 — a quantile d'une loi x?((¢ — 1)(m — 1)) sont de sensibilité asymp-
totique a et convergents pour les hypotheses

Hy : pij = ¢;r; pour tout (i, )
H, : il existe (4, j) tel que p; ; # ;.
Si on retient Hy, on retient I’hypothese d’indépendance.

Ce test permet aussi de tester I'indépendance de variables non catégorielles, dans
ce cas il faut discrétiser I’ensemble des valeurs prises.

Exercice 6 On souhaite procéder a un test de conformité a une loi de Poisson.

1. On rapelle que X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0 si pour tout
n €N,

A"
P(X =n)=¢ ’\m.
Déterminer E(X) et Var(X).
2. On considere un échantillon aléatoire X1, ..., X,,, indépendant de loi de Pois-

son de parametre \.
Quel est lestimateur du mazximum de vraissemblance de \ ¢
3. Proposer un test pour tester :
Hy - X suit une loi de Poisson
H, : X ne suit pas une loi de Poisson.
4. Application. Pendant 100 intervalles de 10 minutes, on a compté le nombre X

d’ouvriers se présentant a un magasin pour emprunter des outils. Le tableau suivant
donne les valeurs observées pour ces 100 mesures et les effectifs correspondants.

T |96 7T|8]9110|11]12|13|14|15(16 |17 |18 |19 20|21 |22]|23 |24

25

n (17012135 (6|9 (1011989 |7 |5 |43 |1]1

Peut-on conclure que X suit une loi de Poisson ?
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Exercice 7 On procéde a un sondage téléphonique, il est demandé aux sondés s’ils
sont optimistes ou non quant a leur capacité d’achat pour les années a venir. Les
résultats sont présentés par catégories d’age.

Age Optimistes | Pas optimistes
[20, 40] 237 392
[40, 60[ 326 298

> 60 362 258

Peut-on considérer que le fait d’étre optimiste quand a sa capacité d’achat est
indépendante de [’age ?

Un des inconvénients du test d’adéquation du y? est le choix des classes. Cet
inconvénient n’est plus présent pour le test de Kolmogorov-Smirnov.

II Test de Kolmogorov-Smirnov

On considere X, ..., X, un échantillon aléatoire indépendant de méme loi que X.
Soit I la fonction de répartition de X. On défini la fonction de répartition empirique :

1 n
F.(z)=— Tix <0,
(x) n; {Xi<c}
Attention, c’est une variable aléatoire.
Soit

D,, = sup |F,(z) — F(z)|

z€eR

Pour tout x € R, F,(z) s’écrit comme une somme de variables aléatoires indé-
pendentes de loi B(F'(x)). On en déduit :
— F,(z) converge presque stirement (et en probabilité) vers F'(z),

— Va(E,(t) — F(t)) -5 N(0, F(t)(1 - F(1))).

Théoréme 9.3 (Théoréme de Glivenko-Cantelli) D, converge vers 0 presque
surement.

Proposition 9.1 La loi de D,, ne dépend pas de la loi de X . Plus présicément, dans
le cas ou F' est strictement croissante et continue, on a les éqalités en loi :

D, sup |H,(t) —t|

t€(0,1]

: {
= max

ou H, est la fonction de répartition empirique d’une suite (U;)i=1,. ., de vaiid
de loi uniforme U([0,1]) et (Ug))iz1,..n désigne les statistiques de l'ordre associées
a (Ui)i=1,..n i-e. les Uy vérifient

7
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U(l) < U(g) e < U(n) et U(l) = min U, , U(n) = erlla):{ U,.

i=1,...,n =1,...,n

Preuve:

La preuve de la proposition repose sur la remarque suivante : F'(X) ~» U([0, 1]) et
siU ~ U([0,1]) alors F~1(U) ~ X. Ceci implique que pour tout x € R, F,,(x)—F(z)
a la méme loi que H,(F(x)) — F(x).

[

La loi de K,, = \/nD,, (loi de Kolomogorov-Smirnov & 1 échantillon) est tabulée
et converge en loi vers une variable aléatoire K elle aussi tabulée. Ce résultat per-
met de tester si un échantillon provient d’une loi théorique connue. Attention : le
résultat n’est pas valable si les parametres de la loi sont estimés. C’est un des gros
inconvénient du test de Kolmogorov-Smirnov!! Avec R : ks.test.

Si Y1, ..., Yo, est un échantillon de la loi de Y. On note G,,,(x) la fonction de
répartition empirique associée. Soit

Dn,m = sup |Fn(x) - Gm(‘r)‘

zeR

Si la loi de X est la méme que celle de Y, la loi de D, ,, est la méme que la loi
de sup,epo 1 [Hn(t) — In(t)| ot H,, et I, sont les fonction de répartition empiriques
de suites de variables aléatoires uniformes ¢([0, 1]), on a aussi 1’égalité en loi :

(A
Vo <V < U<i+1>}»

c
Dy, ;, = max
n

ou (Ug))i=t...,
U([0,1]) et (Vij))j=1,..m désigne les statistiques de I'ordre associées a (V;);=1,..m:

e
Vi~ U([0,1]). Pour
()
Cnym = -+ — ;
n o m

Kpm = ¢nmDpm suit une loi de Kolmogorov-Smirnov a deux échantillons et
converge en loi vers une variable aléatoire K elle aussi identifiée. On peut donc tester
si deux échantillons proviennent de la méme loi (avec R : ks.test). Ce test est une
alternative au test paramétrique de Student de conmparaison de deux moyennes.

n désigne les statistiques de 'ordre associées a (U;)i=1. n, Ui ~»

III Test de Shapiro-Wilk

Le test de Shapiro-Wilk permet de tester la normalité d’un échantillon, quel que
soit sa taille et sans estimer les parametres de la loi.
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1 Droite de Henry

Il s’agit de représenter les quantiles théoriques d'une loi “connue”en fonction des
données x;.

Soit F; les fréquences cumulées empiriques, on note u} le quantile de la loi théo-
rique correspondant : P(Z < u}) = F;. Si le graphe (x;, u}) est quasiment une droite,
alors, la loi empirique est proche d’une transformation affine de la loi théorique. En
particulier, si la loi théorique condidérée est une loi N (0, 1) alors la loi empirique
est proche d’une loi normale (avec R : qgnorm, la commande qqline rajoute une
droite qui passe par les premiers et troisiemes quantiles, la commande qgplot trace
la droite de Henry pour deux échantillons).

Exemple : la distribution suivante qui donne des résultats d’essais de fatigue d’'un
matériau (nombre de cycles avant rupture) :

225 31 400 62 850 39 89 5H80 115 442 270 125 342 251 140‘

2 Test de Shapiro-Wilk

Ce test est spécifique a la loi normale. Son principal avantage est qu’il ne re-
quiere pas d’estimation préalable des parametres. L’idée est de tester la proximité
du nuage de points des écarts inter-quartiles empiriques et des écarts inter-quartiles
d’une loi normale centrée réduite, a la droite des moindres carrés correspondante.
Si (Uy,...,U,) est un échantillon aléatoire indépendant de loi N(0,1), on note
V = (Vi,...,V,) Péchantillon ordonné : Vi = min;—y__,, U;, ...., V,, = max;—y__, U;
(voir ci-dessous pour les détails sur les satistiques de l'ordre). p est le vecteur d’es-
pérance de V', X = IE[(V — p)(V — w)'], enfin

- 9 \-1
a' = p' ST (s ),
a=(a,...,a,).
Etant donné un échantillon aléatoire indépendant X = (Xi,...,X,) et ¥ =
(Y1,...,Y,) sa statistique de l'ordre, on définit :

2

1
T, =
n—1

(5]
Z an—i+1(Yn—i+1 - Yi)
i=1

Sous Hy : les X; suivent des lois normales N (v, o), T,, est un estimateur asymp-
totiquement sans biais de 2.

La statistique du test de Shapiro-Wilk est

T
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La loi de SW est indépendante de v et o, cette statistique est aussi indépendante

de Xn et de S2.

Pour mettre en ceuvre ce test, on dispose de tables qui donnent les a; et les va-
leurs critiques de la statistique SW.

10

O = W DN =

0,7071

0,7071

0,6872
0,1677

0,6646
0,2413

0,6431
0,2806
0,0875

0,6233
0,3031
0,1401

0,6052
0,3164
0,1743
0,0561

0,5888
0,3244
0,1976
0,0947

0,5739
0,3291
0,2141
0,1224
0,0399

11

12

13

14

15

16

17

18

19

© 00 1O U W N =

—_
e}

0,5601
0,3315
0,226
0,1429
0,0695

0,5475
0,3325
0,2347
0,1586
0,0922
0,0303

0,5359
0,3325
0,2412
0,1707
0,1099
0,0539

0,5251
0,3318
0,246
0,1802
0,124
0,0727
0,024

0,515
0,3306
0,2495
0,1878
0,1353
0,088
0,0433

0,5056
0,329
0,2521
0,1939
0,1447
0,1005
0,0593
0,0196

0,4963
0,3273
0,254
0,1988
0,1524
0,1109
0,0725
0,0359

0,4836
0,3253
0,2553
0,2027
0,1587
0,1197
0,0837
0,0496
0,0163

0,4808
0,3232
0,2561
0,2059
0,1641
0,1271
0,0932
0,0612
0,0303

0,4734
0,3211
0,2565
0,2085
0,1686
0,1334
0,1013
0,0711
0,0422
0,014

=

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

— = = e e
STERERN DS ©0 ootk W

0,4643
0,3185
0,2578
0,2119
0,1736
0,1399
0,1092
0,0804
0,053
0,0263

0,459
0,3156
0,2571
0,2131
0,1764
0,1443

0,115
0,0878
0,0618
0,0368
0,0122

0,4542
0,3126
0,2563
0,2139
0,1787
0,148
0,1201
0,0941
0,0696
0,0459
0,0228

0,4493
0,3098
0,2554
0,2145
0,1807
0,1512
0,1245
0,0997
0,0764
0,0539
0,0321
0,0107

0,445
0,3069
0,2543
0,2148
0,1822
0,1539
0,1283
0,1046
0,0823
0,061
0,0403
0,02

0,4407
0,3043
0,2533
0,2151
0,1836
0,1563
0,1316
0,1089
0,0876
0,0672
0,0476
0,0284
0,0094

0,4366
0,3018
0,2522
0,2152
0,1848
0,1584
0,1346
0,1128
0,0923
0,0728
0,054
0,0358
0,0178

0,4328
0,2992
0,251
0,2151
0,1857
0,1601
0,1372
0,1162
0,0965
0,0778
0,0598
0,0424
0,0253
0,0084

0,4291
0,2968
0,2499
0,215
0,1064
0,1616
0,1395
0,1192
0,1002
0,0822
0,065
0,0483
0,032
0,0159

0,4254
0,2944
0,2487
0,2148
0,187
0,163
0,1415
0,1219
0,1036
0,0862
0,0697
0,0537
0,0381
0,0227
0,0076
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5% 1% | N 5% 1%
0,767 0,753 | 25 0,918 0,388
0,748 0,687 |26 0,92 0,801
0,762 0,686 | 27 0,923 0,804
0,788 0,713 |28 0,924 0,396
0,803 0,73 |29 0,926 0,898
0,818 0,749 | 30 0,927 0,9
0,820 0,764 | 31 0,929 0,902
0,842 0,781 |32 0,93 0,904
11 0,85 0,792 |33 0,931 0,906
12 0,859 0,805 | 34 0,933 0,908
13 0,856 0,814 |35 0934 091
14 0874 0,825|36 0935 0,912
15 0,881 0,835 |37 0,936 0,914
16 0,837 0,844 | 38 0,938 0,916
17 0,892 0,851 | 39 0,939 0,917
18 0,897 0,858 | 40 0,94 0,919
19 0,901 0,863 |41 0,941 0,92
20 0,905 0,868 | 42 0,942 0,922
21 0,908 0,873 |43 0,943 0,923
22 0,911 0,878 |44 0,944 0,924
23 0,914 0,881 |45 0,945 0,926
24 0,916 0,884 |46 0,945 0,927
A7 0,046 0,028 |48 0,047 0,929
49 0,47 0,929 | 50 0,947 0,93

S © 00 oot w2

Tester la normalité de la distribution suivante qui donne des résultats d’essais de
fatigue d’'un matériau (nombre de cycles avant rupture) :

]225 31 400 62 850 39 89 580 115 442 270 125 342 251 140‘

Quel autre ajustement pourrait-on proposer ?

IV Tests de rang

Il s’agit de tests non paramétriques de comparaison. De maniere générale, on
préfere effectuer des tests paramétriques, en effet, les tests non paramétriques sont
moins sensibles ; ¢’est a dire que, pour un test non paramétrique, la probabilité d’ac-
cepter Hy alors que Hy est fauusse est plus importante, par contre lorsque ’on rejette
Hy, on peut étre raisonablement confiant quand a cette conclusion).

Dans les tests du rang, les valeurs observées sont remplacées par leurs rangs au
sein des échantillons. L’idée du test est la suivante : on ordonne toutes les valeurs
observées (i.e. les valeurs de tous les échantillons concernés), si le facteur étudié a
une influence, les valeurs d'un des échantillons seront “dans les premiers” parmi les
valeurs ordonnées.
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1 Statistiques de ordre, de rang

Si (Xi,...,X,) est un échantillon aléatoire indépendant i.d., on lui associe le
vecteur aléatoire X, = (Xp),..., X)) : échantillon ordonné.
X(l)—mlnX<X() --<X()—maXX

i=1,..., i=1,...,

La loi de X(1) a pour fonction de répartition :

Fi(t)=1—[1— F(t)]" ou F est la fonction de répartition de X.

La loi de X(;,) a pour fonction de répartition :

Plus généralement, on obtient :

P(Xq < t) Z Ci[F F)"
Définition 9.1 Le rang de X; dans la liste X4,..., X, est :

Ri =1+ Z ][Xj<X7,"
J#i
C’est le rang occupé par X; dans la suite ordonnée Xy < --- < X(y).

2 Le test de Wilcoxon

Il s’agit de comparer deux échantillons (Xi,...,X,) et (Y1,...,Y,,), indépen-
dants. Sont-ils issus de la méme loi? Soit N =n +m et

(Ziy.. Zx) = (X1, X, Ve, oY)

I’échantillon concaténé. On considere les statistiques d’ordre et du rang attachées
a cet échantillon :

Z(l) <. <Z(N)> RZ _1+Z]IZ <Z;-

Si X et Y ont méme loi, alors la variable aléatoire Ry, a valeur dans I’ensemble
des permutations de {1,..., N} est uniforme (P(Rz = o) = ), cette loi est indé-
pendante de la loi commune de X et Y.

On note Wy la somme des rangs des X; : Wx = Z Rz(7). On montre que
=1
nm(N + 1)

12 '

La loide Wx — = "+1) est tabulée et permet de construire un test de comparaison
de deux échantillons.

n(N +1)

E(Wx) = et Var(Wx) =
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Exemple : on veut comparer les performances de deux groupes d’éleves a des
tests d’habilité manuelle. Les performances en minutes sont les suivantes :

Groupe I | 22|31 |14 |19 |24 |28 |27 |29
Groupe I | 25 | 13 {20 | 11 |23 |16 | 21 | 18 | 17 | 26

On se demande s’il y a une différence significative entre les deux groupes (avec
R : wilcox.test).



Chapitre 10

Exemples d’estimation non
paramétrique

I Estimation d’une densité de probabilité

Lorsque 'on fait les tests de Kolmogorov-Smirnov, on utilise la convergence de
la fonction de répartition empirique vers la fonction de répartition. On souhaite
maintenant obtenir une estimation de la densité de probabilité f, dans le cas ou la
variable aléatoire X est a densité. On considere Xy, ..., X,, un échantillon aléatoire
indépendant de méme loi que X.

1 Histogramme empirique

Une premiere approximation de la densité est fournie par I'histogramme. Pour

cela, on choisit des classes : [zg, 1], |T1, 2], ..., |Tx_1, Tx], 'histogramme est constitué
by v

n(z;i—xi—1)’ ou

pour chaque classe d'un rectangle de hauteur f; =

N; = Z ]I}xiflyﬁi]<Xj>‘
j=1

P(zi—1<X§$i))
Ti—Ti—1 ’
Si x; et x;_; convergent vers x alors ce rapport converge vers f(z). Considérons des
classes toutes de méme taille h. Alors on considere f,(z) = 7]LV_h stz <x <uwz. Le

probleme est de choisir les x;.

Il s’agit d’une approximation de I'histogramme théorique (ﬁ converge vers

2 Fenétres mobiles

Une réponse a ce probleme du choix des z; est donnée par les fenétres mobiles :
pour x € R, I, = [z — %,x + %], soit

Nx = Z I[{Xjelz}a

j=1
et

95
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n

~ 1 1 x—X;
=—N, = — i J
b = = S ()

11

avec I = [—3, 3]. On peut montrer que si h — 0 et nh — oo alors fn(az) converge
vers f(x). On a aussi un théoreme de la limite centrale fonctionnel.

3 Versions lisses

L’approximation ci-dessus est assez irréguliere (a cause de la fonction 1;). Pour
obtenir un estimateur plus régulier, on peut remplacer 1; par une fonction réguliere
K appelée noyau. Par exemple :

1 1
K(x) = exp <——x2> (noyau gaussien),

V2 2
3 u?
K(z) = < (1 — E) si|u| < V5 (noyau d’Epanechnikov).

Julr) = %ZK (x _hXj) |

4 Un exemple

Le tableau ci-dessous donne la hauteur de 50 pieces usinées.

21.86 | 21.9 | 21.98
21.84 | 21.89 | 21.96
21.88 | 21.92 | 21.98
21.9 | 21.91 | 21.95
21.92 | 21.91 | 21.97
21.87 1 21.92 | 21.94
21.9 | 21.91 | 22.01
21.87 | 21.93 | 21.96
21.9 | 21.96 | 21.95
21.93 | 21.91 | 21.95
21.92 | 21.97 | 21.97
21.9 | 21.97 | 21.96
21.91 | 21.97 | 21.95
21.89 | 21.97 | 21.94
21.91 | 21.98 | 21.97
21.87 | 21.95 | 21.95
21.89 | 21.89

Sous R, l'estimation de la densité peut se faire avec la commande density.



I. ESTIMATION D’UNE DENSITE DE PROBABILITE

Density

Frequency

Histogram of hauteur

15

10

o 4 ] ]
[ I I I I I
2180 2185 2190 2195 2200 2205

hauteur

noyau gaussien

I I I I I I
21.80 2185 21.90 21.95 22.00 22.05

N =50 Bandwidth =0.01568

97
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noyau epanechnikov

w —_
|:D —
=
2
[T
-]
o —
c} —
| | | | | |
21.80 2185 21.90 2195 2200 2205
N =50 Bandwidth =0.01568
noyau indicatrice
o —
(D —_
=
[7:]
=
D
o < -
N —
O —

I I I I I I
21.80 2185 21.90 21.95 22.00 22.05

N =50 Bandwidth =0.01568
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II Estimation des quantiles

L’estimation des quantiles revét un intérét particulier. Par exemple, la VaR (Va-
lue at Risk) utilisée comme indicateur de risque dans de nombreux domaines, n’est
rien d’autre qu’'un quantile.

La fonction quantile d’une distribution de probabilités est I'inverse généralisé de
la fonction de distribution F :

F~l(p) =inf{z €R, F(x) > p}.

1 Quantiles empiriques

On définit alors la fonction quantile empirique F; ' comme l'inverse généralisé
de la fonction de répartition empirique F,.

On admettra que F,'(p) converge vers F~'(p) en tout point de continuité de
F~1! si et seulement si F),(t) converge vers F(t) en tout point de continuité de F.

2 Lien avec les statistiques d’ordre

Etant donné un échantillon aléatoire iid (X1,...,X,), onnote (X),...,Xp) la
statistique d’ordre associée.

On a la relation suivante :

i—1 i
Vp € —1, F7Yp) = X
p } - n} w (p) (i)

3 Résultats asymptotiques

On a le résultat asymptotique suivant dans le cas ou la fonction de répartition
F est différentiable : pour tout p €]0, 1],

Va(F; (p) — F\(p)) = N(0,0%(p))

avec

2 p(1—p)
7 W)= e

Ce résultat pose ainsi la question de I'estimation de la densité.

L’utilisation de la transformation par quantiles peut permettre de trouver des
intervalles de confiance pour les quantiles, sans passer par ’estimation de la densité,
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dans le cas d'une fonction de répartition strictement croissante et continue. On note
Uy = F(Xy),...,U, = F(X,). Les U; sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. On note
Uwy, -, Uy les statistiques d’ordre associées. On a alors

P(Xxy < F7H(p) < X)) =P(Upy < p < Upp).
On admet que pour

k p(1 —p)

1 —
—:p—Zl_% u
n n

n
on a :

PUw <p<Up) —1—a.

On peut alors choisir X et X, comme bornes d'un intervalle de confiance de
niveau asymptotique 1 — o pour F~!(p).



