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Exercice 1
Soit (α1, . . . , αn) des réels strictement positifs. Soit (Y1, . . . , Yn) des variables
indépendantes suivant des lois gamma de paramètres respectifs (α1, . . . , αn).

1. Déterminer la loi jointe du vecteur
(

Y1
Y1 + Y2

, Y1 + Y2

)
.

2.
Y1

Y1 + Y2
et Y1 + Y2 sont-elles indépendantes ?

3. En déduire les moments joints E

((
Y1

Y1 + Y2

)β1 ( Y2
Y1 + Y2

)β2)
de

Y1
Y1 + Y2

et
Y2

Y1 + Y2

4. Montrer que le vecteur
(

Y1
Y1 + · · ·+ Yn

, . . . ,
Yn−1

Y1 + · · ·+ Yn

)
est indépen-

dant de Y1 + · · ·+ Yn

5. En déduire les moments joints E

(
n∏
i=1

(
Yi

Y1 + · · ·+ Yn

)βi)
.

6. Calculer la covariance de
Y1

Y1 + · · ·+ Yn
et

Y2
Y1 + · · ·+ Yn

. Ces deux va-

riables sont-elles indépendantes ?

Exercice 2
Soit X une variable aléatoire d’espérance finie.

1. (Inégalité de Jensen) Montrer que pour toute fonction convexe φ,
E(φ(X)) ≥ φ(E(X)).

2. Soit p, q deux réels tels que 1 ≤ p ≤ q. Montrer que ||X||p ≤ ||X||q.
3. Soit p un réel tel que p ≥ 1. Montrer que ||X||p −→

p→∞
||X||∞.

Exercice 3
Soit N une variable aléatoire à valeur dans [[0;n]] et X1, . . . , Xn des variables iid
d’espérance et variance finies.

1. Quelle est l’espérance de E

(
N∑
i=1

Xi

)
?

2. Quelle est la variance de E

(
N∑
i=1

Xi

)
?

3. Montrer que N et
N∑
i=1

Xi sont indépendants si et seulement si N est dé-

terministe.

Exercice 4
Soit X une variable aléatoire d’espérance et de variance finie.

1. Montrer que Var(X) = inf
a∈R

E((X − a)2).

2. Pour tout A ∈ R+ on note fA la fonction définie par :

fA(x) =


−A si x ≤ −A
x si x ∈ [−A;A]
A si x ≥ A.

Montrer que si A ≥ |E(X)| alors Var(fA(X)) ≤ Var(X)
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