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Exercice 1 : Autour de la convergence en loi

Soit (X,,)new une suite de v.a dans R? et X une v.a dans R?.

1. Rappeler la définition de la convergence en loi notée X, LNS'S
n—oo

2. Montrer que si X, L0 X et que f : R? — R” est continue, alors
n—oo

F(Xa) = f(X)
n—00
3. On rappelle que la convergence en probabilité implique la conver-
gence en loi. Inversement, montrer que la convergence en loi
vers une constante ¢ € R implique la convergence en proba-
bilité vers c. On pourra utiliser la fonction continue bornée

1
fe(z) = min (1, —||z — c||) et l'inégalité 1j,_q> < fo(x) valable
- >

pour tout = dans R%.

Exercice 2 : Convergence en loi du maximum de v.a i.i.d

On rappelle que pour des variables aléatoires réelles

X, LN GPN (Fxn(x) — Fx(x), pour tout x ou Fyx est continue)

n—o0 n—oo

Soit (Uy)nen une suite de v.a i.i.d. On définit :
X, = max(Uy, ..., Uy,).
1. On suppose que Uy ~ U(]0, 6])

(a) Calculer la fonction de répartition de X,,. (On pourra se souvenir
de I'exercice 2 de la feuille de TD 4.

(b) Montrer que

n(@—Xn) gY’
6 n—o0

ou Y suit une loi exponentielle de parameétre 1.

2. On suppose que U; ~ £(1)

(a) Calculer la fonction de répartition de X,,. (On pourra se souvenir
de l'exercice 3 de la feuille de TD 4.

(b) Montrer que

X, —logn LN Z,

Nn—oo

ou Z suit une loi de Gumbel caractérisée par sa fonction de
répartition

—x

Ve e R, Fz(x)=¢€e"°

Exercice 3 : Convergence en loi pour des v.a continues

Soit (X, )nen une suite de v.a dans RY de loi donnée par une densité f,

et X une v.a dans R de loi donnée par une densité f. On rappelle que si

loi
fn converge presque partout vers f, alors X, - X,
n—oo

1. On suppose que X, ~ &(A\,) et que A\, — A. Montrer que
n—oo
X, % ().

n—oo

2. On suppose que X,, ~ N (i, 0,,) et que (pin, 0,) — (i1, o). Montrer
n—o0

que X,, % N(p,0).
n—oo



Exercice 4 : Convergence en loi pour des v.a discrétes

Soit (X, )nen une suite de v.a dans IN et X une v.a dans IN. On rappelle
que
X, % X e—

n—o0

<Vk €N, P(X, = k) — P(X = k)) .

n—oo

1. On suppose que X, ~ B(n,p,) et que np, — 6 avec § € R,.
n—oo
Montrer que X, ~2 Poi(0)
n—oo

2. Application : Une société de location de voitures a calculé que la
probabilité qu'une de ses voitures louée ait un accident est égale a
0,2%. On suppose que les accidents sont indépendants les uns des
autres. Chaque jour, 1000 voitures de la société sont en circulation.
On note N le nombre de voitures accidentées.

(a) Quelle est la loi de N'?

(b) Donner une valeur approchée de la probabilité pour qu'il y ait
au moins 5 voitures accidentées dans la journée.

Exercice 5 : Convergence en loi de v.a discrétes vers une v.a
continue et vice-versa

Soit (X, )nen une suite de v.a réelles.

1. On suppose que X, suit une loi uniforme sur {1, ...,n}. Montrer que

Xn loi
- QOLI([O, 1]).

2. On suppose que X, ~ G(p,) et que np, — 0 avec § > 0. Montrer
n—oo

que
Xn ot
Sn 10 £(9).
n n—oo

3. On suppose que X,, ~ N(0,0,) et que g, — 0. Montrer que

n—oo

X, 2% 0.

n—0o0



