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Éléments de correction soutien no 3

L'intégrale stochastique et début de la formule d'Itô

Exercice 1 : Intégrale de Wiener

1. Justi�er que la variable aléatoire Xt =
∫ t
0 (sin s) dBs est bien dé�nie comme intégrale de

Wiener.

2. Justi�er que X est un processus gaussien. Calculer son espérance et sa covariance E(XsXt).

3. Montrer que le processus X est une martingale.

4. Quelle est la variation quadratique de X ?

Correction exercice 1 :

1. La fonction sin est une fonction déterministe, de carré intégrable sur tout intervalle [0, t]. On

est donc dans le cadre de dé�nition de l'intégrable de Wiener et Xt est bien dé�nie en tant

que tel.

2. D'après le cours, on sait que l'intégrale de Wiener est un processus Gaussien centré et de

fonction de covariance donnée par :

Γ(s, t) := Cov(Xs, Xt) =

∫ s∧t

0
sin(u)2du

=

∫ s∧t

0

1− cos(2u)

2
du

=
s ∧ t

2
−
[

sin(2u)

4

]s∧t
0

=
1

2
s ∧ t− 1

4
sin(2s ∧ t).

Calculons pour tout s ≤ t, E
[
X2

t

∣∣Fs

]
.

3. Il s'agit d'une propriété du cours que nous allons redémontrer : l'intégrale stochastique est

une martingale.

Commençons pas dire que (Xt)t≥0 est un processus Ft-adapté où Ft = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t) la

�ltration naturelle du mouvement Brownien. Il est de carré intégrable donc intégrable. En

e�et, E
[
X2

t

]
= Γ(t, t) = 2t−sin(2t)

4 <∞. Il nous reste à montrer la propriété de conservation
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de l'espérance conditionnelle. Pour cela, on se sert du fait que l'intégrale de Wiener dé�nit

un processus à accroissement indépendants.

E
[
Xt

∣∣Fs

]
= E

[
Xt −Xs +Xs

∣∣Fs

]
= E [Xt −Xs] +Xs car Xt −Xs est indépendant de Fs et Xs est Fs-mesurable

= 0 +Xs.

4. Il s'agit également d'une propriété du cours : la variation quadratique de l'intégrale stochas-

tique de I(θ) où θ est une bon processus est

〈I(θ)〉t =

∫ t

0
θ2udu.

Redémontrons ce résultat. Soit s ≤ t.

E
[
X2

t

∣∣Fs

]
= E

[
(Xt −Xs +Xs)

2
∣∣Fs

]
= E

[
(Xt −Xs)

2
∣∣Fs

]
+ 2XsE

[
Xt −Xs

∣∣Fs

]
+X2

s (par Fs-mesurabilité de Xs)

= E
[
(Xt −Xs)

2
]

+ 2Xs × 0 +X2
s (car X est à accroissements indépendants)

= V(Xt −Xs) +X2
s

= Γ(t, t) + Γ(s, s)− 2Γ(s, t) +X2
s

= Γ(t, t)− Γ(s, s) +X2
s (car Γ(s, t) = Γ(s ∧ t, s ∧ t) et s ≤ t)

On en déduit que (X2
t −Γ(t, t))t∈R+ est une martingale et donc que la variation quadratique

de X vaut :

〈X〉t = Γ(t, t) =
1

2
t− 1

4
sin(2t),

qui est bien égal à
∫ t
0 sin(u)2du d'après le calcul de la question 2.
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