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TD n°3
MOUVEMENT BROWNIEN (SUITE) ET INTEGRALE DE WIENER

Exercice 1 : Temps d’atteinte du mouvement Brownien.
Soit a > 0, (B¢)ier, un mouvement Brownien et soit T, := inf{t > 0, B; = a} le premier temps
d’atteinte du point a par un mouvement Brownien.

1. En utilisant une des martingales du mouvement Brownien , calculez sa transformée de La-
place :
E [exp(—ATy)]
pour tout A > 0.

2. En déduire que P (T, < +00) =1 et que E [T;,] = +o0.

Exercice 2 : Principe de Réflexion et loi du Maximum.

Soit B un mouvement Brownien. Pour tout ¢ € R, on note S¢ = sup,e(g Bs le maximum du
mouvement Brownien sur U'intervalle [0,¢]. Le but de cet exercice est d’utiliser un principe dit “de

réflexion” (illustration Figure 1) pour calculer la loi de S;.

1. On note T, := inf{t > 0, B, = a} le premier temps d’atteinte de a par le mouvement

Brownien. On note B¢ = By, — Br,. Que pouvez-vous dire du processus (Bf)secr, ?
Montrez que P [S; > a, B, < b =P [Ta <t B <b-— a].

En déduire que P [S; > a, By <b] =P [Ta <t Bf p >a- b].

En déduire que P [S; > a, By < b] = P [B; > 2a — b] (voir illustration Figure 1) .

A

En conclure que P [S; > a] = 2P [B; > a] = P [|By| > a] et donc que

d
St = ‘Bt| .

Exercice 3 : Intégrale de Wiener

1. Justifier que la variable aléatoire X; = fg’ (sins)dBs est bien définie comme intégrale de

Wiener.

2. Justifier que X est un processus gaussien. Calculer son espérance et sa covariance E(XXy).



3. Montrer que le processus X est une martingale.

4. Quelle est la variation quadratique de X 7

Exercice 4 : Vers l’'intégrale stochastique générale...

Le but de cet exercice est de calculer 'intégrale stochastique fg BsdB; , en utilisant la construction
vue en cours par approximation par des processus étagés.

1. Montrer que le mouvement Brownien (B;);er, est un bon processus.

2. On définit le processus étagé suivant :

n—1
= E Btkl[tk,tk+1[(t) )
k=0

2
avec ty 1= % Montrer que B" L%Ot]) B c’est a dire que : E [f[f(B? - BS)st} — 0.

3. Calculer f(f B?dB;. On pourra exprimer le résultat comme fonction du mouvement Brownien.

4. Montrer enfin que

1

t
1
/ B,dB; = —B? — _t.
0 2 2

Remarque : On s’assure que By, est bien mesurable par rapport & la tribu indexée par la borne gauche de
intervalle [tg, ;11| & savoir F, . Si, par exemple, on remplagait B, par By, qui n’est pas F, -mesurable

mais F3, . -mesurable, on obtiendrait un résultat différent (Exercice : le vérifier).
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FIGURE 1 — Illustration du principe de réflexion par Hugo Vanneuville. A gauche, un mouvement Brownien sa-
tisfaisant I’événement {S; > a, By < b}. A gauche, le méme mouvement Brownien aprés réflexion pour s > T, et
qui vérifie maintenant By > 2a — b. L’idée est que par la propriété de Markov (forte) et par symmétrie, le deuxiéme
processus est aussi un mouvement Brownien.



