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Séance no 4

Formule d'Itô et application aux Équations différentielles stochastiques

Les trois premiers exercices sont extraits de l'examen 2019.

1 Processus d'Itô et EDS

Exercice 1 : Processus d'Itô

Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien standard. Ecrire les processus suivants comme processus d'Itô,

c'est à dire sous la forme :

x0 +

∫ t

0
µ(s,Bs)ds+

∫ t

0
σ(s,Bs)dBs.

1. Xt = exp( t2) sin(Bt)

2. Yt = B2
t exp (Bt + t)

3. Zt = exp
(
aBt − ta

2

2

)
, a ∈ R

4. Le(s)quel(s) des processus précédents sont des martingales ? Justi�ez votre réponse.

Exercice 2 : EDS régissant un processus stochastique

1. Soit Yt = X1(t)X2(t), avec X1 et X2 dé�nis par leurs EDS :

dX1(t) = f(t)dt+ σ1(t)dBt

dX2(t) = σ2(t)dBt

Déterminer l'équation di�érentielle stochastique régissant Yt.

2. Soit α, β deux constantes. Soit Z dé�ni par son EDS :

dZt = −
1

2
αZtdt+

1

2
βdBt.

Soit

Kt = Zte
α t

2 .

Déterminer l'équation di�érentielle stochastique régissant Kt.
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2 Résolution d'EDS

Exercice 3 : - Une EDS sur [0, 1[

On considère l'équation di�érentielle stochastique suivante sur l'intervalle de temps [0, 1[ :dXt = −
Xt

1− t
dt+ dBt

X0 = x0 ∈ R,

1. Soit (Xt)t≥0 une solution de l'EDS. Appliquer la formule d'Itô à Yt :=
Xt
1−t

2. En déduire que l'EDS admet une unique solution et que cette solution véri�e :

Xt = (1− t)x0 + (1− t)
∫ t

0

1

1− s
dBs

3. Montrer que (Xt) est un processus Gaussien. Calculer sa fonction espérance ainsi que sa

fonction de covariance. Préciser la loi de Xt pour tout t dans [0, 1[.

Exercice 4 : Processus d'Ornstein-Uhlenbeck.

Pour décrire la dynamique des taux courts, en particulier dans le modèle de Vasicek (1977), on

modélise l'évolution du processus de taux par la di�érentielle stochastique suivante (avec a, b > 0) :

dXt = a(b−Xt)dt+ σdWt

1. En appliquant la formule d'Itô au processus Yt = (Xt− b)eat, déterminer la solution de cette

EDS, appelée processus de Ornstein-Uhlenbeck.

2. On suppose que X0 = x0 ∈ R. Justi�ez que (Xt)t≥0 est un processus Gaussien dont on

précisera la fonction espérance et la fonction de covariance. Préciser la loi de Xt, pour tout

t ≥ 0. Quelle est la limite en loi de Xt lorsque t→∞ ?

Exercice 5 : Equation de Black et Scholes.

On considère deux actifs : un actif sans risque (S0
t )0≤t≤T de taux de rendement r > 0 et un

actif risqué (St)0≤t≤T de taux de rendement µ > 0 et de volatilité σ > 0 régis par l'équation de

Black-Scholes :
dS0

t = S0
t r dt ,

dSt = St (µdt+ σ dWt) ,

où (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien standard. Pour simpli�er les expressions, on suppose que

S0
0 = S0 = 1.

1. Calculez S0
t .

2. En appliquant la formule d'Itô à ln(St), montrez que St = exp
(
(µ− σ2

2 )t+ σWt

)
.
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