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Séance n°5

THEOREME DE GIRSANOV

Exercice 1 : Probabilité de ruine et mouvement brownien avec dérive

Soit (Bt)s>0 un mouvement Brownien défini sur un espace probabilisé filtré (Q, F,P) et adapté par

rapport a une filtration (F;);>0. On modélise I'argent détenu par une personne & un instant ¢ par :
Xt = X0 +Mt— O'Bt,

ot g > 0 est I'argent au temps 0, p > 0 est le revenu de la personne par unité de temps (dérive),
B; représente un risque et o > 0 le paramétre de volatilité. On se demande quelle est la probabilité
que cette personne soit ruinée & un moment, en fonction des paramétres xg, i et o. Pour cela, on
définit le temps de ruine :

Ty = inf{t > 0, X; = 0}.

Le but de l'exercice est de calculer la probabilité de ruine : P(7y < +00).

1. Posons a = %2 et ¢ = £. On considére le processus

Bt = Bt — Ct,

et le temps d’atteinte :
T, := inf{t > 0, B; = a}.

Montrer que Ty = Ta.

2. On fixe un horizon de temps t > 0. Justifier que (Bs)o<s<¢ est un mouvement brownien
standard par rapport & une autre mesure de probabilité @; que 'on explicitera en fonction
de P, de t et de c.
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3. Justifier que P(Tp < t) = Eq, [1Ta<t6—th—2t] )
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4. En justifiant que Tj est un temps d’arrét et que (e t_Tt)tzg est une Q;-martingale, en

déduire, par le théoréme d’arrét, que :
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5. On admet que pour un mouvement Brownien standard, le temps d’atteinte de la valeur a :
2

T, a pour densité Iz, (z) = \/%%lxw. En conclure que
a2 C2l‘
—ca * a e 2w 2
P(Th < 4+o0) =e —_———dx.
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En calculant la derniére intégrale, on trouve que
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P(Ty < +00) = e 2 = exp(— 3

Exercice 2 : Probabilité neutre au risque.

On considére deux actifs : un actif sans risque (S?)o<;<r de taux de rendement r > 0 et un actif
risqué (S;)o<i<r de taux de rendement 1 > 0 et de volatilité o > 0. On fait '’hypothése que le

taux d’actif risqué évolue selon la formule de Black-Scholes. Autrement dit :
dsY = SPrdt,

et :
dS; =Sy (pdt+ odBy) ,

ol (Bt)t>0 est un mouvement Brownien standard. On appelle actif risqué actualisé le processus

<§t)0§t§T . <§;>0§th '

Pour simplifier les expressions, on suppose que S = Sy = 1.

1. Calculez SY.
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En appliquant la formule d’It6 & In(S;), montrez que S; = exp ((u - %2)t + O'Bt).

Donnez ’équation stochastique satisfaite par §t.

= W

On note P la probabilité sous-jacente (sous-laquelle (By);>0 est un mouvement Brownien).

Soit Q7 la probabilité définie sur Fp par

_ 1 — 0\ 2
dQr = exp (ULBT—2<TO_M> T> P .

Que pouvez-vous dire de (Wy := By — “=F t)o<y<1 sous Qr?

5. Montrez que (S¢)o<t<7 est une martingale sous Qr et écrire (St)o<t<7 comme processus d’Ito

sous Q7 (a l'aide de W;). On appelle Q7 la probabilité neutre au risque.
6. Soit @ € R. On note :
F(t,x) = e” T2 _2q2 + 2.

(a) Montrez que (M; := F(t, S;))o<i<7 est une martingale sous Q.

(b) Calculez Eq, [(ST - a)ﬂ.



