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TD 9
Convolution et fonction caractéristique.

Exercice 1. Covariance en dimension supérieure.
Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur aléatoire de matrice de covariance

Cov (X) =

 2 2 −2
2 5 −1
−2 −1 4

 .
Calculer Var (3X1 −X2 + 2X3).

Exercice 2. Loi exponentielle. 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, où
X ∼ E(α) et Y ∼ E(β), avec α, β > 0 et α 6= β.

(a) Donner la loi de X + Y .

(b) Calculer P [X < Y ].

2. Soit (X1, · · · , Xn) une famille de variable aléatoire i.i.d de loi exponentielle de paramètre λ.
Montrer que

∑n
i=1Xi ∼ Γ(n, λ) :

(a) en calculant le produit de convolution des probabilités.

(b) en utilisant la fonction caractéristique.

Exercice 3. Loi normal. 1. On suppose connue la fonction caractéristique de la loi N (0, 1) :
φ(t) = e−t

2/2. En déduire la fonction caractéristique de la loi N (µ, σ2).

2. Soit (X1, · · · , Xn) une famille de variable aléatoire indépendantes telles que pour tout i,
Xi ∼ N (µi, σ

2
i ). En utilisant la fonction caractéristique, montrer que

n∑
i=1

Xi ∼ N

(
n∑
i=1

µi,
n∑
i=1

σ2
i

)
.

3. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes normales centrée réduites. Utiliser la
fonction caractéristique pour en déduire la loi de (X + Y,X − Y ).

4. En utilisant la relation entre la fonction caractéristique et ses moments, en redéduire E [Xn],
pour tout n ∈ N.

Exercice 4. Loi de Poisson.
Soit X une variable aléatoire de poisson de paramètre λ.

1. Calculer la fonction caractéristique φX de X.

2. En déduire φX−λ√
λ

.
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3. Montrer que φX−λ√
λ

converge simplement vers la fonction caractéristique de la loi N (0, 1)

lorsque λ tend vers l’infini.
Remarque : on dit que X−λ√

λ
converge en loi vers la loi N (0, 1) lorsque λ tend vers l’infini.

Exercice 5.
Soit X une variable aléatoire réelle.

1. Montrer que φX est à valeurs réelles si et seulement si X a une loi symétrique, c’est-à-dire si
PX = P−X .

2. En déduire que si X et Y sont des variables aléatoires réelles, indépendantes et de même loi,
alors Z = X − Y a une loi symétrique.

3. Existe-t-il X et Y réelles, indépendantes et de même loi telles que X − Y ∼ U([−1, 1]) ?
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