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MARTINGALES DISCRETES ET TEMPS D’ARRETS

Exercice 1 : Les martingales de la marche aléatoire simple.

Soit (Yy)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d telles que P(Y,, = 1) = P(Y,, = —1) = 1/2. On

note (Fy)nen la filtration naturelle des (Y, )nen. Soit la marche aléaoire simple (Sy,)nen définie par
Sp=0
n
Sn=)_Yi, ¥n>1
i=1
1. Montrer que (Sp)nen est (Fp)-adapté.

(eASn —nIn(cosh \) )

2. Montrer que (Sp)nenN, (52 — n)nen et nenN sont des (F,)-martingales.

Exercice 2 : Martingale de Doob

Soit X une variable aléatoire intégrable et soit (F,)nen une filtration. On définit le processus
(Yo )nen par Y, = E[X|F,]. Montrez que (Y,)nen est une martingale par rapport a (Fp,)pen. On
I'appelle martingale de Doob de X.

Exercice 3 : Propriétés des temps d’arrét

Soit (Fy )nen une filtration et soient S et 7' deux temps d’arrét discrets par rapport a cette filtration.
1. Montrez que S AT = min(S,T), S VT = max(S,T) et S+ T sont aussi des temps d’arrét.
2. Montrez que, si S <7T', on a Fg C Fr.

3. * Soit (X, )new un processus adapté a (F,)nen. Montrez que la variable Y7 = 1o X7 est

Fr-mesurable.

Exercice 4 : Temps d’arréts et marche aléatoire.

Soit (Sp)nen la marche aléatoire simple définie comme dans 'exercice 1. On note (F, )nen la filtra-
tion naturelle des (Y, )nen. Dire dans chaque cas si les variables aléatoires suivantes sont des temps

d’arréts.
1. 7=inf{n > 1, S, = 0}.
2. T =max{n € {0,...,4}, S, =0}.



Exercice 5 : Martingale et processus prévisible

Soit (Fp)nen une filtration et soit (Hy)new+ un processus prévisible qui signifie, par définition, que
pour tout n € IN*, H,, est mesurable par rapport a F,,_1. Soit (M, ),en une martingale par rapport
a (Fn)nen. On suppose que pour tout n, H, est borné et on définit le processus (N, )nen de la
maniére suivante : Ng = 0 et

n
N, = ZHk(Mk —M_)sin>1.
k=1

1. Montrez que (N,)nen est une martingale par rapport a (Fy)nen-

2. Soit T"un temps d’arrét. En appliquant le résultat de la question précédente avec Hy, := 17>,
en déduire que si (M,)nen est une (F,)pen-martingale, alors il en est de méme pour le

processus arrété (Mpap)nen-

Exercice 6 : La ruine du joueur.

Deux joueurs, le joueur A possédant initialement a euros et le joueur B en possédant b, jouent
au jeu suivant. A chaque coup, les deux joueurs misent un euro et on lance une piéce de monnaie
équilibrée. Si le résultat de la piéce est pile, le joueur A remporte la mise et si le résultat de la piéce

est face, le joueur B remporte la mise. Le jeu cesse quand 'un des deux est ruiné.

1. En reprenant les notation de I’exercice 1, on note Y,, = 1 si le résultat du n°® lancer est pile

et Y,, = —1 si c’est face. Soit S, 'argent du joueur A au temps n. Soit
T =inf{n, S, € {0,a+ b}}.
Justifier que T' définit bien un temps d’arrét par rapport a (F;);en. Quel interprétation

donner au temps d’arrét 7' et aux événements {Sr = 0} et {Spr =a + b} 7

2. On admet que T' < +o0 presque stirement. En appliquant le théoréme d’arrét & (Stan)nen,

calculer la probabilité que A gagne la fortune de B.

3. * Démontrer que T' < 400 presque strement.



