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TD n°3
MOUVEMENT BROWNIEN ET INTEGRALE STOCHASTIQUE

Exercice 1 : La ruine du joueur (version continue).

Soit B un mouvement brownien et (a,b) € R? tels que a < 0 < b. On définit :
7 =inf{t € Ry |B; = a ou By = b}.

1. Justifier que 7 est un temps d’arrét.

2. En appliquant le théoréme d’arrét, montrer que
(a) P(B-=a) =32
(b) E(r) = —ab

Exercice 2 : Interprétation de la variation quadratique.

Soit B un mouvement Brownien. On pose pour tout t € Ry, n € N* et k € [0,n — 1] ¢} := %

1. Rappeler la définition et la valeur de (B);.

2. Montrer que

n—1 L2(Q)
E 2
k—O(BtZJrl - BtZ) n—oo <B>t

Remarques :
— Ce résultat reste vrai si on remplace les (f}})xec[o,n—1] Par une subdivision quelconque de [0,] dont
le pas tend vers 0 lorsque n tend vers Iinfini.
— Dans le cas général, on peut montrer que pour toute martingale (locale) M ,

n—1

P
> My, = My)* = (M):.
k=0

Exercice 3 : Intégrale de Wiener

Dans cet exercice, on pourra utiliser les résultats du cours sans les redémontrer.

1. Justifier que la variable aléatoire X; = fot (cos s) dBs est bien définie et que X est un processus

gaussien a accroissements indépendants. Calculer son espérance et sa covariance F(XX;).

2. Calculer E [Xt ‘ -7:5]~



3. Quelle est la variation quadratique de X ?

Exercice 4 : Calcul explicite d’une intégrale stochastique

Le but de cet exercice est de calculer 'intégrale stochastique fot B.dB; , en utilisant la construction

vue en cours par approximation par des processus étagés.
1. Montrer que le mouvement Brownien (B;)iecr, est un bon processus.
2. On définit le processus étagé suivant :

n—1

BZL = Z Btkl[tk,tk+1[(t) )
k=0

L2(Q
avec tj, := L. Montrer que B" @OD B est a dire que : E [f(f(B" — Bs)st] — 0.

n—oo s n—0o0

3. Montrer que

n—1

L 1 1
/0 B"dB, = 533 -5 > (By,, — By
k=0

Indication : Ecrire By, = $(By,,, + By,) — 3(Bt,,, — B,)

4. En utilisant le résultat de ’exercice 2, montrer enfin que
t
1 1
/O B,dB, = 533 -5t

Remarque : On s’assure que By, est bien mesurable par rapport a la tribu indexée par la borne gauche de
intervalle [tg, ;11 & savoir F, . Si, par exemple, on remplagait By, par By, ., qui n’est pas F, -mesurable

mais Fy, , ,-mesurable, on obtiendrait un résultat différent : %Bf + %t (Exercice : le démontrer).



