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TD 6
ESPERANCE ET DENSITE

Exercice 1.
Soit X une variable aléatoire continue de loi uniforme sur [—1, 1] et € une variable aléatoire discréte
uniforme sur {—1,1}. On suppose aussi que X et ¢ sont indépendantes et on pose Y = ¢ X.

1. Montrer que E [ XY]=E[X]E[Y].

2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles pour autant indépendantes ?

Exercice 2.
Soit X : (2, A,P) — (R", B(R")) une variable aléatoire.

1. On suppose X est continue et admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R™. Expliquer pourquoi, pour toute fonction mesurable positive ¢ : R* — R, on a

E[p(X)] = [gn () f(2)dAn(2).

2. Montrer la réciproque : on suppose qu’il existe une fonction f telle que pour toute fonction
mesurable positive ¢ : R" — R, on a E [¢(X)] = [, ¢(x)f(x)d\,(z), montrer qu’alors X est
continue et que sa densité est f.

Exercice 3. 1. Soit X une variable aléatoire continue, de densité f. Montrer que Y = |X| est
une variable aléatoire continue, et déterminer sa densité.

2. Soit U de loi uniforme sur [0,1[. Déterminer la densité¢ de la variable Y = —{1In(1 — U).
En déduire une facon de simuler informatiquement une variable aléatoire exponentielle de
parameétre A.

Exercice 4. Examen 2020.
On considére une variable aléatoire X de loi uniforme sur [—1, 1]. On pose

Y =X? et Z=max(Y,1/4).

1. Montrer que Y est une variable aléatoire continue, et déterminer sa densité fy-.

2. Montrer que la loi Pz peut se décomposer sous la forme P, = alP; + SP., ol « et 3 sont des
réels positifs, P; est une probabilité discréte et P, une probabilité absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue. Déterminer «, (3, la probabilité P, et la densité de P..

3. (Question hors examen) : Calculer E [Z].

Exercice 5.
Soit (X,Y') un vecteur aléatoire de densité

15y siz?<y<u,

f(X,Y) (L y) = {

0 sinon.

Calculer la densité de la loi marginale de Y.



Exercice 6. Entrainement QQCM.
Soient X : (2, A,P) — R une variable aléatoire, et £ € B(R) tel que Px(F) > 0. On définit une
probabilité P’ de la maniére suivante : pour B € B(R),

P'(B)=P[X € B|X € E|.

Que peut-on déduire de ces hypotheéses ?

a) P <P

b) P <« Px.

C) Py <« P

d) &£ =P(X €EFE)
a1

e) dPx ]P’(X]éE)



