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Introduction

Probabilités : modélisation du hasard.
Statistique : caractérisation a partir des observations.

Modélisation et évaluation du risque.



1. Espaces probabilisés discrets

Espaces probabilisés discrets
Espace probabilisé
Probabilité conditionnelle et indépendance
Eléments aléatoires



1. Espaces probabilisés discrets ~ 1. Espace probabilisé

Espace probabilisé

Modélisation :
» Expérience : phénomene aléatoire étudié

> Univers Q : ensemble des éventualités (ou états de la nature). Quoi qu'il
arrive a l'issue de I'expérience, le résultat de I'expérience doit pouvoir étre
associé a une et une seule éventualité.

> Evénement : collection d'éventualités (qui peut &tre vide ou ne contenir
qu'une éventualité), c'est-a-dire sous-ensemble de I'univers.

Quelques événements particuliers :
> |'événement impossible @
> L'événement certain 2

> Les événements élémentaires, contenant exactement une éventualité.



1. Espaces probabilisés discrets 1. Espace probabilisé

Correspondance entre les opérateurs logiques et ensemblistes : si A, A, ... sont
des événements d'un méme univers €,

A1 N A; est réalisé si Ay et A sont réalisés ;
A1 U A est réalisé si Ay ou A, sont réalisés (ou les deux);

A =0Q \ A; (le complémentaire de A;) est I'événement contraire de A ;

vvyyvyy

deux événements A; et A, sont dits incompatibles s'ils sont disjoints,
c'est-a-dire si AN A, = @.

v

< Ay implique A, > s'écrit A; C Ay, cardanscecasw € A; = w € Ap.

v

< Un nombre infini de Ay se réalisent > est représenté par

ﬂ U Ak =limsup A, ;

n k>n

> < Les Ay se réalisent tous a partir d'un certain rang > est représenté par

U ﬂ A =liminf A, .

n k>n



1. Espaces probabilisés discrets 1. Espace probabilisé

Jojo achéte un billet de |'euro-million.
Q = {0, 1}, avec la notation

» 1 = < Jojo gagne le gros lot >

» 0 = < Jojo ne gagne pas le gros lot >

Jojo lance sa piéce de 2€.
Q = {0, 1}, avec la notation

> 1 = <« la piece tombe sur pile >
» 0 = < la piece tombe sur face >



1. Espaces probabilisés discrets 1. Espace probabilisé

Définition (Probabilité)

On appelle probabilité sur un univers discret (c'est-a-dire dénombrable ou fini) Q
une application P de 2 () dans [0, 1] telle que :

> P(Q)=1;

> pour toute suite (A;)i>1 d'événements deux a deux incompatibles,
400 400
P <U A,,) => P(A,).
n=1 n=1

Le couple (2,IP) sera alors appelé espace probabilisé.



1. Espaces probabilisés discrets 1. Espace probabilisé “

Si P est une probabilité sur un univers discret €2, et si A, B et les A, sont des
événements, alors :

1. P(@)=0;

2. P(A)=1-P(A);

3. P(AUB) =P(A)+P(B)—P(AN B);

4. AcC B=P(A) <P(B);

5. Si (Ap)n est une suite croissante (i.e. A, C Apt1), alors

F (UO A,,) = ol s

n=1

6. Si (Ap)n est une suite décroissante (i.e. A, D Apy1), alors

—+00
#(fi) -t



1. Espaces probabilisés discrets 1. Espace probabilisé “

Lemme (suite)

7. Ona:
i (Iimiann) <liminfP(A,), P <IimsupA,,) > limsup P(A,) ;

8. Formule de Poincaré (appelée aussi principe d'inclusion-exclusion) :

P(QA') ) éP(A")ZP(A"”Af” S P(ANANA) - ..

i<j i<j<k
+ (-1)"™P(ANAN...NA,),

De plus cette somme est alternée (inégalités de Bonferroni).
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Un exemple important de probabilité :

Définition (Probabilité uniforme)

Soit 2 un ensemble fini. La probabilité uniforme (ou équiprobabilité) sur Q est
I'unique probabilité P qui prend la méme valeur sur tous les événements
élémentaires. Elle s'écrit

P(A)_m VACQ.

Comment modéliser les expériences suivantes ?
» On choisit un nombre au hasard entre 1 et 6.
» On choisit un entier naturel au hasard.

Attention : il n'existe pas de probabilité uniforme sur un ensemble dénombrable
infini !
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Caractérisation des probabilités sur un univers discret

Si Q est dénombrable, toute probabilité IP sur Q est entierement définie par la
donnée des probabilités des événements élémentaires : p, = P({w}), de la fagon
suivante :

P(A)=> p, VACQ.

wEA

De plus, si (p.)weq est une famille de réels de [0, 1] telle que

pr:]-)

we
alors il existe une et une seule probabilité P telle que P({w}) = p., pour tout w.

Exemple : la probabilité de Poisson de paramétre A > 0 est la probabilité P sur N
définie par :
e A"

Vne Na ]P({n}) = Pn = nl




1. Espaces probabilisés discrets 1. Espace probabilisé

Définition

Un événement A d'un espace probabilisé (2, P) est dit presque-impossible ou
négligeable si P(A) = 0. Il est dit presque-siir si P(A) = 1, c'est-a-dire si son
complémentaire est presque-impossible.

Dans le cadre discret, si on pose
Qo = {w € Q, P{w}) =0},

alors un événement A C Q est presque-impossible si et seulement si il est inclus
dans €, et A est presque-siir si et seulement si Qo C A.



1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

Probabilité conditionnelle et indépendance

Jojo lance deux dés, un rouge et un bleu. On modélise cette expérience par
I'univers Q = {1,...,6}2 muni de la probabilité uniforme P, I'élément (i, j) € Q
représentant |'éventualité < le dé rouge a donné i/ et le dé bleu a donné j >.

S o B W NN =




1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

» Utilisons par exemple le méme univers

1 2 3 45 6

D B W NN




1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

» Utilisons par exemple le méme univers

» La nouvelle probabilité a utiliser doit étre nulle hors de B = < la somme des
deux dés est 4 ou 5 >.

1 3 45 6
110 0 0
2/0 7 7 0 0 O
317 2 00 00
417 0 0 0 0 O
5/0 0 00 0O
6/0 0 0 0 0 O




1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

» Utilisons par exemple le méme univers

» La nouvelle probabilité a utiliser doit étre nulle hors de B = < la somme des
deux dés est 4 ou 5 >.

» Dans B, les éventualités doivent rester équiprobables
1 2 3 4 5 6
0 0 x

0 x

O O O o X

O O O O O X
O O o o o o
O O O o o o




1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

» Utilisons par exemple le méme univers

» La nouvelle probabilité a utiliser doit étre nulle hors de B = < la somme des
deux dés est 4 ou 5 >.

» Dans B, les éventualités doivent rester équiprobables

1 2 3 456
1o 01 1 oo
210 L 1 0 0 0
3/ L 0000
411 00000
5/0 00000
6/0 0 0 00O




1. Espaces probabilisés discrets

2. Probabilité conditionnelle et indépendance

Jojo lance deux dés, un rouge et un bleu. On modélise cette expérience par
I'univers Q = {2,...,12} muni de la probabilité P, I'élément i € Q représentant
I"éventualité < la somme du résultat des deux dés est / >. La probabilité P
adaptée est définie de la maniére suivante :

i |2 3 4 5 7 8 9 10 11 12|
H 1 2 3 4 5 4
P({i}) ‘ 36 36 36 36 36 36

2 1 ‘

Ko | o
o

3
3 36 36 36 36 36



1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

e ~ . . gy, s /
» Utilisons par exemple le méme univers, muni de la probabilité P'.

i 2 3 6 8
PN |[% 2 3 % 5 & 5
P({i})

2 1

9 10 11 12
4 3
36 36 36 36




1. Espaces probabilisés discrets

2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

e ~ . . gy, s /
» Utilisons par exemple le méme univers, muni de la probabilité P'.

» Cette probabilité ne doit pas donner de poids en-dehors de B = < la somme
du résultat des deux dés est 4 ou 5 > = {4,5}

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
. 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PH{i}) | % 3% 3 3 3 36 3 3 3 3 36
P'({i}) 0 7 0 0 0 0 0 O




1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

e ~ . . gy, s /
» Utilisons par exemple le méme univers, muni de la probabilité P'.

» Cette probabilité ne doit pas donner de poids en-dehors de B = < la somme
du résultat des deux dés est 4 ou 5 > = {4,5}

> Le rapport entre les poids des événements {4} et {5} doit rester inchangé

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

- 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PHY) | % 3% 3% 3 3% 36 3 36 36 36 3
P({i){ 0 0 x $x 0 0 0 0 0 0 O




1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

On sait en plus que la somme des deux dés lancés par Jojo est 4 ou 5. Comment
modéliser cette nouvelle expérience ?

e ~ . . gy, s /
» Utilisons par exemple le méme univers, muni de la probabilité P'.

» Cette probabilité ne doit pas donner de poids en-dehors de B = < la somme
du résultat des deux dés est 4 ou 5 > = {4,5}

> Le rapport entre les poids des événements {4} et {5} doit rester inchangé

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
. 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
PH{i}) | % 3% 3 3 3 36 3 3 3 3 36
P'({i}) o 2 2 o 0 0 0 0 O




1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

Définition (Probabilité conditionnelle)

Soit (©,IP) un espace probabilisé discret, A et B deux événements tels que
P(B) # 0. On définit la probabilité conditionnelle de A sachant B, notée
P(A|B), par:

P(AN B)

P(A|B) =
(AlB) P(B)
On vérifie que

P(-|B): 2(Q) — [0,1]
A — P(A|B)

est une nouvelle probabilité sur Q qui s’annule sur les événements incompatibles
avec B.

Si (2, P) modélise une certaine expérience, alors (Q,P(-| B)) modélise cette
expérience a laquelle on a rajouté I'hypothese/la connaissance supplémentaire de
la réalisation de B.



2. Probabilité conditionnelle et indépendance

1. Espaces probabilisés discrets

Formule des probabilités totales

Soit I un ensemble d'indices fini ou dénombrable, et {B,},c; une partition de Q
par des événements de probabilité non nulle. Alors

VACQ, P(A)=) P(A|B,)P(B,).

nel

Formule des probabilités composées

Soit (©2,[P) un espace probabilisé et A;, ..., A, des événements tels que
P(A;N---NA,) #O0. Alors,

]P)(Alﬁ“'ﬂA,,):]P(Al)]P(A2|A1)]P(A3|A1ﬂAQ)’~~]P(A,,|Alﬂ~'~ﬂAn_1) .



1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

Indépendance

On dit que deux événements A et B sont indépendants si la connaissance ou non
de la réalisation de I'un n’affecte pas la probabilité que I'autre se réalise.

Définition (Indépendance de deux événements)

On dit que deux événements A et B d'un méme espace probabilisé (2, P) sont
indépendants si

P(AN B) = P(A) x B(B).

Propriétés
» Tout événement A est indépendant de Q et de @.

> Si A et B sont indépendants, alors A et B le sont, de méme que A et B, ainsi
que A et B.

> Si A et A sont tous les deux indépendants de B, alors I'indépendance de
AN A" et B est équivalente a I'indépendance de AU A’ et B.



1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

Définition (Indépendance mutuelle d’événements)

Une famille (A;),., est dite indépendante dans son ensemble — ou les (4;),,
sont dits mutuellement indépendants — si pour tout ensemble fini d’indices

FcCl,ona:
P (A | =]]PA).

i€eF icF

Remarque : Si les (A;);c, sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a
deux indépendants (prendre F = {i,j}), mais le contraire n'est pas vrai.



1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

Définition
Deux familles ¥, et % d'événements sont dites indépendantes si

VA € gl, VA € gQ, on a P(Al n Ag) = P(Al)P(AQ)

Définition
Les familles d'événements %; d'une collection (%;);c; sont dites mutuellement
indépendantes si toute famille d'événements F* = (A;);c; telle que A; € &F; pour
tout / € | est indépendante dans son ensemble.



1. Espaces probabilisés discrets 2. Probabilité conditionnelle et indépendance

Espace probabilisé produit
Considérons n expériences modélisées par les espaces probabilisés

(Q,Pi)i=1,.,n-

)

Si ces expériences sont indépendantes, on peut les modéliser de maniére
conjointe par |'espace probabilisé produit

(@7) = (H o, ém)

défini par
P({(w1,...,wn)}) = HP,({W,}) V(wi, ... ,wy) € Q.

» Cette derniere égalité définit bien une probabilité.

» Dans cet espace, les différentes expériences sont indépendantes.



1. Espaces probabilisés discrets 3. Eléments aléatoires

Eléments aléatoires

Soit T un ensemble quelconque. Si (2,IP) est un espace probabilisé discret, on
appelle élément aléatoire défini sur (2, P) et a valeurs dans T, toute application
X:Q—T.

Pour B C T, I'événement X~ 1(B) = {w € Q, X(w) € B} pourra étre noté

{X € B} et sa probabilité¢ P(X~1(B)) pourra &tre notée P[X € B].

> Si T =R, on dit que X est une variable aléatoire réelle (v.a.r.).

> Si T =R, on dit que X est un vecteur aléatoire, et dans ce cas les
composantes X; de X = (Xi,..., Xk) sont des v.a.r.

» De méme, on peut définir une fonction aléatoire ou tout autre objet
mathématique aléatoire (graphes, réseaux, formes, etc.).

> Sil'image de X dans T est fini ou dénombrable (c'est toujours le cas si 2 est
dénombrable), on dit que X est un élément aléatoire discret.



1. Espaces probabilisés discrets 3. Eléments aléatoires

Eléments aléatoires

Soit T un ensemble quelconque. Si (2,IP) est un espace probabilisé discret, on
appelle élément aléatoire défini sur (2, P) et a valeurs dans T, toute application
X:Q—T.

Pour B C T, I'événement X~ 1(B) = {w € Q, X(w) € B} pourra étre noté

{X € B} et sa probabilité¢ P(X~1(B)) pourra &tre notée P[X € B].

Exemples fondamentaux :
» Une fonction constante f = a est un élément aléatoire, méme si dans ce cas il
n'y a plus d'aléatoire dans la valeur de f.
> Si A C Q est un événement, alors la fonction indicatrice 14 : Q — {0,1}
définie par
La(w) = { (1) :ntc‘;nE A

est une variable aléatoire réelle.



1. Espaces probabilisés discrets 3. Eléments aléatoires

Loi de probabilité d'un élément aléatoire

Définition
Soit X : (2,P) — T un élément aléatoire discret. On définit I'application Px de
9 (T) dans [0,1] par :

Px(B)=P(X"*B))=P[Xe€B] VBCT.

Alors Px est une probabilité sur T appelée loi de probabilité (ou loi, ou
distribution) de X.

Donner la loi d’'un élément aléatoire X, c'est :
» Donner I'ensemble des valeurs que peut prendre X : X(Q);

> pour chaque x € X(), donner la probabilité que X prenne effectivement
cette valeur : Px({x}) =P [X = x].



1. Espaces probabilisés discrets 3. Eléments aléatoires

Egalité en loi

Définition
On dira que deux éléments aléatoires X et Y ont méme loi, ou sont
identiquement distribués, si leurs lois Px et Py sont des probabilités identiques.
Cette relation sera notée

X~Y.

Pour pouvoir comparer leurs lois, deux éléments aléatoires ne doivent pas
forcément étre définis sur le méme espace probabilisé, mais doivent prendre leurs
valeurs dans le méme ensemble.

Par contre, pour pouvoir dire X = Y/, il est nécessaire que X et Y soient définis
sur le méme espace de probabilité, et qu'ils prennent leurs valeurs dans le méme
espace. En effet, on compare ici deux fonctions de Q dans T.

Par ailleurs, si X = Y/, alors il est évident que X ~ Y, mais le contraire n'est pas
vrai.
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Indépendance d’'éléments aléatoires

» Quelles sont les informations qu'un élément aléatoire peut donner?

» Quand dit-on que deux éléments aléatoires sont indépendants ?

Définition

Deux éléments aléatoires discrets X et Y a valeurs dans T et U définis sur le
méme espace probabilisé (2, P) sont dits indépendants si, pour tous
sous-ensembles A C T et B C U, les événements {X € A} et {Y € B} sont
indépendants, c'est-a-dire si les familles X=1(2(T)) et Y ~1(%(U)) sont
indépendantes.

Caractérisation dans le cas discret

Deux éléments aléatoires discrets X et Y a valeurs dans T et U sont
indépendants si, pour tous x € T et y € U, {X = x} et {Y =y} sont
indépendants.



1. Espaces probabilisés discrets 3. Eléments aléatoires

Indépendance d’'éléments aléatoires

» Quelles sont les informations qu'un élément aléatoire peut donner?

» Quand dit-on que deux éléments aléatoires sont indépendants ?

Définition

Deux éléments aléatoires discrets X et Y a valeurs dans T et U définis sur le
méme espace probabilisé (2, P) sont dits indépendants si, pour tous
sous-ensembles A C T et B C U, les événements {X € A} et {Y € B} sont
indépendants, c'est-a-dire si les familles X=1(2(T)) et Y ~1(%(U)) sont
indépendantes.

Lien avec la probabilité produit

Deux éléments aléatoires discrets X et Y sont indépendants si et seulement si

Pix,v) =Px®Py .
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Espérance

Définition
Soit X une variable aléatoire discréte, pouvant prendre les valeurs X(2). Si la
série 3, e x(q) [XIP [X = x| converge, on dit que X est intégrable, on pose

EX = Z xP[X = x|,
xeEX(Q)

et on appelle ce nombre espérance mathématique de X ou moyenne de X.
Si > vex(@ [XIP[X = x] = +o0, on dira que X n'est pas intégrable.

Remarque

L'espérance d’'une variable aléatoire ne dépend que de sa loi. On parlera donc
aussi d'intégrabilité et d'espérance d'une /oi.
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Représentation alternative

On a aussi :
EX =) X(w)P({w}).

we

Plus généralement, si la suite d’événements (A;)i>1 forme une partition de € telle
que X est constante et égale a x; sur chaque A;, alors :

EX = ZX,‘ P(A,)

i>1



1. Espaces probabilisés discrets 3. Eléments aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables et o un réel. Alors
> E(aX)=aEX
> E(X+Y)=EX+EY
> si X et Y sont indépendantes, alors E(XY)=EX xEY



2. Théorie générale des probabilités

Plan

Théorie générale des probabilités
Tribus
Mesure positive, probabilité
Indépendance, espace probabilisé produit
Mesurabilité des fonctions, éléments aléatoires
Intégrale, espérance
Densité



Théorie générale des probabilités

» Les espaces probabilisés discrets sont-ils suffisants pour nos modeles ?

» Que se passe-t-il si on conserve les mémes définitions dans le cas ot 2 n'est
pas dénombrable ?

Différence fondamentale entre le cas discret et le cas général

Dans la théorie générale des probabilités, on n'essayera plus de mesurer (par la
probabilité P) tous les sous-ensembles de Q, mais seulement ceux qui
appartiennent a une certaine famille o.

La formule P(A) = > - sP({w}) ne sera valable que dans le cas ol A est
dénombrable.

Si I'on veut pouvoir manipuler P sur «f de maniere fluide, &f devrait étre stable
par les opérations ensemblistes qui interviennent dans la définition et les propriétés
d'une probabilité discrete



2. Théorie générale des probabilités 1. Tribus

Tribus

Définition (Tribu)

Un sous-ensemble of de % ({Q2) est une tribu (ou o-algebre) sur Q si
> Qcd
> Acd = Acd
> Si (Aj); est une suite d'éléments de of, alors Uj>1A; € o

Les éléments de & sont appelés ensembles mesurables ou événements. Le
couple (€2, ¢) est alors appelé espace mesurable, ou espace probabilisable.

> 92(Q) est une tribu sur Q.
> {&,Q} est une tribu sur Q.
> SiACQ, {@,A A Q} est une tribu sur Q.




2. Théorie générale des probabilités 1. Tribus

Propriété

Une intersection d’'un nombre quelconque de tribus sur Q est une tribu sur Q.
Remarque : il n'en est pas de méme pour les unions!

Définition

Soit & un sous ensemble de 2 (Q2).

> La tribu engendrée par &, notée o (&), est I'intersection de toutes les tribus
contenant &.

Propriété

Soit & un sous ensemble de % (Q2) et o une tribu sur Q. Alors

E§Cd=o(&)Cd.



2. Théorie générale des probabilités 1. Tribus

Tribus boréliennes

Définition

Si Q est un espace topologique (en particulier R ou R9), on appelle tribu
borélienne sur Q, que 'on note % (), la tribu engendrée par les ouverts de Q.
On appelle borélien un sous-ensemble de 2 appartenant a la tribu borélienne.

Définition alternative

La tribu borélienne de RY est la tribu engendrée par les pavés de RY qui s'écrivent

sous la forme
d
I - oo 1.
i=1

Remarque

La tribu borélienne de R?, méme si elle contient la plupart des sous-ensembles de
R? auxquels on peut penser naturellement, est différente de % (R9).



2. Théorie générale des probabilités 2. Mesure positive, probabilité

Mesure positive, probabilité

Soit 2 un ensemble quelconque, et & une tribu sur 2. On appelle mesure
positive sur (Q, «) une application p de & dans Ry = Ry U {+o0o} telle que :
> w(@)=0.

> pour toute suite (A,),>1 d'éléments deux a deux disjoints de o,

12 U An | = Z 11(An) -

n>1 n>1

Cette derniere propriété est appelée o-additivité de p.

Le triplet (2, o4, 1) est appelé espace mesuré.

On appelle probabilité sur (2, o) une mesure positive P de masse totale 1
(c'est-a-dire telle que P(Q) = 1). On dit alors que (R, o, P) est un espace
probabilisé.



2. Théorie générale des probabilités 2. Mesure positive, probabilité

Exemples de mesures positives

> Si Q est fini ou dénombrable et si P est une probabilité sur Q suivant la
définition donnée au premier chapitre, alors IP est une probabilité sur I'espace
probabilisable (2,2 (R)).

> Soit (2, 4) un espace probabilisable, et x un point de Q. On appelle mesure

de Dirac (ou masse de Dirac) au point x la probabilité notée d, sur (Q, o)
définie par :

1 sixeA,

VA€ d, Oy(A)=1a(x)= { D,

> La mesure de comptage ( sur (2,2 (Q2)) est définie par

Card(A) si A est fini,

VACS, wA) = { +00 sinon.
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Propriétés
Soit 1 une mesure sur (2, &) et (A;)i>1 une suite d'ensembles mesurables. Alors :
> Si Ay C Ao, (A1) < 1(Az) (croissance).
> w(UiAi) < > 1(Ai) (sous-additivité).
> Si (A)); est croissante, u(U;A;) = lim; u(A;).

> Si (A;); est décroissante et u(A;,) < +oo pour un certain fg, alors
/_L(ﬂ,'A,') = I|m,,u(A,)

De méme, toutes les propriétés des probabilités montrées dans le cas discret sont
encore valables pour la définition générale d'une probabilité.
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Transformations de mesures

Soit (2, 4, 1) un espace mesuré.
> Si A€ o, alors I'application pia : o — R, définie par ua(B) = (AN B) est
une mesure, appelée mesure trace de p sur A. On peut bien entendu aussi
remplacer & par la tribu trace de &/ sur A, composée des AN B ou B € «.
> Si A >0, Au est une mesure.

> Si 1/ est aussi une mesure sur (Q, ), alors p + ' est une mesure.

Si (€2, o, P) est un espace probabilisé et C un ensemble mesurable tel que
P(C) > 0, alors la probabilité conditionnelle sachant C est la probabilité
P(-| C) définie par

P(AN C)

P(AIC)="p



2. Théorie générale des probabilités 2. Mesure positive, probabilité

Prolongement de mesures — définitions

Définition

Une mesure i sur (2, o) est dite o-finie si il existe un recouvrement dénombrable
de Q par des sous-ensembles de p-mesure finie.

Définition

Un ensemble 6 de parties de Q est appelé semi-anneau d’ensembles si :
» |’ensemble vide appartient a 6 ;
> Pour tous A, B € 6, A\ B est une réunion disjointe finie d'éléments de 6 ;
» Pour tous A, B € 6, AN B appartient a 6.
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Prolongement de mesures

Théoreme de prolongement de Carathéodory

Soit 14 une mesure positive définie sur un semi-anneau 6 de parties de Q :
w(2) = 0, et, pour toute suite (A,),>1 d'éléments deux a deux disjoints de 6
telle que U, A, € 6,

n>1 n>1

Alors la fonction fi définie sur o(6) par

fi(A) = inf {Z (A A, €6Vnet AC uzO_IAn}
n=1

est une mesure qui prolonge u. Ce prolongement est unique si i est une mesure
o-finie.
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Mesures de Lebesgue

Sur R, I'ensemble 6 des intervalles du type ]a, b] (avec a, b € R) forme un
semi-anneau qui engendre la tribu borélienne % (IR). Définissons p(]a, b]) = b — a.
D’'apres le théoreme de prolongement de Carathéodory, 1 se prolonge en une
unique mesure A sur o(6€) = %B(R). Cette mesure est appelée mesure de
Lebesgue sur R.

On définit de méme la mesure de Lebesgue Ay sur R? par ses valeurs sur les

pavés :

n n

Ad (1—[]:9,'7 b,]) = H(b, — a,-) Va; < b; € R.

i=1 i=1
Remarque : Si A C R9 est dénombrable, alors A\y(A) = 0.
Définition
Soit A un borélien de R de mesure de Lebesgue finie et non-nulle. La probabilité
uniforme sur A est la mesure P définie par

_ (BN A)
PB) =@
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Indépendance

La probabilité conditionelle, ainsi que I'indépendance et I'indépendance mutuelle
d’'un nombre fini d'événements ou de familles d'événements, sont définis de la
méme facon que dans le cas discret...

Définition (Indépendance mutuelle)

On dit que les événements A; d'une famille (A;)ic; C o sont mutuellement
indépendants si, pour tout sous-ensemble fini J de /, les événements A; pour

i € J sont mutuellement indépendants.

On dit que les familles &; C & pour i € | sont mutuellement indépendantes si,
pour tout sous-ensemble fini J de /, les familles &; pour i € J sont mutuellement
indépendantes.
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Espace probabilisé produit de deux espaces

On considere deux expériences modélisées séparément par deux espaces
probabilisés (Q1, «d1,P1) et (0, 2, P2). Comment regrouper ces deux
modélisations en une seule si les expériences sont indépendantes ?

De maniére naturelle, on choisit Q = Q7 x Q5.

Définition (Tribu produit)
La tribu produit of = ;1 ® o5 sur Q est la tribu engendrée par les pavés

A1 X Ay, Alesﬂl, A € o> .

Définition (Probabilité produit)
La probabilité produit est |I'unique probabilité P qui vérifie

P(Al X A2) = ]Pl(Al) X ]P)2(A2) VA, € le, A € Ay
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Espace probabilisé produit

Soit / un ensemble quelconque, et, pour tout i € I, (2;, 4;,P;) un espace
probabilisé. On appelle espace probabilisé produit des 2; I'espace probabilisé
constitué de I'univers Q =[], Q;, de la tribu o/ = @Q);., %d; et de la probabilité
Q= ®,€, P;, définis de la maniére suivante :
> un pavé de Q = [, Q; est un sous-ensemble de Q de la forme ], A;, ou,
pour tout i € I, A; € o;, et ou les A; différents de £2; sont en nombre fini.

» o est la tribu engendrée par les pavés de €.

> Q est la probabilité sur (2, o) définie de maniére unique par sa valeur sur les
pavés : si A= [];., Ai est un pavé de Q, alors (dans le produit ci-dessous, il
n'y a qu'un nombre fini de termes différents de 1, de sorte que ce produit
peut étre considéré comme fini) :

Q(A) = H Pi(A;) .

iel
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Remarque : On peut définir de la méme fagon la mesure produit.

Exemples :

» La tribu de Borel sur R” est la tribu produit de tribus de Borel de R, et la
mesure de Lebesgue en dimension n est la mesure produit de n mesures de
Lebesgue unidimentionnelles :

BR)=QRBMR), A=)
i=1 i=1
> Modélisation d'une infinité de lancers d'un dé a 6 faces par (£, «,P), avec

Q={1,...,6)"", d=2{1....6}), P=Q)Ps,

ieN* ieN*

ol P est la probabilité uniforme sur {1,...,6}.
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Mesurabilité des fonctions, éléments aléatoires

Pour une variable aléatoire X, on souhaite pouvoir mesurer {X € B} = X~1(B)...
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Mesurabilité des fonctions, éléments aléatoires

Soient (2, o) et (', ') deux espaces probabilisables, et X une application de Q
dans Q'. On dit que X : (2,4) — (', #’) est mesurable si

VBed', XYB)={weQ, X(w)eB}ed,

c'est-a-dire si

X o).
Si (€2, o, P) est un espace probabilisé et X : (2, ) — (', o) est mesurable,
alors on dit que X est un élément aléatoire.

Remarque : Dans le cas ou o = 2 (Q), toute application
X :(Q,d) — (', ') est bien siir mesurable, et ce quels que soient Q' et «f’.
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Mesurabilité des fonctions, éléments aléatoires

Soient (2, o) et (Q', ') deux espaces probabilisables, et X une application de Q
dans ©'. On dit que X : (2, 4) — (', o) est mesurable si
VBed', X YB)={weQ Xw)eB}ed,
c'est-a-dire si
X o).
Si (Q, #,P) est un espace probabilisé et X : (Q, ) — (', «’) est mesurable,
alors on dit que X est un élément aléatoire.
Exemples :
» Toute application constante est mesurable.

> Si AC Q, 1,4 est mesurable si et seulement si A € o (sauf cas inintéressants).
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Transport de tribus

Lemme

Soient Q et Q' deux ensembles quelconques, et X une application de Q dans €'.
Alors :

1. si o’ est une tribu sur ', alors s/ = X ~1(«’) est une tribu sur Q;
2. si A est une tribu sur Q, alors

d' ={A cQ, X HA)ed}

est une tribu de Q’, appelée tribu induite de & par X.
3. si 6’ C P (), alors

X o(6") = o(XTH(6")).
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Critéere de mesurabilité

Soient (Q, o) et (', ') deux espaces probabilisables, et X une application de Q
dans Q'. Soit 6’ un sous-ensemble de 2 () tel que o(6') = «’. Si

XH€)co,

alors X est mesurable.

Exemples :
> Si (Q,%8(2)) et (,%8(')) sont deux espaces topologiques munis de leurs
tribus boréliennes, alors toute application continue X de Q dans Q' est
mesurable.

> Toute fonction croissante de (R,%(R)) dans (R, % (R)) est mesurable.
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Manipulations de fonctions mesurables

Propriétés

» Soient f et g deux applications mesurables :
(Qed) —— (U, ') —5— (Q",4").

Alors g o f est mesurable.

> Soient f: (2, 4) — (E,B) et g: () — (E',B') deux applications
mesurables. Alors |'application

v=(f,g): (o) — (ExE, BB

est mesurable.

» Soient f et g deux applications mesurables a valeurs réelles, et o un réel.
Alors les applications af, f + g, sup(f, g), inf(f, g) et f X g sont mesurables.
Si (fa)n>1 est une suite de fonctions mesurables, alors les fonctions lim, f,
(quand elle existe), sup, f,, inf, f,, limsup, f, et liminf, f, sont mesurables.
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Propriétés

> Soit (f,), une suite de fonctions mesurables de (€2, &¢) dans un espace
métrique (E, d) muni de sa tribu borélienne. Si f, converge simplement vers
f, alors f est mesurable.

Preuve : Soit U un ouvert de E, et
U ={xeU, dix,E\U)>1/r}.

Alors
FH V) = [Jliminf £,71(U,) .
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Tribu engendrée par une application

Soit 2 un ensemble quelconque, (', 9") un espace probabilisable, et X une

application de Q dans €’. On appelle tribu engendrée par X, que I'on note o(X),
la plus petite tribu sur Q qui rend X mesurable. Elle s'écrit o(X) = X~1(«').

Remarque : une application X : (Q, ) — (', «¢’) est mesurable si et
seulement si o(X) C .
Exemples :

> Si X est constante, o(X) = {@,Q}.

» Si A est un événement et X = lA,_anrs (en prenant une tribu raisonnable sur
I'espace d'arrivée) o(X) = {@, A, A, Q}.
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Mesure image

Soit X : (2,4, ) — (E, %) une application mesurable. On appelle mesure
image de p par X la mesure notée px définie par

VBeB, px(B)=pu(X"(B)).

Dans le cas ou p est une probabilité, px est une probabilité appelée loi (de
probabilité) de X, ou distribution de X.
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Indépendance d’'éléments aléatoires

Définition

Soit (2, o4, P) un espace probabilisé, et X : (Q, 4, P) — (E,B) et

Y (Qo,P) — (E',%B’) deux éléments aléatoires. On dit que X et Y sont
indépendants si o(X) et o(Y) sont deux familles indépendantes d’'événements,

c'est-a-dire si, pour touts A€ B, B € B’, {X € A} et {Y € B} sont
indépendants.

Définition

Soient Xi, ..., X, n éléments aléatoires définis sur un méme espace probabilisé, a
valeurs dans des espaces probabilisables (E;,%;). On dit que les X; sont
mutuellement indépendants si les familles o(X;) sont mutuellement
indépendantes, c'est-a-dire si

P(ﬂ{X; eA,-}) =[[PXicAl VAEB, ... A cB,.
i=1 i=1
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Définition
Soit I un ensemble quelconque et (X;);e; une famille d'éléments aléatoires définis
sur un méme espace probabilisé. On dit que les X; sont mutuellement

indépendants si, pour tout sous-ensemble fini J de /, les éléments aléatoires
(Xi)ies sont mutuellement indépendants.

Remarque : Un élément aléatoire constant est indépendant de tout autre élément
aléatoire.

Propriété : Par définition, deux éléments aléatoires X et Y sont indépendants si
et seulement si

P(X,Y) =Px Py .

De méme, les éléments aléatoires d'une famille X = (X;);c; sont mutuellement
indépendants si et seulement si

Px = Q) Px. -

iel
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Critere d'indépendance

Définition
Un ensemble 6 de sous-ensembles de €2 est appelé w-systeme si il est stable par

intersection :
VA,Be6, ANBec6.

Théoreme

Si 61 et 6, sont deux m-systéemes indépendants dans |'espace probabilisé
(2, o4, P), alors les tribus o(61) et o(62) sont indépendantes.
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Rassemblement d'éléments aléatoires indépendants

Soit (X;)ics une famille quelconque d'éléments mutuellement indépendants, a
valeurs dans des espaces probabilisables (E;, %), et (Jk)kek une famille de
sous-ensembles de / deux a deux disjoints (par exemple une partition de /). Alors
les éléments aléatoires

(Yi)kek = (Xi)ies) kex

a valeurs dans les espaces probabilisables produits

U=J]E 6G=QRBi), keK,

i€Jk i€Jk

sont mutuellement indépendants.

Transformations d’'éléments aléatoires indépendants

Soit (X;)ies une famille quelconque d'éléments mutuellement indépendants, et
(f:)ics une famille d'applications mesurables. Alors les (f;(X;))ies sont
mutuellement indépendants.
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Intégration

Objectif : définir dans le cadre général une espérance pour les fonctions
mesurables 3 veleurs dans RY, sous la forme

EX:/XdIP’.
Q

Ingrédients :
» prolongement des définitions du cas discret ;
> linéarité.
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On considere un espace mesuré (Q, 4, 11). On placera toujours la tribu borélienne
d
sur R9.

Définition (Intégrale de fonctions indicatrices)

Si A € o, la fonction 14 est mesurable, et on définit son intégrale par rapport a la
mesure £ par

/ 1adp = /Q 1a(w) dp(w) = p(A)
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Définition (Intégrale de fonctions indicatrices)

Si A € ¢, la fonction 14 est mesurable, et on définit son intégrale par rapport a la
mesure 4 par

/ 1adp = /Q 1a(w) dp(w) = p(A)

Définition (Intégrale de fonctions étagées)

On appelle fonction étagée positive une fonction f : Q — R qui peut s'écrire
sous la forme .,
f = Z a,-lA,. y
i=1

ol les a; sont des réels positifs et les A; € & sont deux a deux disjoints.
On définit I'intégrale de ces fonctions par rapport a la mesure p par

/fdu = Z%‘#(Ai) = Zai/lA,- du.
= =
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Remarque : Dans le cas d'un espace de départ probabilisé, les fonctions étagées
sont les variables aléatoires qui peuvent prendre un nombre fini de valeurs : dans

ce cas,
X = Z Xl{X:x}-
xEX(Q)
et EX:/XdIP’: > xP[X=x].

xEX(Q)
Propriétés : (pour les fonction étagées positives)
» croissance,

» linéarité.

Définition (Intégrale de fonctions mesurables positives)

Soit f : 2 — R une fonction mesurable positive. On définit son intégrale par
rapport a u par

/fd,u = sup {/gdu, g étagée positive telle que g < f} .
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Propriétés : (pour les fonction mesurables positives)
1.Sio<f<g,alors0< [fdu< [gdp.
2. Si ¢ > 0 est une constante, [cfdu=c [fdu.
3. [(F+g)du=[fdu+ [gdp.
4. [fdu =0 est équivalent a f = 0 p-presque-partout.
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Théoreme de convergence monotone

Soit (f,)n une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant
simplement vers f. Alors f est mesurable et

i i [

Corollaire : Si (f,), est une suite de fonctions mesurables positives et

f =23 ,>11n Alors
/fdu:Z/fndu.

n>1

Corollaire (Lemme de Fatou) : Si (f,), est une suite de fonctions mesurables
positives,

/Iiminff,, dp < Iiminf/f,, di.
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Approximation par des fonctions étagées

Soit f une fonction mesurable positive. |l existe une suite croissante (f,), de
fonctions étagées positives qui converge simplement vers f.

preuve : Choisir par exemple

n2"—1

k
o= > onlihratiy T nlirn -
k=0
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Intégrale de fonctions quelconques

Définition
Soit f une fonction mesurable, f* =fVvO0et f~ = —(fA0). Si [|f|du < +oo,
on dit que f est u-intégrable, et on définit son intégrale par rapport a p par

/fd,u:/lﬁdu—/f*du.

Remarque : I'intégrale d’une fonction positive est toujours définie dans R,
(éventuellement infinie), mais I'intégrale d'une fonction quelconque n'est pas
définie si sa valeur absolue n'est pas intégrable.

Définition
Si A€ o et f est une fonction mesurable, on appelle intégrale de f sur A
I'intégrale de 141, et on note :

/fdu:/lAfdu.
A
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Propriétés :
> Sif et g sont intégrables et si o, 8 € R, alors

/(af+ﬁg)du:a/fdu+6/gdu.

> Sif<g,alors [fdu< [gdpu.
Schéma de la preuve :
» Cas des fonctions étagées.

» Cas des fonctions positives, par convergence monotone.

» Cas général, par décomposition en parties positive et négative.
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Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

Soit f, une suite de fonctions mesurables convergeant simplement vers f, et g une
fonction intégrable, telles que |f,| < g pour tout n. Alors f est intégrable, et

n_ll}rroo/fndu:/fd,u.

Inégalité de Jensen

Soit ¢ une fonction convexe de R dans R, et X une fonction mesurable telle que
X et ¢(X) sont intégrables par rapport a une mesure de probabilité P. Alors

P(EX) < E(6(X)).
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Théoréme de Fubini

Soit f une fonction mesurable a valeurs réelles définie sur un espace probabilisé
produit (1 x Q2,91 ® oo, 1 @ o). Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

> gi(w1) z/Q |f (w1, w2)| dpa(wz) est py-intégrable;
2

> go(ws) = : |f (w1, ws2)| dpa(wi) est po-intégrable;
1

> f est u1 ® po-intégrable.
