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Eléments de correction TD n° 1

MOUVEMENT BORWNIEN ET TEMPS D’ARRETS

Exercice 1 : Propriétés du mouvement Brownien.

Soit B un mouvement Brownien, soit ¢ > 0 une constante et s > 0 un nombre réel. Montrer que les

processus suivants sont des mouvements Browniens.
1. (—=B¢)ter, (Symétrie),
2. (Biys — Bs)ier,. (Propriété de Markov faible),
3. (Bi—t — Bl)te[o 1] (Retournement temporelle),
4. (

cByje2)ier, (Auto-similarité),

Exercice 2 : Un petit contre-exemple.

Soit Z une variable aléatoire de loi NV'(0,1). On considére le processus (X;);>0 = (VtZ);>0 ainsi que

(Bt)t>0, un mouvement brownien.
1. Montrer que pour tout ¢ > 0, X; a méme loi que B;.

2. Le processus (X;)i>0 est-il un mouvement Brownien 7

Exercice 3 : Le pont Brownien.

Soit B un mouvement Brownien. On considére le processus stochastique (X;);er, défini pour tout
t € [0,1] par X; = By — tB;.

1. Montrer qu’il s’agit d’un processus Gaussien.

2. Calculer sa fonction espérance ainsi que sa fonction de covariance.

3. En quel temps t la variance de X; est-elle maximale ?

Remarque : Ce processus stochastique s’appelle un Pont Brownien. Il s’agit d’'un mouvement Brownien
conditionné & revenir en 0 au temps 1 (voir Figure 1).

Exercice 4 : Temps d’arréts et mouvement Brownien.

Soit (By)i>0 un mouvement Brownien et (F¢)¢>0 sa filtration naturelle. Dire dans chaque cas si les

variables aléatoires suivantes sont des temps d’arréts.
1. 7o =inf{t > 0, B; = a} avec a € R.
2. T =max{t € [0,1], B, =0}.
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FIGURE 1 — Trois réalisations de ponts Browniens.

Correction exercice 1 :

1. Supposons que a > 0. La variable aléatoire réelle 7, est bien d’un temps d’arrét car pour
tout t > 0,

{ra <t} ={sup Bs>a},
s€[0,¢]

d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires et car By = 0 et B est continue. Or, sup¢(o 4 Bs

est Fr-mesurable donc on a bien que
Vt >0, {1, <t} €F

et donc

‘ T, est un temps d’arrét. ‘

Si a <0, on procéde de la méme fagon en utilisant que

L <tt=1{inf Bs<al.
{ra <t} {sé?o,t] a}

Remarque : sup,¢(y q Bs est bien F; - mesurable car, par continuité de B et par densité de
Q dans R, on a
sup By = sup By
s€(0,] se[0,nQ .
Fi-mesurable

On conclut en utilisant que le sup d’'un nombre dénombrable de fonctions mesurables est

mesurable.



2. Ce n’est pas un temps d’arrét car la connaissance des valeurs de B sur U'intervalle [0,¢] ne

suffit pas & déterminer si 7' < ¢ ou non : on a besoin de connaitre B sur [0, 1].
Remarque : Si on voulait faire une preuve rigoureuse, on pourrait raisonner par l’absurde en

considérant I'événement :
?(Br+s — Br)s<o s’annule sur 0,1/2]” ﬂ{T <1/2} =0

car si T' < 1/2, cela veut dire, par définition de T' que B ne s’annule plus sur [T, 1] donc
pas sur [T, T + 1/2] et donc (Brys — Br)s<o = (Br+s)s<o ne peut pas s’annuler sur [0,1/2].
Or, par propiété de Markov Fort, on a que Bris — Br)s<o est un Mouvement Brownien

indépendant de Fp. Or, T est Fp-mesurable donc

0=P0)=P <” (Br4s — Br)s<o s’annule sur [0,1/2]” ﬂ{T < 1/2})
=P (”(Bt)s<o s’annule sur [0,1/2]”) x P(T' < 1/2)

>0 >0

>0

ce qui est une contradiction.

Exercice 5 : Propriétés des temps d’arrét

Soit (F¢)¢>0 une filtration et soient S et 7' deux temps d’arrét par rapport a cette filtration.
1. Montrez que S AT = min(S,T) et S VT = max(S,T) sont aussi des temps d’arrét.
2. Montrez que, si S < T, on a Fg C Fr.

3. * Soit (X¢)i>0 un processus continu a droite adapté a (Fi)¢>0. Montrez que la variable

Yr = 17«00 X7 est Fp-mesurable.
2
n
Indication : On pourra montrer que la variable aléatoire définie par Y7 := ZthllTE[t?—l*t?[ avec tj = %
i=1

est Fr-mesurable et converge vers Yr.

Correction exercice 2 :

1. On a que pour tout ¢t > 0,
{min(S,7) <t} = {S <t} HT <t}
et
{max(8,T) <t} ={S <t} {T < t}.

Or, comme S et T sont des temps d’arréts, on a que {S < t} et {T" < t} sont dans F; et
donc {min(S,T) < t} et {max(S,T) < t} également par stabilité par union et intersection

des tribus. Finalement,



’ min (S, T") et max(S,T") sont des temps d’arrét par rapport a la filtration (F;)¢>0. ‘

2. Soit A € Fg. Montrons que A € Fp. Pour cela, il faut montrer que pour tout t > 0,
AN{T <t} € F;. Or, comme S < T, onaque {T <t} C{S <t} etdonc

AN{T <t} =An{T<tin{S <t}
—(AN{S<tHn{T <},
eFy cFt

car A € Fg. On en déduit que pour tout ¢t > 0, AN{T < t} € F; et donc A € Fr. En

conclusion,

3. Montrons que pour tout n € IN, Y est Fp-mesurable. Comme une somme finie de fonction
mesurables est mesurable, il suffit de montrer que, pour tout 1 < i < n?, Xndpepn | gnp est
Fr-mesurable. Pour cela, il faut montrer que
— c’est une variable aléatoire, c’est & dire que pour tout Borélien B, { Xi» lreyn i € B }
est un événement de F (la tribu sous-jacente).

— pour tout ¢ > 0, pour tout Borélien B {Xyplpcn i € B} N{T <t} est un événement
de F;.

Soit donc B € B(R). On peut écrire,

{XoLrepn o € BY ={T € [t/ t1{Xep € BY T < 2 3nf0 € BY (T = ¢7}n{0 € B)

I s’agit bien d’un événement (dans F) ce qui montre le premier point.

Ensuite, pour tout t > 0 et B € B(R),

{Xeplrepn € BYN{T <t}
(T <t yu{T el ) nfoe B} {T € [tf 1, 17} n{X» € B} sit>1¢]
= {T <t yn{oe BY T € [t} 1} N {Xiy € B} sit € [t g, 7
{T <t }n{0€e B} sit <ty
Comme 7' est un temps d’arrét et que X¢r est Fyn-mesurable, on en déduit que dans chacun

de ces trois cas, { Xy 1reyr (€ BYN{T <t} € ;. On a donc que Xynlpeyn | n est bien

Fr-mesurable puis

’ Y[ est Fr-mesurable.

Ensuite, grace a la continuité a droite de X, on peut montrer pas trop difficilement que pour
tout w € €,

Or, une limite de fonctions mesurables est mesurable donc



Y7 est Fpr-mesurable.

Exercice 6 : Variation quadratique du mouvement Brownien

Soit B un mouvement Brownien. On pose pour tout ¢t € Ry, n € N* et k € [0,n — 1] t} = %

Montrer que
n—1 LQ(Q)
2
Z(BtZH o BtZ) nio .
k=0
Remarque : on note (B); = t la limite obtenue ci-dessus. Le processus ((B)¢):>0 s’appelle la variation
quadratique du mouvement Brownien et peut étre également définie comme l'unique processus

croissant tel que B? — (B); soit une martingale.

Correction exercice 3 : Il faut montrer que

n—1 2
| (S, - mr o) | o

k=0

Or, par linéarité de I’espérance, on a que

n—1
2
E|> (By,, —By)? ZE By, — By)?]
k=0
n—1
= Var (By,, — By
k=0
= Z the1 —
= tg =t.

car Byp | — B ~ N(0,t; 4 — t};). On en déduit donc que

n—1 2 n—1
E (Z(Bt;;“ —BtZ)Z_t> = Var (Z(B% Bt2)2>.
k=0

k=0
Or, par indépendance des accroissements, on a que
n—1
2
Var <Z(Btg+1 ~ By) ) ZVM( (By,, — Byy) ) .
k=0

Maintenant, comme By — B ~ N(0,t3,, —t7) et que tf | —t}! =t/n, on a que

. [t
By  — By 2 \/> z
k+1 k n



avec Z ~ N(0,1) et donc

Var ((Btn - Bt2)2> = Var (t/n 22) = (t/n)? x Var (22) = 2 (t/n)?

k+1

(je vous laisse vérifier que Var (ZQ) = 2). Finalement on a

k=0

n—1 2 n—1
E(Z(Bt’kl+1 — BtZ)Q — t) = ZV&I‘ ((BtZH — BtZ)Q)



